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RESUME SUMMARY

Cet article propose 1'utilisation d'un modéle In this paper, we propose a vector model for the
vectoriel pour l'identification des processus a 2 identification of two-dimensional processes. The main
indices ; les principaux résultats concernant 1'esti- results concerning vector linear prediction are
mation linéaire vectorielle sont présentés : nous presented : in particular we analyse the relation—
analysons, en particulier, les relations entre la ship between the factorization of correlation matrices
factorisation des matrices de corrélation et diffé- and some normalized versions of the Robinson algori-
rentes normalisations de 1l'algorithme de Robinson. thm.

Nous montrons que certains polynomes & 2 variables It is shown that some two—dimensional orthogonal
orthogonaux sur le cercle unité sont obtenus en polynomials on the unit circle can be derived using
utilisant un algorithme récursif d'estimation des one of these algorithms ; these polynomials are
processus vectoriels ; ces polynomes sont assoclés equivalent to the half-plane asymmetric filters. This
au filtre bidimensionnel récursif le plus général approach is then applied to the modelling of a natural
(filtre demi-plan asymétrique) ; cette méthode est Texture.

ensuite utilisée pour la modé@lisation des Textures.
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I) Introduction :

Dans tous les problémes d'identification, le choix
du modéle est d'une grande importance ; pour les ima-—
ges, une généralisation du cas monovariable est donnée
par le filtre autorégressif (AR) non séparable 3 2
variables le plus général (filtre demi-plan asymétri-
que) [1]. Cependant, jusqu'd présent, ce modéle a &té
trés peu utilisé, principalement 3 cause du probléme
de la stabilité, et d'autre part 1'introduction d'al-
gorithmes rapides pour 1'identification des signaux
bidimensionnels est assez récente [21.

Le modé&le AR bidimensionnel est en fait trés efficace
pour la synthése de textures artificielles ayant des
propriéfés statistiques données [31 3 cependant, pour
l'identification, nous montrons dans cet article, qu'un
modéle vectoriel peut &tre utilisé. Cette méthode donne
de bons résultats pour la reconnaissance des textures,
ainsi que lors de la segmentation des images & partir
des propriétés du second ordre [;1.

On montre que l'estimation des paramétres d'un modé&le
AR vectoriel dans les images conduit & la ré&solution

du probléme d'estimation linéaire bidimensionnelle :
aux récursions de l'algorithme vectoriel correspondent
des récursioys équivalentes sur certains polynomes bi-
dimensionnels orthogonaux sur le bi~cercle unité

|z = lwl = 1.

IT Estimation Linéaire Bidimensionnelle :

Considérons le signal stationnaire Yy ot le modéle
>

AR bidimensionnel le plus général

Ym,n-h =._.Z Zh aij ym~i,n—j * Um,n—h o
(i,3)€E
psr
ol les a. :sont les paramétres du modéle et a =13
1,3 o,h
U est un bruit blanc centré a 2 indices, de cova-

m,n
riance égale 3 d ; et la somme (1) porte sur 1'ensemble

des couples (i,j) dé&fini par

Eh

pr = L) /0<igp, 0T et
>

j >h pour i = 0} (2)
la corrélation du signal Yo.n &8t définie par
3
Ts,e * F l:ym,n ym—s,n-t] 3

Considérons les polynomes & 2 variables f£(z,w) et

g(z,w), le produit scalaire est définit par

1

@), 2,02y = 75y Iy oz g(z,w)

-1 -
z w

dz dw (4)
ol r(z,w) est la transformée de la suite de corrélation

(3), et Fl’ I, sont 2 cercles unité dans les plans

2
en z et en w ; la transformée inverse de r(z,w) est
alors donnée par :

-i -j _-s -t

r. . = < >
i-s,j-t z WS,z W (5)

De méme que dans le cas monovariable, l'erreur de
prédiclion est orthogonale au passé du processus ;

c'est & dire on a

EI:(ym,n—h - ym,n—-h)' ym—s,n—t] =0
pour (s,t) € Eh (6)
’ p.T

L'application de (6) au modéle (1) donne un systéme
d'équations linéaires (&quations de Yule Walker du
processus bidimensionnel) ; en utilisant la notation

(5) ce systéme se met sous la forme :

h -s -—t+h_ _ h
<A (zsw), 20w oy =0 V(s,t) ¢ CANINC)
avec
A;‘ L@ = DL P A 8)
? i,j)eE
{,1 E,r
o E* =©8® 4 (0,n)
P.T P,Y

III Estimation Linéaire Vectorielle

Considérons le signal Ym a r composantes qui vérifie

le modéle AR vectoriel

. =1 9

Y
m-1 m

+
+
Hs MO

A .
ps0 m =1 pP>1

oli les matrices carrés Ap ; sont les paramétres du
>

le vecteur U est un bruit blanc
o
E
de dimension r ; la covariance de Um et la corrélation

modéle et Ap =1
du signal Ym sont donnés respectivement par :
(10}

T
p=cf vl

T (in

R 5 = Efy, ¥

Le mod&le (9) est identifié en minimisant un critére
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statistique sur l’ensemble des données ; considérons
1'erreur de prédiction [ SR 1'estimation par

les moindres carrés consiste 3 minimiser la trace de :
o~ AT
E|U 12
(v, vl (12)

et si 1'entrée Um est gaussienne, le critére du maxi-
mum de vraisemblance conduit i minimiser le détermi-
nant de (12) ; on montre cependant que ces 2 crit@res
sont équivaients au systéme matriciel suivant (8qua-

tions de Yule Walker généralisées)
AR=D (13)

A= |A e A 14
C ps0 ’ ’ p,p] )
ol R est une matrice de corrélation Toeplitz par bloc
et symétrique.

Soient 2 matrices polynomiales de dimension r x r
F(z) et G(z), introduisons le produit :

<F(z), G(2)> = I F(2) R(2) ¢ (z) 2! az

o3
(15)

ol R(z) est la transformée en z de la suite Ri’ T le
cercle unité, et + désigne la transposition conjuguée ;
_i 3

en posant F(z) = Ir z ~ et G(z) = Ir z—J, 1la matrice

Ri—j se met sous la forme :
R. . =<z %, z 3> (16)

Pour ¥ = | on montre que (I15) est un produit scalaire
[51 3 dans le cas vectoriel (r > 1) les propriétés de
symétrie conjuguée, de linéaritd, et de norme peuvent

étre généralisées de la fagon suivante [4] :
<F(z), G(2)> = <G(z), F(2)>" a7
"
<CF(2) ,AG(2) +BU(2) >=C<F (2) ,G(2)>A" + C<F(2),U(2)>B
(18)

oli A, B, C sont 3 matrices r x r complexes.
<F(z), F(z)> est définie positive et hermi-—
tique. (19)

de plus on montre 1'inégalité matricielle équivalente

d celle de Cauchy Schwartz :

<F(2),F(2)><F(2) ,G(2)><C(2) ,G(z)> '<F(2),6(z)>" >0
(20)

(o >0 signifie : défini positif)

Considérons maintenant les &quations de Yule
Walker & 1l'ordre p (13) on montre facilement en utili-
sant les propriétés de linéarités du produit (18) que
le filtre

A (2) =
P

eyl

A Lzt (21)

- 1
-~ Ps

=

. -1 - .
est orthogonal aux puissances {z , ... , 2 p}, solt :

<4 (@), 23> =0, =1, ...,p (22)

et 3 partir du modéle inverse défini par :

% p % =
A Y +Z A .Y . =1 (23)
pP,0 m i=1 p,1 mtl m
* *® =
ol les A sont des matrices r x r, A =T, et U
P»0 m

b
est un bruit blanc de dimension r, on obtient de

méme ¢ =
<Ap(z), 2> = Or j =1, «u. 4,p (24)
ol
3 P = ;
A(z) =2 A .z (25)
P i=p Psl

IV Propriétés du Filtre Vectoriel

L'algorithme proposé& par Robinson [6] et Whittle
[7] pour résoudre récursivement les équations de
Yule Walker (13) s'obtient facilement d partir de la
formulation précé&dente et en utilisant uniquement les
propriétés d'orthogonalité des polynomes An(z) et
X;(z) sur le cercle unité [4] 3 cet algorithme est

équivalent 3 la factorisation de la matrice de corré-

lation R sous la forme :

ARAT =D (26)

oli A est une matrice triangulaire par bloc inférieure,
dont les blocs—lignes sont les modéles directs (14)
aux différents ordres, et D est la matrice des résidus
diagonale par bloc. Les coefficients des mod&les in-
verses sont obtenus 3 partir de la factorisation de la

i
matrice transposée par bloc R :

v ETE
ARA=D @n
v

et E-1R1L (28)

oli' L est une matrice de permutation par bloc (c.a.d.
avec des blocs identité sur la seconde diagonale et
des zéros ailleurs). ‘

L'algorithme de Robinson peut aussi se mettre sous
forme normalisée :

introduites Dﬂ Eﬂ ; elles se déduisent de (27) et

plusieurs normalisations ont été
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*
(26) en factorisant les matrices DetD:

E g * X
peuH D=HH (29)
*
H et H étant diagonales par bloc ; les factorisations
v

de R et R sont alors les suivantes

EvET
CRC=1 CRC=-1I (30)

%
ol C et C sont triangulaires par bloc, et les &galités

matricielles (29) correspondent i la factorisation
#®

des matrices résidu Dn et Dn :

T kS * !E'T
Dn-—Hn Hn Dn=Hn Hn n=0, ... ,p 1

*
Lorsque Hn et Hn sont triangulaires inférieures avec

des &léments diagonaux tous positifs, (30) est équiva-
lent aux décompositions de Choleski des matrices R et
E ; si les Hn sont triangulaires inférieures et les ﬁn
triangulaires supérieures (avec les &léments diagonaux
positifs) on montre que l'algorithme correspond aux
factorisations suivantes

! crob1 (32)

CRC =T

|

C et C &tant respectivement triangulaire inférieure et
triangulaire supérieure ; et les récursions pour les
filtres orthogonaux sur le cercle unité sont les sui-

vantes

—(n+l)

*®
c .. (z) = a1 G (@]

n+1

ECn(z) + z

P
n+1

+(n+1) VT

¥
() = Qn+1[cn(z) T n+l Cn(z)I

n+1

(33)
*
ol les coefficients des filtres C (z) et C (z) sont
E' n % I
=H A .etC ., =H A .
n n,i n,1 n n,i
est triangulaire inférieure et

donnés par C_ . pour
n, 1
i=0, ...

Q

, I et Pn+1

el triangulaire supérieure.
*
La stabilité des filtres Ap(z) et Ap(z) orthogo-
naux sur le cercle unité, se démontre en utilisant les
propriétés du produit (15). A partir de 1'indgalité
. L. ¥

(20) on montre facilement que les résidus Dn et D,

n =20, ... ,p sont définis positifs, et forment une
suite décroissante ; d'autre part, les valeurs propres
des matrices (A A ) pour n =0, ...

n,0 n,n
férieures 3 1 ; ces propriétés garantissent la stabili-

- - *
té des filtres Ap(z) et Ap(z) {}].

,p sont in-

V Matrices de Corrélation Centrosymétriques et Proces-

sus Vectoriel :

La matrice de corrélation Ep d'un processus vecto-—
riel n'est pas en général centrosymétrique ; cependant
dans le cas oli elle est centrosymétrique a tous les
ordres (c.a.d. gﬂ centrosymétrique pour n = 0, ... ,p)
~ou ce qui est équivalent lorsque les blocs Ri sont
symétriques par rapport i la seconde diagonale- de
nouvelles propriétés intéressantes apparaissent ; en
particulier l'algorithme de Robinson se simplifie et il
existe une relation simple entre les paramétres du mo—
déle direct et ceux du modé&le inverse.

Soit A une matrice n x n et L une matrice de permuta-
tion n x n (c.a.d. ayant des | sur la seconde diagonale
et des 2zéros ailleurs) et considérons la matrice sui-
vante

b

A=LAL (34)
Les matrices invariantes par cette transformation sont
appelées centrosymétriques ; on montre facilement que
la somme, le produit, l'inversion et la transposition
de matrices centrosymétriques donne des matrices cen-—
trosymétriques ; une conséquence de ce résultat est
donnée par le Théoréme suivant
Théoré&me 1 : Les paramétres des modéles vectoriels

directs et inverses {D ; i=0, ... ,p} et

®* % p 3 Ap,i
{Dp H AP i i =0, ... ,p} sont centrosymétriques si et
seulemené si les matrices de corrélation Ri

i =0, ... ,p sont centrosymétriques.

La démonstration de ce Théoréme est immédiate, en uti-
lisant 1'algorithme de Robinson et les décompositions
(26), et (27).

Considérons maintenant le cas d'une matrice A symétri-

que par rapport & la seconde diagonale ; & partir de
(34) 11 vient

(35

0, ... ,p

vérifient 1'égalité (35), les coefficients des mod&les

Théoréme 2 : Lorsque les matrices Ri i=

direct et inverse sont liés par la relation :

*
. =1L . i = ‘e
Ap’1 Ap’l L 1 0, 5D
(36)
Démonstration : Considérons la matrice de corrélation
v

R définie par la transformation (28) ; si les blocs
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Ri vérifient (35), il existe une autre transformation

v
qui donne la matrice R :

o <

=MRM (37)

oli M est une matrice diagonale par bloc (ayant p + |
matrices L sur la diagonale et des zéros ailleurs),
symétrique qui a la propriété M M = 1.

Considérons la décomposition de la matrice E (30)
lorsque les blocs ﬁn sont triangulaires supérieurs
avec des &léments diagonaux tous positifs ; 3 partir
de (37) il vient :

=
cw’ =1 (38)

1o #

(

MRM™
*

on vérifie facilement que M C M est une matrice trian-

gulaire inférieure dont les éléments diagonaux sont

tous positifs ; de 1'unicité@ de la décomposition de

Choleski de la matrice R on déduit alors que M E.E = C,

et la relation entre les coefficients des modéles

directs et inverse est donnée par :

*
C .=LC L 1 = 0y ses o0
n,i n,i
n =0, +.. ,P
x> *
et en remarquant que C =H et C =H on en
n,0 n n,0 n

déduit (36).

VI Modéle Vectoriel et Processus & 2 indices :

L'algorithme de Robinson peut etre utilisé pour
1'identification des processus d 2 indices ; en effet
considérons le vecteur Ym construit 3 partir de r + 1
points successifs sur la ligne m de 1'image ; et
supposons que la suite {Ym—i} vérifie un modéle vecto-
riel d'ordre n avec la normalisation suivante : Cn,o
est triangulaire inférieure ses &léments diagonaux
sont tous positifs, et le bruit'Um a pour variance
la matrice identité ; les p + | modéles vectoriels
pour n = 0, ... ,p sont donc obtenus a partir de la
factorisation de Choleski (32) de la matrice de corré-

lation R_ du processus Y .
=p m

Dans le cas d'un processus bidimensionnel, les
matrices Ri sont Toeplitz ; elles vérifient done la
relation (35) et les ré&cursions de 1l'algorithme de

Robinson ont la forme suivante :

¢ (@ =2 [c@+z Dy c (2)]
n+1 ntl*~"n n+l "n

* —

c () =L (z hL (39)

E 3
on montre alors facilement que les matrices C o sont
»Ox.
triangulaires supérieures ; soient Cn m(z) et C m(z)

b b

les lignes m des matrices polynomiales Cn(z) et Cn(z),

il vient :
m r+l A 3
- m, S _(n+1) S,]
Cn+1,m(z) B §=l Pn+l[cn,s(z) re §=1 vn+1 Cn,j(z)]

m=1, ... ,r+l (40)
oit P™° et v™*3 sont les &léments des matrices P et
n+l n+! n+l

.

Vn+1

Les &quations de Yule Walker associées au modéle nor-

malisé (39) ont la forme suivante :

. o. s =1, ... ,n
< > =
€ (2)s 2 (41)
-T
s =0
n,o
. . T -1 -T
Introduisons le vecteur ligne w = [1, W oy ees W H

la matrice Ri-s peut &tre considérée, comme la matrice
de corrélation construite & partir des (r+1)2 produits
scalaires (5) obtenus pour les couples (j,t) avec

jot € {oy, «ov , * } ; soit

R, =<wz ,w z > (42)

B
et en remplagant- (42) dans les &quations de Yule
Walker (41), il vient :

(o) s

]
s
-
.
.
-
=]

T -s
< =
€ (2) w, wz ">y T

n,0

1]
e}

3 partir des équations précédentes et en remarquant
-T . - . s
que C_~ est une matrice triangulaire supérieure, on
>

obtient les relations :

[} s =1, ... ,n
<C (z) w, wiz S = (44)
n,m - B m _
d. s =0
] o< i<z
m m
avec dm = [o... o, A1 ceee dr] o
oli dm est la ligne m de la matrice Cn o
3
En posant A" (z,w) =C (z) w o (45)
n,r n,r-m+l -

on obtient 3 partir de (44) la relation d'orthogonali-
té& suivante :
~j+m _-s

<A™ . (z,w), W J z > =0

. m
n 5 (s,3) € B} (46)

ol EE r est 1'ensemble des couples d'indices définit

>
en (2).

On en déduit que Ai’r(z,w) est le polynome bidimen—
sionnel orthogonal sur le bicercle unité, définit en
(8) ; il existe donc (r+l1) . (p+1) polynomes bidimen—

sionnels (8) orthogonaux sur le bicercle unité&, qui
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sont associés & la décomposition de Choleski (32) de
la matrice de corrélation R du processus bidimension-

nel.

Considérons maintenant la factorisation de
~

Choleski de la matrice R :

T_1 (47)

tox
(£
ag

v
oli C est triangulaire inférieure ; il existe des poly-
nomes bidimensionnels orthogonaux sur le bicercle uni-

v
té, associé i la décomposition de R ; 2 partir de (47)

£

et (6) on montre qu’ils ont la forme suivante :
v . .
-i _+j-h
(z w) = ai .z tws
po¥ i, J)EE >J

et vérifient la relation 4' orthogonalité :

h

t-h
Y(s,t) € B .

r(z,w), 22w =0

v
< Ah
P> B

Les filtres demi-plan asymétriques correspondant
a ces 2 types de polynomes sont représentés sur la

figure 1 ; ils sont en général différents ; cependant

. h .
s1 T r r (s,t E a .
s,-t PoU (s,t) € - les matrices R1

s,t
deviennent symétriques et on a alors 1'égalité :

h v - PP s s
A r(z,w) = Ag r(z,w 1) ; cette propriété ne signifie
b

pas que la texture correspondante est isotrope, car il

h

faut avoir r pour (s,t) € E .
P,T

=r
s, t (s-t)

VII Application 3 la modélisation et 3 la reconnais-—

sance des Textures

La formulation vectorielle a &té utilisée pour la
reconnaissance des Textures, ainsi que pour la segmen-
tation des images [Q] les paramétres du mod&le AR
vectoriel sont calculés sur une Texture de référence
(ou sur une zone particulidre de 1'image), et les
modéles des autres Textures sont utilisés comme filtres
vectoriels inverses pour la classification de la
Texture de référence ; cette méthode semble particulieé-
rement bien adaptée 3 la classification automatique
des Textures, et peut apporter une aide importante &
la segmentation des images. Nous présentons ici un
résultat de modélisation utilisant 1'approche vectoriel-
le :
riel d'ordre (p,r) = (2,3) ;

une Texture est analysée avec un modéle AR vecto-
le modéle bidimensionnel

déduit du modéle vectoriel précédent A° (z,w) est

2,3
ensuite utilis& pour resynthétiser la Texture (fig. 2).

L'algorithme récursif vectoriel proposé conduit
34 la résolution du probléme d'estimation lindaire bi-
dimensionnelle ; mais contrairement au cas monovariable
1'algorithme

la récursion en p et r, n'est pas unique :

vectoriel correspond seulement & un choix particulier
parmi les différents polynomes orthogonaux sur le cer-—
cle unité ; d'autres récursions peuvent &tre recher-
chées, en utilisant par exemple, le Théoréme de

décomposition des polynomes orthogonaux sur le cercle

unité [10].

t_z
FTe & o "ol e "o e e
| l [ ! ‘ '
| o e ° ° e ° . °
_ R Lo —r_ _
-1 ] 1 T ! Iw
w o —
et AERAS
A1 (z,w) Xl (Z w)
2,37

Figure 1 : Exemple de filtres demi-plan asymétriques
d(' h U
\ l?’ ! (}‘ (
‘\Al (' !
‘lu .,} iv
W |l| h'
i \\ !
[
t: k"i}}% \'
.§(‘1 & ‘
it
FlRERIALA,
Or1g1na1
Figure 2 : Analyse et Synth&se Automatiques d'une
Texture Naturelle
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