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RESUME

La restauration des images dégrad&es par du bruit
ou une convolution peut s'effectuer par filtrage adap-
tatif au contexte local de 1'image. Malheureusement la
plupart des méthodes de calcul des filtres optimaux
aboutissent 3 des filtres transversaux définis simple=—
ment par leurs réponses impulsionnelles bidimension-
nelles d'étendue finie. Malgré les nombreux avantages
des filtres transversaux (stabilit&, possibilité de
-phase linéaire, etc.)ils ont l'inconvénient de possé-
der un nombre de coefficients plus important que les
filtres récursifs 8quivalents, Le temps nécessaire
pour. filtrer une image &tant pratiquement proportion-
nel au nombre de coefficients, il est intéressant
d'élaborer des filtres numériques récursifs possé@dant
la méme réponse impulsionnelle qu'un filtre transver-
sal donné.

Nous proposons une méthode de synthése de filtres
bidimensionnels récursifs 4 dénominateur séparable ba~
sée sur une approche littérale du calcul des coeffi-
cients. Le critére de minimisation de 1'&cart entre
les deux réponses impulsionnelles est du type moindre
carré, Différentes approximations transforment le pro-~
bléme initial non lingaire en un syst&me linéaire
ayant comme inconnues des coefficients du filtre récur-
sif recherché. .

La solution approchée obtenue sert i initialiser
un algorithme de programmation non lindaire (P.N.L.)
basé sur la méthode de Gauss.

Les ré&sultats obtenus sont présentés sur des ima-
ges filtrées successivement par un filtre transversal

et le filtre récursif.

SUMMARY

The restoration of digital image degraded by noise
or a convolution can be done by adaptingdigital fil-
ters to local properties of image. Unfortunately most
of the computed methods of optimal filters lead to
transversal filters defined simply by their two dimen-
sional finite impulse response. In spite of the nume-
rous advantages offered by the transversal filters
(stability, possibility of linear phase) they have the
inconvenience of having a larger number of coefficients
than the equivalent recursive filters. The time needed
to filter an image is practicaly proportional to the
numbers of coefficient, therefore it is interesting to
design a recursive digital filter having the same im-
pulsive response as a given transversal filter.

We propose a method in designing two-dimensional
recursive filter with separable denominator based on
a literal approach to the calculus of the coefficients.
The criterion for measure the error between. two impulse
response is a least-squarer one. Various approach put
the first non linear problem into a linear one where
the unknows are the coefficients of the searched re-
cursive filter.

We get a closed solution giving an initial condi-
tion for a mon linear programming based on the
Gauss-method.

The final results are successively presented on
filtered images by a tranversal filter and the recur-—

sive one.
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INTRODUCTION

Les travaux effectués au Laboratoire d'Automati-
que de 1'I.N.S.A. de Rennes pour la déconvolution
d'images dégradés par le flou ou du bruit conduisent
i des filtres bidimensionnels (2-D) traversaux ou 3
réponse impulsionnelle d'étendue finie (R.I.F.) [I].
Les filtres obtenus sont non causaux et possédent de
(10 x 10) a (40 x 40) coefficients. Ceci entraine des
temps de calcul importants.

Dans le but de ré&duire le temps de calcul nous
avons envisagé de synthétiser un filtre i réponse im-
pulsionnelle d'étendue infinie (R.I.I.) (filtres ré-
cursifg) tels que les Kl X K2 premiéres valeurs de
sa réponse impulsionnelle approchent au mieux les
K1 X K2 valeurs de celles du filtre & R.I.F. domné.

Nous proposons une méthode de synthése de fil-
tres bidimensionnels 4 R.I.I, & dénominateur sépa-
rable basée sur une approche littérale du calcul des
coefficients. Le critdre de minimisation de 1'écart
entre les deux réponses impulsionnelles est du type
moindre carrée. Différents approximations transfor-
ment le probléme initial non linéaire en un systéme
linBaire ayant comme inconnues les coefficients du
filtre a R.I.I. recherché.

La solution approchée obtenue gert & initiali-
ser un algorithme de programmation non linéaire basé

sur la méthode de Gauss.

1 - METHODES DE SYNTHESE APPROCHEES

La méthode générale que nous allons employer con-
siste 3 mesurer l'écart entre les K+l valeurs de la
réponse impulsionnelle & approcher g'et les K+l pre-
miéres valeurs de la réponse impulsionnelle ﬁ.du fil-
tre & R.I.I. cherché, le critére le plus naturel per-
mettant la mesure de 1'écart est l'erreur quadratique
e, défini par :

e(;) =of S (1)

-
e est la vecteur d'écart dé&fini par :

- Cas monodimensionnel (domaine temporel)

T _»T =T

e =h g = [eo e ...eK]

e, = hi -8 dénote 1'dcart entre les deux réponses
impulsionnelles au point i

>T
hohl hK]

et h
= lege; - ]

i

T

- Cas bidimensionnel (domaine spatial)

L RS e
& 00%1 *** ®ox2%10 *** °kixz2 )
= - é ta
ol em,n hm,n gm,n dénote 1'écart entre les deux

réponses impulsionnelles au point (m,n)

¢ B =[h .h h.h h

e “Lhoohy v RogoBig - o Prika]
-)T _
g =[800%01 -+ Box2%10 v Eix2]

vecteur de (K]+I) (K2+1) coefficients.

Les coefficients du filtre & R.I.I. 1-D ou 2-D sont
calculés pour que l'erreur quadratique e soit minimale
(moindres carrées). Une approche analytique de cette
minimisation est décrite par la suite dans le cas mono-

dimensionnel et bidimensionnel.

A - Approche monodimensionnel

La fonction de transfert d'un filtre digital i

R.I.I. causal s'écrit :
N
z 4, 2z,
0

Lo
H(z) = 2> =

-1
; 2)

Nt 8
=2
N

M et N doivent &tre le plus petit possible
La séquence {h(n)} = [hoh1

et M > N,
...] est la réponse impus-

sionnelle du filtre.

Etant donné une certaine réponse impulsionmelle
d'étendue finie g, de longueur K+1, nous voulons cal-
culer les M#+N+1 coefficients a; et_:,’bi de H(z) tels que
les K+1 premiers coefficients de h approchent au mieux
g; Nous choisissons comme critére de mesure l'erreur
quadratique moyenne e définie par :

2

e= I (hi - gi) (3
i=0
A partir de (2) nous déduisons
M
h =a - I b.h . sin<N (4.a)
n n . i n-i -
i=1
M
h_=- ¢ b, h sin>N (4.b)
n jo1 boni

Les coefficients a, et bi sont calculés de telle
-+ > - - .
fagon que l'erreur quadratique e{(a,b) soit minimale.
- - st
a et b &tant des vecteurs contenant les coefficients

a; et bi de H(z)

-T
a [aoal cae gN]
>T
b =[bby v by ]

Nous pouvons remarquer que E(Z,g) est une fonction
non lingaire des coefficients de a et b. En conséquence,
le probléme de minimisation de e(Z,g) ne posséde, en

général, aucune solution analytique possible.

Nous allons décrire maintenant une méthode appro-
> . P .
chée de minimisation de e(a,b) et ensuite généraliser

1a méthode au cas bidimensionnel.
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Une premiére approche possible consiste & ré-
soudre le systéme d'équations (4) en faisant
(hn =g 0 < n < K). Ceci conduit 3 une erreur nulle
sur les M+N+! premiers coefficients, malheureusement
cette approche introduit souvent des erreurs trop
grandes pour les K-M-N derniers coefficients. Cette

méthode s'appelle "approche de Padé".

La deuxidme approche consiste & minimiser 1'er-
reur quadratique sur les K-N derniers coefficients,
qui sont fonction des coefficients bi seulement, Cette

o> . o
erreur quadratique e](b) est définie par :

> K 2
€l(b) = I (hn - gn) (5)
n=N+1

ou bien :

G- 1 (1 obn g’ 6
€ = h Lo+ g

: nN+l =1 *PTROR
e =h - g est l'erreur sur le coefficient m, 1'é-
m m m

quation (6) s'écerit :

. K M )
e® = 1 (I bg .+g) +
! n=N+l §=1 * 7R

K M M
+ I (Z b.g .+g) (I b.e .)+
n=N+1 i=1 1 n-1 n i=1 1 n-1
K M 2
+ .2 (I b, e .) )

n=N+l i=] 1 %%

Le minimum de (7) ne pouvant pas &tre obtenu de
facon analytique, nous n'allons minimiser que le pre-
mier terme car les deux autres termes sont d'un ordre
de grandeur inférieur au premier, Ceci revient d cal-

culer les coefficients bi tels que

8" TPy Bug

Le minimum du premier terme est obtenu en annu-
- k3 - . - >
lant sa dérivée par rapport aux coefficients de b.

Ceci nous conduit 3 un syst@me d'équation de terme

général
M K K
151 bi(n=§+1 Bn-i &n z) n=§+l & Bn-y
1<% <M

Ce systéme d'équation peut &tre résolu par les
méthodes classiques de Choleski ou Gauss. Récemment
un algorithme réduisant de quelque peu le nombre de
multiplications utilises par les méthodes classiques

a &té développs [7]

B - Approche bidimensionnel

Nous allons calculer les coefficients d'un filtre
2-D récursif et i dénominateur séparable avec une mé-
thode analytique qui est une extension du cas monodi-
mensionnel. Nous ne considérons que les filtres i déno-
minateur séparable car les tests de stabilité@ sont
beaucoup plus simples que pour les filtres & dénomina-

teur non séparable [2].

Soit H(ZIZZ) la fonction de transfert du filtre 3
R.I.I, 2-D & dénominateur séparable et soit h la sé-
quence 3 deux indices contenant sa réponse impulsion-

nelle, La fonction de transfert est :

Ll «© . .
= % x h..Z'lz;J (8)
i=0 j=0 11

H(Z,Z,) =

1
(9]

avec bo =Cp =

Et soit g la séquence a4 deux indices d'&tendue fi-
nie représentant la réponse impulsionnelle que nous dé-
sirons approcher. Celle-ci peut &tre considérée comme
la réponse impulsionnelle d'un filtre a R.I.F. de fonc-
tion de transfert G(ZIZZ)

ST

G(z,2,) = = I g, 27t 73 9y
i=0 j=0 *J
Désormais les coefficients du filtre 3 R.I.I.

vont &tre notés par :

- Le vecteur des coefficients du numérateur avec

(N] + 1) (N2 + 1) composantes

+T
& = [agg2gy -+ %on, %10 :°° aNlNz]

-.Le vecteur des coefficients du dénominateur qui agis-

sent sur les signaux de sortie du filtre ligne par li-

gne, pour une colonne fixée avec M

B = [b, by ... by ]

1 composantes :

- Le vecteur des coefficients du dénominateur qui agis-
sent sur les signaux de sortie du filtre colonne par

colonne, pour une ligne fixée avec Mz composantes

P
¢ =[c, ... cMz]

> > >
Les composantes des vecteurs a, b, ¢ sont calcux

lées pour que l'erreur quadratique € soit minimale :

K K
> > > 2 >T >
e(a,b,e) = £ 1 e e e (10)
m=0 n=0 T°0
ol e =h -g
m,0 m,n m,n

La relation entre hm n et les coefficients du
’

filtre est obtenue & partir de (8)
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%
h =a - L b, I C.h ., ., sim<N
m,n m,n =0 I 350 4 mi,om] -1
* 3 et n < x (1.2
i+340 =%
M1 MZ
=~ I L . . s
hm,n 120 bi i=0 Cj hm—l,n—J sim > N1
o 1= (11.b)
oun > N2

Une premiére approche du minimum de € est obte-
nue avec la méthode analytique décrite dans le cas mo~
nodimensionnel. Les coefficients de b sont calculés
pour rendre minimal 1'erreur quadratique €' sur la

premidre colonne de la répouse impulsionnelle (n=0)

Kl Kl
e@® = & e = 3 (h -g)? (12)
i=N +1 10 i=N +1 10 10

1 1

- v > -
De m€me les coefficients de c sont calculés
pour rendre minimal 1'erreur quadratique €" sur la

premi&ére ligne de la réponse impulsionnelle (m=0)

. K2 2 K2 )
e''(e) = T eoj = I (hoj - goj) (13)
J=N2+1 J=N2+1

3 . > - - .
ensuite les coefficients de a sont calculés i partir
de (11,a)

Une approche plus fine est obtenue si nous
calculons le vecteur g ou Z par la méthode monodimen-
sionnelle et puis nous calculons 1'autre vecteur en
minimisant l'erreur quadratique sur le reste des va-
leurs des réponses impulsionnelles. Nous décrivons
ceci en considérant que les coefficients de ¢ sont
calculés par la méthode monodimensionnelle. Les coef-
ficients de b sont obtenus par minimisation de :

K1 K?. KI NZ
2 2

el(g) = T L e + b L e

w=1 n=N,+] ma m=N, +1 n=0 m,n (14)

Des approches semblables & celles faites dans
le cas monodimensionnel: nous permettent d'aboutir au

systéme d'équations suivant :

Ml Kx Kz Kl K2
L b, z 5 £ . £ + 5 s £ .f

i=t Hf met naNyr RTERRTRR ey e ep PR
) % KN

== L r £ £ + % T f £ 15
n=1 n=N2+] m,n ml,n m=N_+1 n=0 m,n m~1,n (15)

1
1 <1< M]

f MZ

avec = C. .

m,n jEO j gm,n—_] 16)

N
Les coefficients de b sont obtenus en résolvant
(15). En remplagant les coefficients obtenus dans

(l11.a) et en résolvant ce systéme d'équations nous

obtenons les coefficients de a
2 - OPTIMALISATION

Les méthodes analytiques décrites &tant sous-optimaux,
et éfaht donné que l'erreur quadratique Z est une fonc-
tion non lindaire des coefficients du filtre il est né-
cessaire d'utiliser des algorithmes de programmation
non lindaire (P.N.L.) [3].

L'algorithme que nous utilisons ici est une mé-
thode de descente obtenue par extension de la méthode
de Gauss car parmi les méthodes de descente, celles
basées sur cette derniére méthode sont en général les
plus efficaces lorsqu'il s'agit de minimiser une fomc-

tion du type erreur quadratique [4][5].
Algorithme de linarisation

L'algorithme de linéarisation est une extension

de la méthode de Gauss 3 notre probléme particulier.

L'équation aux différences donnant la sortie du

filtre & R.I.I, & dénominateur séparable s'dcrit :

N Ny MM
v = 3 I ampnx . .- b,Zcy . . a7
m,n i=0 j=0 m-i,n-j .4 lj=0 J m=1i,n~]
i+40

oli {x(m,n)}est la sédquence i l'entrée du filtre et
{y(m,n)}la séquence de sortie correspondante, En
particulier, si x est la fonction de Dirac 2-D la

sortie y est la réponse impulsionmelle du filtre.

Les coefficients du filtre sont les coefficients
des vecteurs Z, b et et vont &tre calculés pour que
la réponse y i une entrée quelconque x approche le
mieux la réponse désirée d.

L'écart entre les deux réponses est :

T=3-1 . (18)
ol It [
¥ = 00%01 vt Yok, Y10 vt Yig, e Yxlxz]
T
a = [d ceed o d o e, ]
00 OK2 10 dKIKZ
ZT = [eOO veo eOK elO [P eK K ]
2 172
_ - . L3 Y -
et em)n = ym,n dm,n est 1'&cart entre les deux ré

ponses au point (m,n).

> > >

Prenons l'erreur quadratique €(a,b,c) comme me~

sure de l'erreur entre les deux réponses, les coeffi-
. =g > 'A - "

cients de a,b et c vont &tre calculés pour que € soit

minimale.Ainsi, € est définie par

S
eGBOH =31 1 (v -a =% (19)
m=0 n=0 BB m,n

Le gradient de € par rapport aux coefficients des

> - - -
vecteurs a, B et ¢ est donné par :
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2 p%e (20)
e e Je dc 3 9d¢ Je
ouV€=[—~—...———...————-...———-——](21)
3b ob ac dc. da )
1 M, 1 M, “%00 aN‘NZ
) 3y oy 3y 3y ay
D:[_l.__J_Z..__YJ_._._Y__](ZZ)
abl BbM] c1 3300 Bal ,0 BaNlNz
parfois la matrice D est appelé "Jacobien", et possé-

de [((K +1) (KZ+1)) (M A+ 1) (N +1))] coefficients:

c vont &tre

et P
c

Les coefficients des vecteurs a b
perturbés dans la direction descendante Pa’ ?b
respectivement, En développant en sé€rie de Taylor le

> - .
vecteur y et en se limitant au premier ordre, on ob-

tient -
Pb
V@B BB WPy =3B +0 | P (23)
a (o3 ﬁ_c
a
gquation que nous pouvons remplacer dans (3)
> > > -+ T > > > -r
e=(y(a,b,8)+Dp~d) "~ (y(a,b,c) + Dp-d) (24)

ol ;T = rﬁb ?C ia] est le vecteur de perturbation

La valeur de ; qui donne l'erreur quadratique €

minimum, est obtenue par la pseudo inverse :

T o=
[DD] —-[DD]I
La matrlce pID est toujours définie positive.
La nouvelle valeur des vecteurs contenant les .

(25)

coefficients du filtre (apr&s perturbation) aK#l’
>
bK+1’ cK+l sont obtenus & partir de son ancienne va-

leur par :

> >
Brar = By * o8y
S, =% +q¥
Ck+1 K % ¢ (26)
oli ¢ est un scalaire, choisi pour que
o
0<acx<l 27)

[e(a)] < e(a)

o= Q
[o]

Le choix de @ peut conduire & des méthodes de

minimalisation demandant davantage du temps de calcul,
Dans. la pratique nous choisissons a, = 1, %-, %3 e
tels qu'ils vérifient (27)
Une remarque importante peut &tre faite au sujet
de la matrice D qui est & premidre vue assez complexe.

Il est simple de démontrer les propriétés suivantes :

3y ?
+],0+1 Y,
%81, 141 g p

dy

m+1 ,n+1 :

K+l 9
aym,n+] = aymzn (30)
¢141 ac1

>
Alors il suffit de connaltre les dérivées de y

par rapport a a b, et ¢ les dérivées par rapport

00> "1 1?
aux autres coefficients sont obtenues par simple déca-

lage.

Des simplifications supplémentaires sont obtenues
lorsque la réponse désirée est la réponse impulsionnel-
le,

Pour assurer la stabilité du filtre obtenu nous
faisons un test sur les coefficients du dénominateur.
Si aprés optimalisation le filtre obtenu n'est pas
stable, nous incrementons le nombre de coefficients

K, et K,. Ceci revient 3 ajouter des z8ros addition-

nels 3 la réponse impulsiommelle donnée.
RESULTATS

Nous avons approché des filtres non causaux em-
ployés en traitement d'images dans le but de réduire
le temps de calcul. La figure 1 représente la réponse
impulsionnelle d'un filtre optimal dans le sens de
Wiener utilisée pour le traitement d'une image dégra-
dée par du flou et du bruit et possé&de (29x37) coeffi~-
cients, Dans la figure 2 est présentée la réponse im-
pulsionnelle du filtre approchée de degré 2 en Z, et
Z, au numérateur et au dénominateur. La figure 3 re-
présente la différence de deux réponses impulsiomnnelles.
Avec ces deux filtres nous avons traité l'image
dégradée (Port de Binic), La figure 4 représente une
ligne d'images oli sont superposées les lignes avant et
aprés dégradation. A la figure 5 nous avons la méme
ligne traitée par les deux filtres et la différence
des deux traitements. On peut remarquer les effets du
bord dus 2

Les images avec ces résultats seront présentées

1'initialisation des filtres.

au colloque.
CONCLUSION

Nous avons présenté une méthode de synthése de
filtres numériques, récursifs, bidimensionnels et
stables, destinés au traitement des images. Cette mé-
thode s'appuie sur une solution analytique approchée
suivie d'une optimalisation par programmation non li-
néaire, Ces travaux permettent notamment le passage
d'un filtre récursif équivalent et possédant un nom~
bre de coefficients réduit par rapport au filtre trans-

versal. Lors des opérations de filtrage le gain de
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temps en unité centrale est sensiblement proportionnel

au nombre de coefficients du filtre.

Nous avons testé@ la méthode sur des filtres de
restauration d'images présentant un défaut de flou ou
de bougé. La comparaison des répbnses impulsionnelles
témoigne de la bonne approximation que permet la mé-
thode. Les images restaurées par les deux types de
filtres sont de qualité semblable et le temps de fil-
trage est passé de 4h pour un filtre transversal 3

15 minutes pour un filtre récursif sur le méme mini-

calculateur HP 2! MXE, Enfin des structures spécifi- Yigurs 2 : Reponse impulsionnelle du filtre récursif obtems
ques & base de microprocesseurs en tranches devraient

encore abalsser le temps de filtrage [6].
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