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RESUME SUMMARY
Les algorithmes stochastiques ré&cursifs, tels que Recursive stochastic algorithms such as stochastic
les algorithmes d'approximation stochastique, ont approximation algorithms introduce problems of
introduit, par leur existence, les problémes de convergence in probability.

convergence en probabilité.
Until now, methods of convergence analysis were

Jusqu'a maintenant, ces techniques d'analyse de very peculiar and often specific.

convergence restaient peu nombreuses et relativement
Main results in this area are surely those due to

Robbins and Monro @ , Kiefer and Wolfowitz @ s

Les principaux résultats dans ce domaine sont cer-— Blum (:) and Dvoretzky QD .

spécifiques.

tainement ceux diis & Robbins et Monro (:) , Kiefer

ot Wolfowitz C) , Blum C) et Dvoretzky C) . Recently, L. Ljung C)propqsed a new and original
method. The basic ideas are :

Récemment, Ljung (:) a proposé une approche trés

générale du probléme qui semble prometteuse. La — associating with the stochastic scheme a deter-—

méthode consiste : ministic differential equation,

~ 3 associer & l'algorithme stochastique une &qua- - proving that convergence properties can be

tion différentielle déterministe, studied in terms of stability of this ordinary

differential equation.
- 3 montrer que les propriétés de convergence peu-

vent s'étudier en terme de stabilité de 1'équation Fundamental ideas about stochastic approximation
différentielle associée. algorithms are first briefly reviewed. Then, the

main results of Ljung's works are introduced.
Dans une premidre partie, on rappelle brigvement

les bases des algorithmes d'approximation stochas- These results are used to study convergence pro-—
tique et 1'on introduit les résultats primcipaux perties of an adaptive filtering scheme due to
établis par Ljung. Hamp ton (:) . Finaly, we compare results obtained

by the Ljung approach with the Hampton ones.
La seconde partie est consacrée 3 1'application de

la méthode de Ljung & l'algorithme de filtrage
adaptatif de Hampton (:) .

Enfin, on discute les conditions de convergence
trouvées par cette approche et on compare ces

résultats avec ceux de Hampton.
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I — INTRODUCTION
Les algorithmes d'approximation stochaétique cons~—
tituent & la fois une technique d'optimisation de
critéres stochastiques et une méthode d'estimation
récursive dpartir d'un terme correctif quelconque :la
seule exigence est que 1"algorithme génére une suite
d'estimés qui converge vers le paramétre cherchs,
Ces algorithmes peuvent se mettre sous la forme

générale suivante :
FUE = 39 ¢ BR) Qg (-0),0W) (1)
QK - F\%Lt-ﬂ)(gt’c-ﬁ*: Bbott-ﬁ) et)  (2)

avec
{1K.)l : suite de vecteurs colonne de dimension n ;
ce sont les estimés du vecteur paramétre
inconnu
{‘(.)} suite infinie de scalaires positifs
Q(.) vecteur d'observation au temps t de dimen-
sion m : c'est une variable al&atoire dé-
pendant généralement des estimés précéddents
et d'une suite de vecteurs al8atoires
de dimension r
n_m f
Q(.)') fonction déterministe de RyRy«W dans ®
A(Y,B(.) fonctions matricielles de dimensions res—
pectives MYM et Mmxr
La fonction @ et la suite {%& décrivent compléte-
ment un algorithme.
On s'intéresse donc aux conditions sous lesquelles
{%(ﬁ)} converge vers la valeur vraie cherchée %

Robbins et Monro C) sont certainement les premiers

a8 avoir introduit la notion d'algorithme d'approxi-
mation stochastique en cherchant la racine d'une

fonction de régression. Kiefer et Wolfowitz (:)

proposent un algorithme stochastique itératif pour dé-
terminer 1'extrémum d'une m8me fonction et démontrent
que leur algorithme converge en probabilité,

Blum @ reprenant les algorithmes exposés en @ et
() démontre, sous des hypoth&ses moins strictes,
que ces algorithmes convergent avec la probabilité 1 .
Une forme générale d'algorithme a &t& &rudide par
Dvoretzky @

des moindres carrés et avec la probabilité |

le schéma proposé converge au sens

En particulier, ses travaux généralisent les algo-
rithmes définis en (:) et (:)

Ces résultats, méme ceux de Dvoretzky, ne permettert
pas cependant de recouvrir 1'ensemble des schémas
récursifs stochastiques et, en particulier, les

schémas multi-dimensionnels.

Les récents travaux de Ljung () ont apporté une
solution 3 1'ensemble de ces problémes détermi-
nation des points possibles de convergence, compor-—
tement asymptotique des algorithmes, preuve de

convergence avec probabilité |

L'idée fondamentale de cette méthode présentée
dans (5) et C) est de transposer 1'Etude de la
convergence de schémas stochastiques récursifs
généralement non-linéaires en une &tude de stabi-
1ité d'une équation différentielle déterministe
ordinaire.

Au schéma récursif (1) et (2) , Ljung associe

1'équation différentielle

%{ ) = 4 (300) (3)

avec :
iy - E{a (3,0}

¢ &tant une variable aléatoire, approximation de

?Hﬁ en supposant les estimés.successifs b() loca-
lement constants

-L paramétrant les estimés avec la relation :
t
¥R
k-1

Sous un certain nombre de conditions

- caractérisant la nature stochastique du bruit e(.)

- précisant les propriétés de régularité de A(.)
B(.) et surtout de Q (.;.,.)

- décrivant les caractéristiques de la suite {K(J}

Ljung démontre quatre théordmes qui peuvent se

résumer par les propriétés suivantes

{%(&)} ne peut converger que vers des points

stationnaires stables de (3) ce résultat permet

essentiellement de constater qu'il ¥y a ou non pos-
sibilité de conmvergence.

ii) si %[t) appartient infiniment souvent avec la
probabilité 1 au domaine d'attraction d'un point

stationnaire stable % de (3), alors %Uﬂ& converge

vers % avec la probabilité 1| quand t-oe . Ce ré-
sultat et son corollaire permettent de démontrer
la convergence avec la probabilité 1

iii) les trajectoires de (3) sont les chemins

asymptotiques des estimds %Q) générés par 1'algo-
rithme (1) et (2)

~ APPLICATION DE LA METHODE DE LJUNG A L'ALCORITHME

~ DE HAMPTON
2.1 - L'algorithme de filtrage adaptatif de Hampton

Hampton dans (:) présente un algorithme de filtrage
de Kalman adaptatif utilisant une méthode d'appro-
ximation stochastique,

Ce schéma permet d'estimer récursivement la matrice

de gain d'un filtre de Kalman en présence de sta-
tistiques de bruits inconnues 3 priori.

Considérons le syst&me lindaire discret supposé
complétement gouvernable et observable décrit par

1'8quation d'état et 1'Gquation de mesure :



76/3{;/

SUR L'APPLICATION DE LA METHODE DE LJUNG A L'ETUDE
DE LA CONVERGENCE D'UN ALGORITHME DE FILTRAGE ADAPTATIF

[T R

whet = Gk + Buk + wk
LI Hik + vk } “

Les bruits sont supposés blancs, décorrélés, a
moyennes nulles.,
L'algorithme de filtrage adaptatif de Hampton

peut &tre décrit par : A
Lhik = Lhlk1 + Kk (Yhr Hklees) } (5)
Lhulk = PRk + Bup

avec @

Rkan « Kk + Yhes [Bkom - KRTR] VR Do (6)

ket = B2 [ - ik (ReRRIE VIR WR ] (7)

ol, a l'iktération R+4 :

ﬁhﬂ est l'estimé courant de la matrice de gain
du filtre

ﬂu1 est le terme de rang R#1 de la suite har-
monique {‘k- ':.l}

Qhﬁ est le vecteur d'inmovation généré par
le filtre Yheq 2 Yhet - Atk |k

Wht4 est le terme de rang R¥1 d'une suite ma-
tricielle de pondération

Bh*m est un vecteur de dimension n (n = dimen-

sion du vecteur d'état) défini par :

(MDY Yhe

HO™ T [ dpem

Ah«\-m z 5 2 E
He dRe2
H dks 1.

si W est inversable

si nd n'est pas

inversable

avec :
m : indice d'observabilité& du systéme
d.h“, : résidu prédit défini par
dbai 2 Ykei -~ HRReilkes
Cet algorithme et ses propriétés caractéristiques
sont étudiés en détail dans .

2.2 - Analyse de la convergence de 1'algorithme

par la méthode de Ljung

Elle nécessite, en premier lieu, la vérification
des conditions &voquées au paragraphe 1 : cet
aspect traité dans ne sera pas rappelé ici.
On montre que 1'on peut associer & (1) , (2) les

équations diffé8rentielles déterministes :

:_ Ky = @ h (km) ®)
T

4 5') = GKM) - 5 () (9)
avec dt

hxy
G (K

o

bm & {45095 00 (K- 6D T} t0)
‘m E 13,0037 ()}

[

c:l

‘ (.K) est 1'innovation générée par le filtre au
nidme pas d'itération quand celui-ci est

mis en oeuvre avec une matrice de gain K

Ko est la matrice de gain de Kalman optimale
'D( ) estune fonction de transfert dépendant
seulement du systéme réel et du gain

optimal

-1
D) Ky U1 (k) Td5'+ T (0
On notera que la paramétrisation en T est &quiva-

lente & une indexation par k avec :

T T by

n=1

2.2.1 - Etude de la stabilité

Cette &tude peut 8tre effectude en utilisant la

fonction de Lyapunov :
VKW't (k- K‘,\‘ﬂw (k- K#) (1)

oli "¥r" désigne 1'opérateur "trace".
Comme D(‘.g‘) est un opérateur déterministe, (10)
peut encore s'écrire :

RK): G LK) (Kot - K Dbg‘) (13)

Enutilisant (8), (9) et (13), on démontre que :

") b (kDU o Y [P0V 3]

- br (K- th) w (& Ko‘\:)‘ (%)

Comme uf‘est toujours définie positive (matrice de
covariance), (14) sera strictement négative a con-
dition que
% }*D[ ) soit strictement positive
réelle
ce qui entraine :

'Jb ) 1 strictement positif réel (,15}

2.2.2 - Application du corollaire de Ljung

L'existence de la fonction de Lyapunov (12) pour
les 8quations différentielles (8 et (9) telle que:

-1
d'[.V(K w5*) s j\t(w . d_% v, S )46 <o

assure la seconde condltlon du corollaire.
La premiére condition relative au fait que (P(t)

soit borné est vérifiée avec :
T T T T
Pr = (Lhuik , %k 1 Yk )

Le corollaire assure soit convergence avec probabi-
1ité 1 dans unensemble P, soit existence d'un point
d'accumulation sur la frontidre d'un ensemble de
définition Dg .

- Convergence dans D¢ :

L'ensemble D¢ est défini par :

Aky-0

V%}{'U")zo © QK =W

P KK zo
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donc il y a convergence avec probabilité 1 vers
’ A

les points stationnaires de (8) et (9) et {|<n}

converge avec la probabilité 1| quand n tend vers

1'infini dans
D= {K/ (K-Ko) I (K) 20 §
On peut alors démontrer (Cf. réf. ) que :

KeDe = Knlk) z Kgey (Kgk) (6)

La relation (16) signifie que 1'algorithme récur-
sif (6) , (7) génére une suite d'estimés {&n} qui
converge avec la probabilité& 1 vers une valeur
permettant d'obtenir la représentation entrée-
sortie optimale du filtre de Kalman :les termes
d'estimation Rhﬂn(ﬁn)convergeront vers 1'optimum
thﬂn(KOW) quand n tend vers 1'infini.

2.2.3 - Comportement de 1'algorithme quand K est

3 1'extérieur de Ds ou proche de la

frontiére

Rappelons que Dg est défini par :
D, {K[(b(l- KHY ait toutes ses valeurs propres
3 1'intérieur du cercle unité }
Cet ensemble est donc connu de l'utilisateur et
1'on peut toujours imaginer une modification de
1'algorithme pour que K & Dg
Cependant, si ﬁk est proche d'une zone d'insta-—
bilité : A

KRR > Akym

et (6) peut &tre approché par :

AT T T T

Kia 2 Ki + 0881 Y30 Ky = [T- koo 1pop | Kk
ke 1 R4

On démontre facilement que cette application est
contractante ; Rh+4 ne sera pas infiniment pro-
che de ﬁh et 1'algorithme ne pourra converger
dans cette région.

2.2.4 ~ Non existence d'un point d'accumulation

en-dehors ou sur la frontigre de Ds

La démonstration de cette proposition s'effectue
d'une manidre analogue 3 celle du théoréme I

de Ljung (Cf. réf. (3 ).

i) On démontre que la fonction de Lyapunov (12)
est décroissante en~dehors ou sur la frontidre
de Dg .

En utilisant la condition de positivité trouvée

(15) , on peut en effet prouver que
A A 3 T A T
tr (Kpyy- Koo ) S e (K~ qu) < V(Kh'Koyt)mk(KtrW)

ii) Ljung établit dans C) qu'une telle fonction
de Lyapunov est partout décroissante sauf aux

points d'accumulation.

Donc, s'il existait un point d'accumulation &
1'extérieur ou sur la frontiére de Dg , ii) serait
vérifige, ce qui serait contradictoire avec 1).

2.3 -~ Résultats obtenus

L'étude menée permet de démontrer, dans le cas
général, les résultats suivants

1) sid) est stable, les estimés Ky appartiendront
i Dg infiniment souvent

ii) sous la condition

4
D(% ) -1 strictement réelle positive
1
avec D(gﬁ défini par (11!) , 1'algorithme (6) et(7)
"
génére une suite d'estimés{th qui comverge, avec
la probabilité 1, quand n tend vers l'infini dans

un ensemble D¢ tel que
De- || (k- Ko ) dn () =0 §

Comme les innovations ne sont jamais identiquement
A

nulles, {Knk converge vers qu avec la

probabilité 1.

2.4 ~ Cas des processus 8 sortie scalaire

L'étude qui précéde a Eté effectuée dans un cas
général. Dans le cas de l'utilisation de 1'algo-—
rithme de Hampton face 3 un processus multi-

dimensionnel ou non, mais & sortie scalaire, 1'al-
gorithme est du type gradient.
L'analyse de stabilité peut &8tre alors menée avec

la fonction de Luapunov
V{Kw') s b (K-Kop) (K- Koycf

et, on aboutit & une condition de positivité
moins stricte

_Sl__V(K.ln”) <0 si ‘DU{;) est strictement

at réel positif
L'application du corollaire et 1'étude 2.2.3 sont
identiques ; la non-existence d'un point d'accumu-—
lation & 1'extérieur ou & la frontiére de Dg
peut €tre démontrée sous la seule condition

Dub")

strictement positif réel

DISCUSSION ET CONCLUSIONS

3.1 - Sur la nature de la condition de positivité

- D(%J)strictement positif réel est une condition
implicite

On peut, en effet, démontrer que la condition

D(%A) strictement positif réel est implicite

et qu'elle n'entralne aucune restriction parti-

culiére tant sur l'algorithme que sur le processus.
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En effet,
(ke ) )= - (K- K ) 600 (k- Kef) D"’

(K- Kok )BLK) = (k- ko) Q,flo E mw-Kﬂn\T}
=l 40K [ Kyt~ o] |

N
En utilisant la condition nécessaire et suffisante

d'optimalité du filtre

E{¥n [Bom- Ko}”nr& =0 4 K=Kyl

on déduit directement que :

(K- Ko ) ALK = - (K- Koe) GLKY K- Ko}t\T DU&‘\T

est définie négative sauf aux points de conver-

gence ol :
&(K\=0 4D (K" Ko}l’,)qn £ 0

ce qui prouve le caractére réel positif de D(")

— Caractd@re nécessaire et suffisant de la condition

f

e positivité

On peut remarquer que D(ﬁ;)strictement positif réel
est, dans le cas d'un systéme 3 sortie scalaire,
une condition ndcessaire et suffisante de stabi-
lité des équations différentielles (8) et (9)

Par contre, on note que 1'&tude de stabilité dans
le cas général ol nous 1'avons présent&, ne néces—
site pas forcément la condition D[S‘]- 1

strictement réel positif.

3.2 - Comparaisons des résultats obtenus par la

méthode de Ljung avec ceux de Hampton

Dans C) , Hampton démontre, dans le seul cas de
systémes mono—dimensionnels, que 1'algorithme con-
verge avec la probabilité 1 ; pour cela, il uti-
lise un théoréme di & Gladyshev C) qui, appliqué

dans ce cas, impose les quatre conditions
00
i)y L YnlWn - o
n=4
2 %
i) o (pwa) ¢ w0
nr4
A A
115) (kn-Kop Y E | Vi (Am-Knih\} »0
L

pour \f(h-K° 1¢€ et VE
iv) dv>0 : E [VKR (Dnws - an?“}j}é r (MKn)z

A I A
8 (A - Knly)= %.(l\mrﬁnqn)(.ﬁmr Knin)

V;E = gradient de £ par rapport a K
Ces conditions sont vérifiées sans introduire de

restriction.

On peut les comparer aux conditions de Ljung.

~ Conditions (i) et (ii)

Elles sont analogues aux conditions de Ljung sur
la suite {Xh }

tive puisqu'il suffit  que

celle de Ljung est moins restric-

3P>1 : E'a%: < 00

- Condition (iii) :
On peut 1'interpréter comme une condition de

stabilité pour 1'équation différentielle :

d -
atd - )

avec la fonction de Lyapunov :
Vo = by o)
ce qui conduit 3 :
\%—awﬁ('xo)manamgue 2 Kkh-th)E{Yan- Kelp 2o

- Condition (iv) :

112 o Sea aue e crrma
lle exprime gue le terme d

o]

estimés ne croit pas plus vite qu'une fonction
quadratique en K .

On peut rapprocher cette condition de la premiére
condition "(Pbornée" du corollaire de Ljung. Si
Q“’ﬂb"e) croit trop rapidement avec 2 " 1l peut ar-
b“\é DS ou

C'est pourquoi nous avons démontré

river qu'au cours des itérations,
méme Rn-’ 00
que si Rn¢Ds ou est 3 la frontidre de Dg, 1'algo-
rithme permet 1'&volution des estimés pour retour-
ner dans Ds .

Cette comparaison met en lumiére les traits com=-
muns des méthodes d'analyse ainsi que les résultats
qu'elles fournissent :

~ dans le cas de processus mono—dimensionnels, les
deux méthodes permettent de montrer, sans aucune
condition, qu'il y a convergence avec la probabi-
1ité 1, ‘

- dans le cas général, Hampton ne démontre pas la
convergence de son algorithme. Par contre, la

méthode de Ljung permet d'&tablir la convergence

avec probabilité 1 sous une condition :

‘.D('s‘)ff.
2

strictement positif réel

Cette condition semble impossible 3 vérifier
puisqu'elle nécessite la connaissance de la ma-
trice de gain optimale Kow que 1'on cherche &
estimer.

Des études sont actuellement en cours pour essayer
de démontrer cette condition directement en uti-

lisant la notion de positivité.
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La méthode de Ljung que nous avons appliquée ici
est certainement la premigre méthode générale d'a-
nalyse de convergence des algorithmes stochastiques
récursifs . Cependant, cette 8tude et certains
résultats de simulation semblent montrer que le
probléme consistant 3 trouver des conditions néces-—
saires et suffisantes de convergence reste encore

trés ouvert.
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