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RESUME

Les algorithmes d'identification et de
filtrage par la méthode de KAIMAN imposent de ré&sou-
dre des équations récurrentes de type RICCATI. Cet
article compare différentes méthodes de résolution de
cette &quation. Dans le cadre d'une implémentation
future sur processeur rapide et de la recherche d'un
Opérateur de RICCATI Rapide {ORR),les critdres de com-—
paraison seront essentiellement le volume d'occupa-
tions mémoire, le nombre d'opérations nécessaire et

la vitesse de convergence.

De plus nous proposons une méthode permet—
tant de transformer des &quations de type RICCATI
propres 3 certains algorithmes d'identification (algo-
rithme de réalisation de FAURE et BELANGER), en
équations de RICCATI rencontrées dans le filtrage de

KALMAN.

SUMMARY

Identification and KALMAN filtering algo-
rithms suppose the resolution of RICCATI recursive
equation. This paper compares the performance of se-
veral methods concerning the resolution of these equa-
tions. With the object of implementing an algorithm
in a microprogramed processor and for realizing a Fast
RICCATI Operator (FRO), the comparison criterias are
the memory occupation, the number of operations and

the convergence rate.

Vle also propose a method to transform in
classical RICCGATI equations of KALMAN fictering a
class of RICCATI equations that are associated to the

identification problem (by realisation methods).
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1. - INTRODUCTION ['1 3 14 ]

De nombreux systémes physiques continus
sont représent&s par une &quation d'état lindaire qui,

discrétisée, est de la forme (1)

x(k+1) = F(k) x(k) +& (k) avec dimF ()= [ nx n]
dimx (k)= [ nx 1]

ol x(k) est le vecteur d'état, F(k) la matrice de
transition d'état et w(k) un bruit supposé blanc

gaussien de moyenne nulle et de covariance Q(k).

L'observation z(k) est donmée par la rela-

tion (2)

z(k) = H(k) x(k) + v(k) avec dimz (k)=[m, 1 ]

H(k) Btant la matrice d'observation et
v(k) un bruit de mesure blanc gaussien de moyenne nul-

le et de covariance R(k)
wi{k) Q S

E () viT b=
v (i) sT R

[=2)

ij

T . . <
ou S° représente la matrice transposée de S.

L'algorithme de filtrage optimal (filtre de
KAIMAN) demande de ré&soudre 1'dquation de RICCATI.

T -1

P=FPF - (FPH +8) (HPH +R)" (&P F457)+Q

dans laquelle P est la matrice de covariance d'erreur
entre le vecteur d'état x(k) et le vecteur d'état pré-

dit x (k).

X

]

E{x(k) | 2(1), .... z(k=D)}

P

E { (x-%) (x-2) " }

Lorsque les bruits de commande et de mesu—
re ne sont pas corrélés (S = 0), 1l'8quation de RICCATI
devient :

T

P=FPF T

1 T

-FPH (HPH +RY HPF +Q

Si le systéme est observable et commandable,
une matrice P symétrique et définie positive est solu-

tion de 1'équation préc&dente [5 3 14]
Le gain de KALMAN optimal est alors
K=po [HPH +Rr ]

Le calcul du gain peut se faire soit de

fagon asymptotique soit par des méthodes itératives.

2., - DETERMINATION ASYMPTOTIQUE [14, 29 & 34]

2.1 - Méthode de VAUGHAN

Cette méthode consiste & déterminer les

valeurs propres de la matrice :

. 1 .T -1
%F_

'F OB R H
- — 2
_QFI,F+QF H R H

1T -1

Si % est valeur propre, 1/% l'est aussi.
I1 existe une matrice de vecteurs propres
FW W
11 12 .
W= dont les n premiers vecteurs sont
W W
21 22

ceux correspondant aux n valeurs propres extérieures

au cercle unité. La solution asymptotique est :

P = W21 wll

Cependant la dimension de ¥ étant n x n,
celle de EEF

leurs propres se fait par la résolution d'une &quation

est 2n X 2n et la détermination des va-

polynomiale d'ordre 2n qui peut se ramener 3 une équa-
tion d'ordre n et m équations d'ordre 2, ce qui est
préférable dans la mesure ol les méthodes de résolu—
tions numériques ne sont valables que pour des ordres

n inférieurs 3 10 (ex : subroutine POLRT d'IBM).

Si 1'on met la matrice F sous forme compagne
par rapport & la derniére colonne, et si H = (0,0,..;1)
(cas ol m = 1) on démontre que le gain K s'exprime en
fonction de la somme et du produit des valeurs propres
extérieures au cercle unité, cependant il faut déter-
miner la transformation o5 donnant la matrice F sous
forme compagne et la matriceezf“1 permettant de donner

le gain dans l'ancienne base.

2,2 - Méthode d'équivalence continu-discret [33-34]

Lorsque la matrice F est diagonale et s'écrit

de la forme :

f] 0
F = " avec H= (1, 0, 0 ... 0)
0 3
- n
91 U1n
et Q =
_qln qnn
Le gain de KAIMAN est donné par les formules:
_ /2
2 q
1 2 11 913 2 2 4
57 ;fl P v O = ) e+
2f _
K = qun

2,2 2

2 1:/2
(q11+Rf1+R) + g(R+q1] Rf]) + AflqllRf 2Rf]fn

Si la matrice F n'est pas diagonale, les

expressions du gain ne sont pas faciles 3 expliciter
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et il faut résoudre des polyndmes de degré n, i n

inconnues.

3. - METHODES ITERATIVES

3.1 - Equations de KAIMAN [, 2, 14 3 22]

L'8quation de RICCATI est décomposée en

trois équations récursives :

T
Pee-1 = F Poqper BFQ

Pk ™ Bt B B Pi/ien
~ T T -1
K = Pej-1 BB Py B+ R]

La solution asymptotique vérifie les rela-

tions P et P =P

W /K T Fr/e k+1/k+1 k/k*

L'inconvénient de cette méthode provient

d'une part de l'inversion de la matrice :

[ KB HT + R ] lorsque m > 1 d'autre part du fait

P
k/k-1
que les erreurs d'arrondi dans les calculateurs peu-
vent faire perdre le caractdre symétrique défini posi~-

tif de la matrice P.

Afin de garder la symétrie on utilise par-
fois & chaque pas de calcul une méthode qui consiste

3 faire la moyenne de termes :

P =%+ 2

Cette solution qui améliore la précision sur

P augmente les calculs de Eig:ll additions et autant de

divisions par le chiffre deux.

La propriété de la matrice P est comservée
par la formulation de mise 3 jour de la variance de
JOSEPH [ 18, 19 ]

- T T
Pret/irr = T8y B Py K B+ K R K

Cette formule donne la valeur de la cova-
riance en &étant peu sensible & une erreur de gain mais
augmente &normément la taille des calculs (ef. tableau
de comparaison du nombre de calculs pour chaque type

d'algorithme).

Notons que dans les calculs en temps réel,
1'&quation de RICCATI &tant trop longue, entre chaque
mesure les différents algorithmes existant ne pré-
voient qu'un nombre d'it8rations limit&. Dans ce cas
si le syst@me n'est pas stationnaire, le gain de

KAIMAN n'est pas optimal.

3.2 - Algorithmes "Racine Carrée" [14, 15, 22 3
28]

Le fait que la longueur des mots dans les
calculateurs ne soit pas infinie entralne la perte de
la symétrie et de la défini positivité de la matrice
P. La factorisation de la matrice de covariance P sous
la forme :

P =G GT

Oli G est une matrice triangulaire supérieure
ou inférieure suivant les algorithmes, permet non seu-
lement de garder la propriété de P mais aussi d'aug-

menter la précision des calculs.

La matrice G est déterminée par une décom—
position de CHOLESKY ou l'algorithme de HOUSEHOLDER
ou encore de GRAM-~SCHMIDT modifié.

Le principe des algorithmes "Racines Carrée'
est le suivant (POTTER) en é&crivant dans 1l'équation

de RICCATI la relation P = G GT.

On obtient : G, G. =G [T - £ £ /a] G

o £ =GTH

et a=R+ fT f=R+HP HT

/2

"

la relation [T - ££7/a1'/% = [1 - c££7]

domne ¢ = 1/[a+(a-R)l/2]

tel que G+ =G-c¢b fT

oi b=Gf =Ka, Kétant le gain
de KALMAN.

Dans la méthode de POTTER on peut choisir
indifféremment G matrice triangulaire supérieure ou
inférieure. Dans celle de CARLSON,G est nécessairement

triangulaire supérieure et 1'algorithme est le suivant:

W(k+l) = F.G+(k)
G(k+l) = [w(k+1)W'T(k+l) + Q]l/z
£(k+1) = GL(k#1) H?(k+1) l<j<m
a = Rjj lgj<sm
b0 (k+1) = o
a; =a, + fi (k+1) 1 <1< mnet
1/2 I €£j<m
a._]
a, ==
1 a.
1
fi(k+l)

P
i 1/2
(a;_y-3;)

b (k+1) = bi_](k+1) + Gi(k+1) fi(k+1)

G, (k¥1) = G, (k¥1) d; = b, _ (k+1) ¢
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Dans ces &quations a et a, di

sont des scalaires, bo(k+]) et bi(k+1> sont des vec—

s Ci (1<i<n)

teurs de dimension n, fi(k+l) est la iléme composante
de f(k+1), H?(k+l) est la jéme colonne de HT(k+l),
Rjj est le jéme €lément diagonal de R et Gi(k+1) est
la iéme colonne de G(k+!). Bien que 1'algorithlme de
CARLSON semble plus complexe que les autres de la
méme famille, il demande moins d'équations puisque

G(k+1) est toujours supérieure.

3.3 - Technique U. D. [15,27]

Au lieu de factoriser la matrice de cova-
raince P = G GT, on le décompose sous la forme P=UDU’
ou D est une matrice diagonale et U une matrice trian-
gulaire supérieure dont les &léments diagonaux sont

égaux a 1.

- n

BIERMAN propose un algorithme selon ce prin-
cipe mais le probléme est de déterminer les matrices U
et D nécessaires 3 cet algorithme.

3.4 - Détermination du gain sans résolution

d'équation récurrente de RICCATI [35 a 37]

LINDQUIST et KAILATH proposent un algorithme basé sur le
fait que le gain de KAIMAN est fonction du produit
L="P HT et qui transforme 1'équation de RICCATI en

€quation de CHANDRASHECKAR de type suivant :
1

K=1 [HL + R]™

avec Loy =L - LF (M:)—l LiT gL
L¥,, = F.L; -FL [HI + R m Lt
ME = M- LtT a [H L+ r17! ® iy
Les matrices Lk et Lt sont des matrices

n X met M: est une matrice m x m symétrique. Il y a

mais

donc 2 nm + m(m+1)/2 équations pour déterminer Ly

il y a encore des inversions de matrices.

3.5 - Méthode de quasi lin&arisation [33,34,44]

En appliquant la tramsformation %—E—E s

1'équation de RICCATI se transforme en &quation de
LJAPUNOV

T T =
P, — (F-BH) P, (F-B,_H) BLR B +Q=C

T T -1
=F Pk H [H Pk H + R]

Cette &quation peut se résoudre solt par

avec : Bk+1

itération, soit par calcul matriciel

La matrices P et C &tant symétriques, on
crée deux vecteurs constitués des éléments de ces ma-

trices est vérifiant

oz Mgt fis fie) 7] P €1y
1
1 t
3 : : Piy iy
I
| |
431 %33 ! Pyo Cy9
____________ | = e
i -
#41 i i3 s
|
51 | Pa3 €23
1
261 age | P33 €33
1
a1 voayy T -
1 t 1
c
. , , Pig4 14
1 i
1 1 1 I
' 1 1 1 1

avec la relation matricielle C = B, R BkT +Q

k
L'algorithme permettant de calculer les aij

est donné en annexe.

La détermination de la matrice P nécessite
alors 1'inversion de 1la matrice {aij} de dimension
n(n+1)/2 x n(n+1)/2, ce qui n'est possible que lorsque

n est faible.

3.6 - Comparaison des algorithmes

La comparaison des différents algorithmes est
effectuée dans les tableaux suivants :

TABLEAU N° 1
TEMPS DE CALCUL POUR 100 ITERATIONS

n m Quasi KALMAN CARLSON KAILATH
linéalisation
10 10 L0382 0377 0532 ,0392
8 8 0254 0200 0283 0298
6 6 L0115 .0091 .0125 L0131
5 s L0071 .0057 .0087 .0083
3 3 .0023 0019 .0064 .0026
10 2 L0151 .0142 .0335 .0059
10 ) L0132 0125 .0298 .0034
8 2 .0091 .0083 .0185 L0044
8 ] L0072 L0071 L0161 .0026
5 2 .0051 .0052 . 0058 0026
s 1 .0025 L0026 .0050 0025
3 2 L0016 L0016 L0024 L0019
3 1 0012 0013 0021 .0012

Les temps de calcul mesurés sont des heures d'unité
centrale HB 66/10.




ANALYSE DES METHODES DE RESOLUTION NUMERIQUE DE L'EQUATION
DISCRETE DE RICCATI - APPLICATION A L'OPERATEUR DE RICCATI RAPIDE

TABLEAU N° 2

VITESSE DE CONVERGENCE

Nombre _Quasi- KALMAN CARLSON KAILATH
linéalisation
d'itérations
moyen 30 100 35 50

Ces mesures ont &té faites pour différentes valeurs de n et m, et différentes matrices F, Q et R.

TABLEAU N

VOLUME D'OCCUPATION MEMOIRE ET NCMBRE D'OPERATIONS PAR ITERATIONS

Nature de Nombre d'opérations ' Vﬁlume.
: d'occupation
1'algorithme . Inversion Ve mémoire
lde matric
3 3.3 2 153 3 o [pbredim 2
Zn +%m Zn +sm+ 1) n 1) mxm 0 2a°+ 2 4+ 2m
2 2 2 2 2 Zz
KALMAN __ 7 : U m? +
+2 30 I)n + = mn | + - m)
3 2 |
t
9
3 n3 + é-mnz + g~m2n 3 n3 + 2 (m+ 1) n2 1 |mxm 0 “'nz + > + 2 mn
2 2 7 ! 2 2
JOSEPH L s 3o 3 9 32 ; L1 2
+mn+gmn-5m +ml+sm +4dm St ! 7 (@ +m
3 2 2 2 :
2 n3 + 3 mnz -2 a4 E-MB + 3m+ 2) nzl divisions n +m g'nz + 2 4+ 2m
POTTER 3 3 3 2 ' 1, 22
+(3m_§)m n+2mn + 5 (@ + m)
divisions 7 2 5n
7 1 /i 2n 2
z n3 + = (3m+ 1) n2 % n3 + (2 m+ ) nz n(@m+1)n (1 +m)| 2 M 2 tmn+2m
CARLSON m_2 2
+(?—-3—)n +(4m—§)n
[
foqe s s . 3 3 3 2 3 3 | 9 9 n
Quasi lin@arisation F oo+ GE m+ 1) r; T n Um0l o+ 2n I mxm 0 o n + 2 + 2 m
. . |
avec itération + %»(3m+1) n+r . (2n —nz) I %.(m + m)
|
f
KAILATH 3 nzm + 8 mzn + m2 3 mn2 + 6 mzn 2 :mxm 0 2"n2 +5m+2m
1
L

Dans 1'algorithme de quasi lin&arisatiom,
r représente le nombre d'itérations nécessaire pour

résoudre 1'&quation de LJAPUNOV.

Compte tenu de sa vitesse de convergence
et de sa souplesse d'emploi cet algorithme parait le
mieux adapt& pour la réalisation de 1'opérateur de

RICCATI Rapide.

4, - TRANSFORMATION DE CERTAINES CLASSES D'EQUATION
DE RICCATI

Dans certains algorithmes d'identification
[3,4,33,45,46] 1'8quation de RICCATI s'Bcrit sous la

forme :

X =FXF + F(T-X HT)(Z—HXHT)_I(T—XHT)T Fr

Le probléme est de déterminer une matrice
Y symétrique telle que :

T

T=YH

Dans ce cas, en écrivant P =X - Y

P=FPF -FPH (HPH+R)  HPF +Q
T
avec R=HYH -2
et Q=FYF -Y

Les matrices Q et R gardent, dans les algo-

rithmes considérés, leur propriété de défini-positivi-

té.

Pour calculer la matrice Y, considérons la

matrice H de dimension m x n avec m < n.
Sim=n le systdme devant &tre observable

la matrice H est inversible et Y =T [ H' 17| =T 5%

Sim < n il n'existe pas de pseudo inverse

3 gauche de HT.
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Comme dans la méthode de résolution de

l'équation de LJAPUNOV on constitue :

+1 g
- le vecteur y de n. E§~ composantes déduit de Y
symétrique.
- le vecteur t de n.m composantes déduit de T.

. + U .
~ une matrice A de[n mxn EﬁﬂiLl ] éléments véri-
fiant la relation t = A.Y.

La matrice A doit &tre rectangulaire

n+1 . . -
(m< —E—-). Pour la rendre inversible, on la raméne

34 une matrice carrde nm X nm. A cette fin en testant
successivement les différentes cclonnes, chagque fois
que 1l'une d'elles n'est composée que d'éléments nuls,
on la supprime ainsi que la composante de y correspon—

dante en lui domnant la valeur zéro.

Aprés cette opération, si la matrice n'est
pas carrée, on supprime, en annulant, autant de compo-
santes de y que nécessaire en supprimant en méme temps
la colonne correspondante. Il ne reste plus qu'a in~
verser la matrice réduite A afin de calculer :

y=4¢t

Aprés reconstitution de la matrice Y sy-
métrique, 1'équation de RICCATI se résoud selon une
des méthodes décrites précédemment. Le résultat est

alors une matrice P et 1'on déduit X = P + Y.

Tl
Exemple : T = H = [hl’ hZ] m=1, n= 2 donc
o < n;l
I1 faut trouver la matrice Y qui vérifie :
- - -
i Y bl Ao P20
T2 Y2 | | Ty |0 b by
FIH h, 0 Y T,
T2 =
_0 hy hZ_J YZZJ _T2
Si h1 =0 > Yll =0
Y h, o0 7 T
12 _ | "2 1
Y22 0 h2 _T2
) T
v = l/h2
T T
1/h, “2/h,

Si h] et h, # 0 on pose par exemple le =0
Y B R
11 - 1 1
Y22 0 b T
T
1
— 0
hl
Y =
T
o 5
2

Cette méthode est valable aussi pour trans-—
former 1'équation de RICCATI avec les bruits de comman-—
de et de mesure corrélés (S8 # 0) en équation de RICCATI

classique.

5. — CONCLUSION

Dans la mesure ol 1'opérateur de RICCATI
Rapide doit 8tre souple d'emploi, c'est-i-dire pouvoir
résoudre différents types d'équation de RICCATI, 1'al-
gorithme de quasilinéarisation est le plus adapté
compte tenu de sa rapidité de convergence pour un temps
de calcul par itération et un volume d'occupation mé-
moire qui sont du méme ordre de grandeur que les autres

algorithmes de résolution.

ANNERXE[18, 40 & 44]

La résolution de 1'équation de LJAPUNOV

P-XPX =Q

par calcul matriciel se fait en composant une matrice

A et deux vecteursPV et QV. tels que :

APV =QV

=1

qui permet de déduire : PV = A . Qv

La constitution de la matrice A est donnée

par l'algorithme suivant (ordre N)
I=o0; NN =NN+)/2

DG 1 TA=1,N ; DPI1IC=1, IA

DF 1 IB=1,8 ; D1, ID = |, IB
J=J+1
A(T,I) = - X(IA,IB) * X(IC,ID) - X (IA,ID) % X(IC,IB)

IF (IB.EQ.ID) A(I,J) = A(I,J)/2.
1. CONTINUE.
DO 2 I=1,NN

2 AC(T,I) = 1 + A (I,I)
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La constitution du vecteur QV se fait
ainsi :

K=0;D@3I=1,N; D@ 3J=1,N

K = K+l
3 Q) = (Q(I,7) + Q(J,T1)

Une fois le calcul matriciel effectué, la

matrice P solution est feconstitué de la fagon suivante

It

K=0;064TI=1,N;D04J=1,I

K=K+1

P(I,J) = PV(Kk)
4, P(J,I) = PV(k)

Cette méthode qui demande d'inverser une ma-
trice n(n+1)/2, n étant 1'ordre de systéme donne la
matrice solution P symétrique. Bien que plus simple 2
écrire mathématiquement, la résolution de 1'&quation de

LJAPUNOV par inversion de matrice exige on temps de

calcul beaucoup plus important que celle par itératioms.
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