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RESUME

Cet article présente une "version rapide"
de l'algorithme de KALMAN ainsi que des algorithmes
de réalisation stochastique de FAURRE et de B0ZZO, en
faisant appel a une équation du type CHANDRASEKHAR.
Un résultat intéressant est 1l'unification de ces algo-
rithmes & 1'aide d'un méme ensemble de 2n équations
récurrentes, seules les conditions initiales étant
différentes. Ces équations sont dérivées d'une facto-
risation des incréments de différentes matrices de
covariance.

Puis, en considérant une forme filtre cano-
nique spéciale, directement et simplement lide aux mo-
déles ARMA, et en utilisant la méme technique de facto-
risation, nous donnons une version rapide pour les
algorithmes d'estimation des paramétres statistiques
de tels moddles. Les équations ainsi obtenues présen-
tent l'avantage d'8tre scalaires et leur implémenta-
tion est d'une grande facilitd.

SUMMARY

This paper presents a "fast version' of the
KALMAN's filter and FAURRE's and B0ZZ0's stochastic
realization algorithms. An interesting result is that
the different algorithms can be unified in the same
set of 2n difference equations, only the initial con-
ditions are different . These equations are obtained
by a factorization of increments of different cova-
riance matrices.

Then, a special state-space canonical form,
directly and simply connected with ARMA models is con-
sidered. Using the same factorization's method, a
"fast version" is derived for the ARMA's statistical
parameters estimation algorithms. The equations so
obtained are scalar and their implementation is very
easy.
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I - INTRODUCTION

Le probleme du filtrage linéaire, ou de maniére
éguivalente celui de l'estimation au sens des Moindres
Carrés, constitue seulement une petite partie de la
théorie générale de 1'estimation . Cependant, son
vaste champ d'application en a fait un pdle d'attrac-
tion pour de trés nombreuses recherches, comme le
montre 1'importante bibliographie fournie dans 1'excel-
lent "survey paper” de [T. KAILATH—1974]

Dans le cas de processus stochastiques stationnai-
res, N.WIENER—1949] a résolu les problémes du filtra-
ge et de la prédiction & 1'aide d'une formulation
spectrale, basée sur la résclution d'une équation du
type WIENER-HOPF . [R.E. KALMAN-1950 ] et [R.E. KALMAN,
R.S. BUCY—1981] ont généralisé les résultats précédents
respectivement dans les cas de systémes discrets et de
systémes continus, stationnaires ou non stationnaires,
en utilisant une représentation interne des processus
sous forme de modeles d'état . Cette deuxime approche
qui fait appel & la résclution d'une équation matri-
cielle du type RICCATI, offre le grand avantage d'&tre
séquentielle .

Cependant, étant donné les dimensions de plus en
plus grandes des systémes envisagés et les exigences
de plus en plus pressantes tant du point de vue de la
précision des résultats que du temps de calcul néces-
sité pour leur obtention, de nouveaux algorithmes ont
été mis au point dans le double but d'améliorer la
précision numérique et de réduire & la fois les volu-
mes de calcul et les encombrements mémoires utilisés.
Dans cette optique, deux nouvelles familles d'algo-
rithmes ont é&té développées

L'une est constituée par les "algorithmes de
factorisation" ("sguare roct algorithms”) introduits
par POTTER [R.H. BATTIN-1984] puis repris et dévelop-
pés par [J.F, BELLANTONI, K.W. DODGE-1867], [A.
ANDREWS—1QEB],[P. DYER, S. McREYNOLDS-19897 et
[P.G. KAMINSKI, A.E. BRYSON, S.F. SCHMIDT—1971], le
livre de [G.J. BIERMAN—1977] constituant un ouvrage
de base pour ces techniques de factorisation . Le
principe de ces algorithmes est basé sur le calcul
récursif d'une factorisation des matrices de covarian-
ce (ou de leurs inverses), assurant ainsi leur définie
non négativité et par conséguent la stabilité des
algorithmes ainsi gu’une meilleure précision numérique.
En contre partie, ils nécessitent un plus grand nombre
de calculs .

L'autre famille, qui a pour objectif principal
la rapidité d'exécution, correspond aux "Algorithmes
dits de filtrage rapide” . Ainsi, dans le cas des
systémes linéaires continus invariants dans le temps
[T. KAILATH-1973 ]a présenté une nouvelle classe
d'algorithmes permettant de remplacer 1'équation ma-
tricielle (nxn) du type RICCATI par un ensemble
d'équations différentielles non lindaires, du type
[s. CHANDRASEKHAR-1947, 48], au nombre de 2pn, ol n
et p sunt respectivement les dimensions de 1'espace
d'état et du vecteur d'observation . Il apparait alors
qgue cette solution devient avantageuse d'un point de
vue numérique lorsque n>>p.[A.LINDQUIST-1974 ] et
[M. MORF, G.S. SIDHU, T.KAILATH—1974] ont ensuite
étendu les résultats précédents au cas de systémes
linéaires discrets invariants dans le tﬁTg§f] Comme
dans le cas des systémes continus, les —— "%
équations non linéaires provenant de 1'equation ma-
tricielle du type RICCATI sont alors remplacées par un
systeme d’é?ugg}ons récurrentes non linéaires, au
nombre de 2P + 2pn, ce qui est trés avantageux
dang le cas ol p<<n . En particulier, pour une obser-
vation scalaire (p=1), le gain optimal du filtre de
KALMAN- peut &tre obtenu par la résolution de 2n
équations seulement .

Enfin, nous devons signaler que [M.MORF, T. KAILATH-
1975] ont utilisé les deux approches précédentes pour
définir de nouveaux algorithmes de filtrage rapide
basés sur la factorisation des incréments des matrices
de covariance .

Dans cet article, nous allons nous intéresser,
dans le cas d'une observation scalaire, & 1'obtention
d'algorithmes d'identification rapide, en utilisant
cette technique de factorisation . Elle sera tout
d'abord appliguée & 1'algorithme de [R.E. KALMAN—1960L
nous retrouverons ainsi les résultats cités ci-dessus
Puis, appliquée aux algorithmes de réalisation stochas-
tigue de [P. FAURRE-1973] et de [C.A. B0OZZ0-1975], elle
nous permettra d'obtenir une version rapide pour ces
deux algorithmes . Enfin, en utilisant la notion de
Forme Filtre Canonigue [G. FAVIER-1877], nous déter-
minerons, par la méme méthode, des algorithmes d'iden-
tification rapide pour les paramdtres stat
d'un modéle ARMA .

atistigues

II - PRESENTATION DE DIFFERENTS MODELES
II.1.

Pour le Processus

Considérons un processus scalaire?y[K]%, gaussien,
discret, stationnaire et centré

Le modéle d'état classique permettant de repré-
senter ce processus est donné par les égquations (1)
[1]3x(k+1] = Fx(k) +I' w(k)

y{k) = Hx(k) + v(k)
ol

x{k) est le vecteur d'état, de dimension n

w(k]) est le bruit de dynamique, de dimension m

v(k) est le bruit de mesure

F est la matrice de dynamique, de dimension

(nxn), supposée asymptotiquement stable

H est la matrice de mesure, de dimension (1xn}
De plus :

3w[k)% et 5v(k]$ sont des séguences de bruits
blancs gaussiens, supposées stationnaires et caracté-
risées par

Efwi = Edval= o Mk
wik T Qs
E[ Z"E«T(ilv(i)] =1 |8tk
vk SR
avee 1 81 j=0
8§(3) =
0 si j#0
Enfin, 1'état initial x(o) est supposé normalement
distribué
E »x[o]% =0
E $x(o)xT(0)} = Plo) = P_
et tel que ’

1

Edwikx (@} = efviox’ )] - 0w

Définissons le prédicteur & un pas X(k) de x(k) ; soit:

%K) = Ex(k)/y(i), ie[o,k=1]
Le filtre de [R.E. KALMAN—1QBD] nous permet de calculer
%(k) & 1'aide des équations suivantes :
(R = FROKI+K (k) [y (k) -HR(K)]

{0} =0
ol :
K(k), gain optimal de prédiction, est donné par -,
(3) K(K) = [FP(KIH'+TS] [HB(KIH +R]™

et :
P(k) est solution de 1'éguation du type RICCATI
[4]3E(k+‘1] = FPLKIFT + 1OrT - (k) [HRCOHT + R] KT (k)
P(o) = P
. e)
P(k) est la matrice de covariance de 1l'erreur de
prédiction :
(5) %(k) = x(k) - %(k)
Soit

(5) Plk) = £ x(k) %' (k)}

Par suite,P(k) est.une matrice symétrique, et 1'égua-
tion de RICCATI (4) nécessite la résolution simultange

de nin+1)

5 équations non linéaires
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Posons :
(7) §(k) = y(K)-HR(K)
%yfklz est appelé processus d’innovation
C'est un bruit blanc gaussien
En utilisant les éguations (2) et (7), nous
obtenons un nouveau mod&le pour le processusly(k)
appelé la Forme Filtre [P FAUREE—IQ?@ associee au
modéle (1) :
(8) zx[k+1) = FR(K) + K(K)g(K)

= HR (k) + y(k)
La définition (5), associde aux modéles (1) et (8),
nous donne 1'équation de propagation de 1l'erreur de
prédiction dans le filtre optimal :
(9) X(k#1) = FX(k) +Tw(k) - K{k}y(Kk)

II.2. Pour un Pseudo-Processus d’Innovation

Définition : Etant donné un modeéle errgné caractérisé
par des covariances de bruit (Q, R, 8), différentes
des valeurs exactes (Q, R, S), on appelle filtre sous-
optlmal un modéle tel que :

&(k*1) = FR(K) + Ky(K)
(O - gtk - HR (k)
ou :

K, gain sous-optimal en régime permanent, est
obtenu par résolution des équations (3) et (4) en don-
nant aux covariances (Q, R, S) des valeurs approchées
(Q, R, 8.
et :

i[k]% est appelé pseudo-processus d'innovation.
Ce pseudo-processus d'innovation peut &tre également
défini & partir de la notion de filtre inverse sous-
optimal [G.FAVIER-1977 ].

En définissant :

(1) olk) = %(k) - X(K)

nous obtenons le modéle suivant pour le pseudo-proces-
sus d'innovation :

(12) § ) = (Fki)olk) +[K(0)-K ] §(K)

y(k) = Holk) + y(k)

IIT. EQUATIONS VERIFTEES PAR LES INCREMENTS DES
MATRICES DE CDOVARIANCE

Définition des matrices de covariance : Nous définis-
sons les matrices de covariance suivantes :

P(k) = EfxtkIxT (k)]

P(K) = E{R(KIX) (k)]

Pk} = Efx(KIX(K)]

I(k) = Efo(K)o' (K)]

(13)

et :

i

Yg (K) E[y[k]y k)]
(14) | ¥o(k) = E[y(RIFT (k)]

¥ (k) = E[V(KIVT(K)]
Nous allons donner les éguations vérifiées par ces
différentes matrices de covariance .
Mais auparavant, 1’hypothése de stationnarité, faite
au § II.1, nous permet d'écrire gue 1'éguation de
dynamique correspondant au modéle (1) a atteint son
régime permanent ; & savoir que :
(15) P(k) = P Vk 20
oll P est 1a solution de 1'équation de LYAPOUNOV dis-
crete :
(18) B = FPFT » TQr'
et, en particulier, ngus avons :
(17) P = FP_FT + TQrT
A partir des équations (1), (8}, (8) et (12}, nous
obtenons les équations de propagation des matrices de
covariance ci-dessus deflnles .
(18) P(k+1) = FP(KIFT+IQr!
(19)4P(k+1) = FRORIFTHTQI T -K (KD, (K (k)

Blo) = Pq

(20)4P(k+1) = FB (K)F Tk (k)9 (KT (K)
P(o) =0

(21142 (k1) = (F=KH) Z(K) (F-KH) "+ (K (K)-K) Vg (k) (K (K)-K) |
o) =0 - - =

% La notation soulignée indique que les parametres du
modele ne sont pas fixés avec leur valeur exacte, et
Rg{ conséquent le filtre correspondant est sous-opti

Définition des incréments des matrices de covariance :

8B (k) = Plk+1)-B(k)
22)16P (k) = P(k+1}-P(Kk)

ST(K) = Z(k+1)-Z(k)
Nous pouvons remarguer que, d'aprés l'hypothése de
stationnarité correspondant & l'égalité(ls),nous avons:
(23) 8P(k) = P(k+1)-P(k) = O
D'autre part, d'aprés la définition (8) de P[k], il est
facile de vérifier que :
(24) P(k) = P(k) - P(k)
et par suite : R
(25) 8P(k) = S8P(k}-SP(k)
Soit .
(26) 8P(K) = -8P(K)
Les équations (19), (20) et (21} nous donnent les
éguations suivantes pour les matrices d'écart 6P(kJ,
SP(k) et 8Z(K) :
(27) 8P(K)= FGP[K 1]F -K(K)Y [K]K (K)+K(k-13¥_(k-1)K (K 13
(28) 8P(k)=F6P(k-1)F +K{Kk)Yq K]K (K)-K(k=- 1]Y ?K K (k- 1]
(29) 6x{k)=[F-KkH]sZ(k-1)[F- KH] [K(ky-K] Y (K][K[K) K]

-[Kk-1)-K o (k- 1J[K[k - K]

(O)et GZ(O]

Calcul des valeurs initiales GP ,,GP

Par définition :

(30) §P(o) = P(1) -_P(o) .
§P(0) = FP(0)F +TQT K (0)¥,(0)K! (0)-P(0)

avec: P(o) =P

o

et,en utilisant 1'égalité (17),nous pouvons en déduire
que : - T .

(24) FP[Q)F +TQT -P(p) = 0

O'ol =,

(32) §P(0) =-K(0}Y_(0)K' (0)

De meme,en utlllsant 1’ %galité (26), nous obtenons :
(33) 8Fl0) = Kl0)¥u(0IK (0)

et enfin : . T
(34) 8z(o) =[Klo}-K]Y (o) [K(o}-K]

IV. ALGORITHMES DE FILTRAGE RAPIDE

IV.1. Rappel sur les algorithmes de filtrage -

Dans le-cas ol les paramdtres statistiques (Q,R,S)
sont connus, les équations de calcul du gain optimal
sont celles données par[R.E. KALMAN-1960], & savoir
les équations (3) et (4)

Dans le cas o0 ces paramétres statistiques sont
inconnus, le calcul du gain optimal peut &tre effectué
3 l'aide d'un algorithme de réalisation stochastique.
Deux types d'algorithmes de réalisation stochastique
sont & notre disposition : 1'un utilisant la fonction
d'autocorrélation du processus [P.FAURRE—1973], 1’autre
utilisant la fonction d'autocorrélation d'un pseudo-
processus d’innovation [C A.BOZZO- 1975]

Nous rappelons briévement (volr[G FAVIER- 1977]],
dans le tableau 1, les résultats concernant ces trois
algorithmes de calcul du gain optimal de prédiction,
ainsi que les équations vérifiées par les matrices
d'écart des matrices de covariance .

Yi = Efy(k+i)yT (k)]

Yi = E[g(k+1)gT(Kk)]

et L désigne une pseudo-inverse de la matrice L, dans
le cas ol M>n.

Notations :

IV.2. Algorithme de filtrage rapide obtenu a
1'algorithme de KALMAN

partir de

Nous avons vu_au §III que_:
3B(K) = FOP(k-1)FT-K(K)¥ (KJKT(KJ+K(k 1]Y (k- 1]K (k-1)
ayec la valeur initiale donnée par la relatlon[SZJ
§P(0) = -K(0)¥_(0)KT(0)
Soit de la forme :
(35)8P(0) = “Lle)Y, (0)LT (o)
avec
(38]3 = K(o)
d1m Co) = (nx1)
Nous allons montrer par récurrence gue :
36P(k]~= -L[k]YO(k)LT(K]
dim L(k) = (nx1) vk

Hypothése de récurrence :
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(38) § 6P (k-1) = L1 (k=1L (k=1
dim L(k-1) = (nx1 .

Exprimons tout d'aberd les guantités Yo[k] et K(k)

en fongction de SP(k-1):

(39) Y (k) =R+ HP(KIH _

et, d'aprés la définition de §P(k-1)

(40) ?Om = ReH[6P(Kk-1) + P(k-1) T HT

Soit :. - . T

(41) Y_ (k) =Y (k=1) + H§P(k-1)H

D'autre part, T <9

(42) k() = [FPOIH +TS ]V T k)

D'ol : . . T et

(43) Kk} = [KCk-1)Y (k~1)+FsP(k-1)H ] ¥_ (k)

En utilisant 1'hypothese de récurrence nols obtenans :

(44) Y (k) = ¥ _(k-1)-HL(k=1)Y_(k=1)TT (k-1)HT

et, en remarquant gue :

(45) HL(k-1) = L' (k-1)H' (scalaire)

nous avons 2)=

(183 Yt - {i- Lt ] e

et par suite, 1'expression{43] du gain devient :

(47) Kik) = §$-[HLOk=1 ¥ -1 - [HE G- D T FL G-}

En utilisant les relations (38), (48) et (47),

1'équation récurrente yérifiée_par §P(K} s'écrit :

(48) 6P (K) = -FLUk-1Y_ (k=117 (k-1)F +K(k=1)¥ (k-1
L KTk . i
-}1—D4L[k—1)]2$‘1 K(k=1)=[HL (k=1)] FL(k=1%¥ (k=1)
K (k=13 -[HL (k-1)] FL(Kk=1]
Soit : _ . ) . .
(49) 6P tk)=-{1- [l (-1 ]2~ TRFL Cien) Bl k-] (-1
Vo k-1 3FL 1= [HL O] (k-1 )
D'od :
(50) 8P (k== §1- [ k-] 2 Rl (k=10 - [ (k-1 K (k- 10}

Yo00  fFLoen-[Hloen]kie-n] - oen]F
8P{K) est donc de la forme :
(51 8P(k) = -L{KIY_ (KL (k)
avec : . 25 1¢ o -
(52) [L[k] = 1= [HLek-1] 2R 1) (D Gk 1] KO- 1)

dim L(K) = (nx1) ’

Par suite, le calcul du gain optimal de prédiction
K(k) peut &tre effectué & 1'aide des équatiens récur-
rentes suivantes : - N

(53) §K(K) ={1- [HLCk-13]2} Tk (k=1 [HL (k-1IT FL (k-1

L) ={1-[HL(k-11]2} T{FL(k-1)- [HLCk=1)] K (k=1)}
Il est intéressant de noter gqu’une écriture simplifiée
peut &tre donnée & ces équations. En effet, d'apres
(52), nous_avons : .

(54) §1-[HL(k-1] 24 TP (k-1) =

L(KI+§1- [HL(k=-12]20 7 [HE (k-1)] K (k-1)
et, en reportant cette expression dans 1'égquation (47)
nous obtencns 1'algorithme de filtrage rapide suivant :
(55 § Lk = {1-HE k-1 12 HFL - DD -1 TR (x-10}

K{k)= K(k-1)-[HC(k-11] T (k)
avec les conditions initiales:
(56) § K(o) =[FPoHT + IS][HPoHT+R] ™
L{o) = K(o)
De méme, d'apres (47) :
(54bis) {1-[HL(k-1]2)"MK(k-1) = L
Kek)+f1- [HE k-1 1 -] FL (k-1
et, en reportant cette expression dans 1'équation (52) -
nous obtenons une autre écriture simplifiée des
équations (53) .
(55bis) { Lik)=FL(k=1)- [HL(k=-1)] K (K)
KCk)={1-[HL (k=1 P} K (k=13 - [HE (k1) ] FL (k=11
avec les mémes conditions initiales que précédemment.

Cependant, nous devons remarquer que si les
équations (53) permettent une réslisation en paralléle
des calculs de K(k) et L(k]), cela n'est plus le cas
avec les équations (55) et (55bis) o le calcul de
K(k) nécessite le calcul préalable de L({k) et réci-

proquement . Nous avons ainsi remplacé la résolution
d'un systéme de : n{n+1)
2

éguations non linéaires du type RICCATI par celle d'un
systéme de 2n éguations non linéaires couplées .

I1 apparait de maniére évidente que, pour des valeurs
de n assez grandes (n» 4), les algorithmes de filtrage
rapide ainsi définis présentent des avantages numéri-
gues (nombre moindre d'équations non linéaires &
résoudre} sur l'algorithme de filtrage classique de
KALMAN .

Nous devons noter que cette méthode de factorisation
de 1'incrément 8P(k), utilisée par [M.MORF, G.S.
SIDHU, T. KAILATH - 1974], dans le cas d'une sortie
multidimensionnelle, nous & conduit ici, dans le cas
d'une sortie scalaire, & des résultats identiques
(équation(55)] & ceux obtenus par [LINDQUIST-1874
éguations (5.3) et (5.4)].

Dans le paragraphe suivant, nous allons procéder
de la mémg fagon par factorisation de la matrice
d'écart 6P(k) pour obtenir une "version rapide” de
1’algorithme de réalisation stochastique de [P. FAURRE
1973 7.

IV.3. Algorithme de filtrage rapide obtenu & partir

de 1'algorithme de FAURRE .

Comme précédemment, nous allons montrer par
récurrgnce que : .
(57)36P(K} = L(KIY_(KIL (k) Yk

dim L(K) = (nx1)

D'aprés 1'égalité_(33),nous avons :
8P(a) = K(0)Y_(0)KTo)

D'ol : °

(58) L(o) = K(o)

Hypothése de récurrenge :

(59)§6P(k-1) = Lik-1)Y (k=1L (k-1

dim L(k-1) = (nx1 -
Déterminons tout d'abord les expressions de Yo(k] et
K(k) en fonction de &P(k-1)

(60) ¥ (k) = Y -HP(KIHT
o 0
Soit : . . T
(61) Yo[k) =Y (k-1)-H6P (k-1])H
D'autre part, d'aprés le tableau 1, le calcul du gain
optimal de prédiction, & 1'aide de la fonction d'auto-
corrélation du processus, est donné par :
(62) K(k) = [G-FP(KIHT]V (k)
D'olU : . . T9=a1
(63) K(k) =[K(k-1)¥_(k-1)-FeP(k-1IH ]¥_" (K]
Par suite, en utilisant 1'hypothése de récurrence,
nous obtenons : . 2.4~
(64) ¥ (k) = {1-[HL -1 ]9 Y k-

e :
(65) (k) = {1-[HECk-1] %) " {K (k=12 - [HL (e-1)] FL (-1}
Ces relations (64) et (65) sont & rapprocher des
relations (46) et (47) obtenues & 1'aide de la facto-
risation de SP(k) . De plus, en remarquant. que le
passage de la relation (27) & la relation (28) peut
8tre obtenu & 1l'aide de la transformation :
SP(K) = -8P(K)
il est alors facile de végifiquque :
§P(K) = COKIY (KIL (K

avec R 2, R
(68) Lk)={1- [HL(k-13]%} " {FL(k-1- [HL(k-1)] K (k-12}
Par suite, la "version rapide” de 1'algorithme de
FAURRE est donnée par_les équations sulvantes :
[B7J?K(k]={1— HL (k=132 K (k=10 - [HL (k=1 FL (K1)}

Tek)={1- [HL (k=172 {FL (k=10 - [HL(k=1)] K (k=1)}
Ces équations sont & rapprocher des équations (53)
De maniere simplifiée 5%195 peuvent s'écrire encore :
[68];1(K)={1—[H1(k—1]]?} {FL(k-13- [HL(k-12]K (k-12}

K(k)= K(k=1) - [HL(k=10] LK)
avec les conditions initiales :
(89]35(0] GYO~

(o) = K(o)
ou 2 .
(68bis) }T_(K)=FT.EK——'I) - L g0 KE<) .

Kikd=f1-[HL(k-177) " {K(k-13- [HLtk-11] FLUK-1)}

Nous obtenons ainsi deux nouveaux algorithmes de
filtrage rapide qui, en fait, ne se différencient des
précédents que par les valeurs d'initialisation
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Ces algorithmes sont & rapprocher de celui de
[6.RUCKEBUSCH-1875] .

IV.4. Algorithme de filtrage rapide obtenu & partir
de 1'algorithme de BOZZ0.

Nous rappelons brievement les relations
EB. FAVIER-1977] permettant de passer de 1'algorithme
de FAURRE & celui de BOZZO : g Yi + Y,

—i
F + F-kH
Alors
ol 2 8
K(K) = K(k)-K

Nous pouvons en déduire de maniére immédiate "la ver-
sion rapide” de ce dernier algorithme.
En écrivant que la matrice d’'écart 8T (k) peut Btre
factorisée de telle sorte gque :
(70)  8Z(k) = LUV (KT (K)
nous obtenons : 231
(713 [ Kt-k =§1-[HL -1 12 k-1 K]

—[HL(k—‘l)](Féﬁ &tk

L(k) =31-[Huk—1)€ [F-kH] L(x-1)

- [HL k- K (=1 -KT

Et de maniére simplifiée :

(72) [ LK) =31—[HL(H)[]22‘1§[F—KH]L(k-1J
- [HLtk-1][K (k=11-K]
KIk)-K = K(k-1)-K- [HL(k=-1] LTk]
ou
(72bis) L(K]=£F—KH]L(R-1J - k-] (k) k]
Kik)-K ={1-THL(k-13] 2} Y[k (k-1)-k] - [AL(k-1)]

[F-KHIL (k-1
Ces équations peuvent encore s'écrire :
(73) gL[k] ={1- [HL (k-1 D2} Y FL (k=13 - [HL (k-1)] K (k=1)}
K(K) = K(k=1) -[HLCK-1)] LK)

et
(73bis)f LK) = FLLk-1)- [HLgk-] K (K0

Kek) ={1-[HL ,[k—’l]]£} {Kt-13-[HL (k-1 ] FLR-13}
avec les conditions_initiales :
(74) gK(OJ =K+ 5y

P

L{o} = BY,

Nous obtenons donc & nouvesu les mémes équa-
tions simplifiées pour les algorithmes de filtrage
rapide que dans les deux cas précédents, les condi-
tions initiales étant maintenant calculées & partir
de la fonction d'autocorrélation d’'un pseudo-processus
d’innovation .

Cependant, les équations (72) et (72bis) faisant in-
tervenir la matrice (F-KH) au lieu de la matrice F,
peuvent &tre intéressantes & utiliser dans le cas ol
le processus est proche de 1'instabilité (valeurs
propres de F de module voisin de 1).
Enfin, comme pour 1'algorithme de BOZZO, cette
"version rapide” présente la propriété d'adaptativité,
a savoir la possibilité d'un rebouclage de 1'algorith-
me avec le gain ainsi déterminé et cela jusqu'a la
convergence . L'avantage pratique de cette propriété
apparait trés nettement en simulation .
Nous donnons dans le tableau 2 un récapitulatif de ces
algorithmes de filtrage rapide, en confondant les
vecteurs [(k) et L(k) en L{K)
Remarques
- A la convergence de ces algorithmes, nous avons
gK(K] -+ Koptimal
L{k) >~ O
- Ces trois versions rapides, correspondant respecti-
vement aux algorithmes de KALMAN, de FAURRE et de
B0OZZ0, ne se différencient que par leurs conditions
initiales . Il est intéressant de noter que le
calcul de ces valeurs initiales s'effectue & 1'aide
de (n+1) paramétres statistigues ({Y.} et {lﬂ, iefn))
dans le cas des algorithmes de réalisation stochasti-
que, tandis gue ce m8me calcul nécessite (2n+1)
paramgtres [POHT, R, TS) dans la version rapide de
1’algorithme de KALMAN . Ceci s'explique par le fait
gue la modélisation(1) n'est pas canonique, c'est-a-

dire que le nombre de paramétres statistiques repré-
sentatifs d'une telle représentation_n'est pas
minimal (voir[G.FAVIER, G.SALUT-1879])

V. APPLICATION A L’IDENTIFICATION RAPIDE DES PARAMETRES

STATISTIQUES D'UN MODELE ARMA

V.1. Rappels sur l'identification des paramétres d'un

_Comme nous 1'avons vu précédemment, le probléme
de 1'identification des systémes linéaires stochasti-
ques peut &tre traité & partir d'une représentation
interne des processus

Cependant, nombreux sont ceux -qui, en traitement
du signal aussi bien qu'en statistigue ou en économie,
utilisent les séries temporelles[ﬁ.E.P.BDX, G.M.
JENKINS-197B], c'est-a-dire une représentation externe
des processus & l'aide d'une équation récurrente per-
mettant de relier l'entrée et la sortie du systeme «
De tels modéles sont généralement appelés ARMA (Auto-
régressifs & Moyenne Mobile) et se présentent sous la
forme suivante :

(75) y(Kk)+a_ ,y(k-1)+...+a y(k-nl)=e(k)+C - e(k-1}+...
-1 o ni-1

+Cgo elk-n) -

ot : {e(k)}est un bruit blanc de variance Y,
{y(K)} est le signal observé

Ces modeles sont caractérisgés par

* n paramétres dynamiques aD,..,.an_1€

*« (n+1) parametres statistiques g CD,...,Cn_q,Vog

L'article de[M.MDRF, D.T. LEE, J.R. NICKOLLS, A. VIEIRA

1977] donne une classification détaillée des différen-

tes méthodes d'identification de tels modéles

Remargue : Si les coefficients C; sont tous nuls, le

modéle résultant est dit Autorégressif (AR) . Dans

ce cas, deux types d'algorithmes permettent d’'estimer

les paramétres "aj" :

- Soit de maniére récursive vis-a-vis du temps &
1'aide de 1'algorithme des Moindres Carrés Récursifs

- Spit de maniére non récursive vis-a-vis du temps,
en faisant appel au calcul de la fonction d'autocor-
rélation du processus{y(k)}et, par inversion d'une
matrice de TOEPLITZ : Ce type d'algorithme est
récursif vis-a-vis de 1'ordre du modele, et il est
dd originellement é[N.LEVINSDN—1947] ; [3.D. MARKEL,
AH. GRAY—197S]en ont donné une formulation utili-
sant la notion de produit interne .

Comme pour les modéles AR, 1l'identification des
mod&les ARMA peut &tre réalisée de deux maniéres dif-
férentes :

- Avec utilisation de "méthodes en ligne” ce qui
permet d’'effectuer 1l'estimation des paramétres au fur
et & mesure que le processus se développe, c'est &
dire & 1'aide d'un traitement séquentiel des observa-
tions . Parmi ces méthodes récursives vis & vis du
temps, nqus citerons plus particuliérement

x la méthode des Moindres Carrés

% la méthode de la Variable Instrumentale

% la méthode des MOindres Carrés Généralisés

% la méthode des moindres Carrés Etendus

% la méthode du Maximum de Vraisemblance

L'étude de ces différentes méthodes a fait 1'objet de
plusieurs articles dont ceux de[K.J.ASTRDM, P.EYKHOFF-
1971] et de [T.SODERSTROM, L.LJUNG, I. GUSTAVSSON-1874
et 1978] . Dans ces articles, le modéle utilisé est
1'équation (75) dans laguelle est incorporé un terme
de commande que nous omettrons ici Il est & signaler
également 1'article de[C.A. DARMDN—1B77] gui donne une
formulation de la méthode du Maximum de Vraisemblance
dans 1'espace d'état

- Avec utilisation de "méthodes hors lignes” dans ce
cas, les données sont traitées par bloc et permettent
d'effectuer 1'estimation des paramétres & 1l'aide d'
une fonction de corrélation .

De telles méthodes conduisent aux algorithmes dits

de Réalisation Stochastique, et peuvent &tre décompo-
sées en deux étapes
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% Une premiére étape, appelée également "probléme de
Réalisation Minimale" consiste & identifier la "par-
tie Autordgressive” (AR} du modéle . Ce probléme
peut &tre résolu par inversion d'une matrice de

HANKEL [W. GERSCH-1970) .

% Une deuxiéme étape, appelée "probléme de Factorisa-
tion Spectrale” consiste & identifier la "partie
Moyenne MObile" (MA) du modéle . Plusieurs algorith-
mes de factorisation spectrale sont développés dans
la these de [G.FAVIER-1977] . Ces algorithmes ont
été obtenus & partir d'une Forme Filtre Canonique
directement liée aux modéles ARMA, et déduite de la
Forme Canonique des équations d’état de[@.SALUT—197q

Cette forme filtre canonique s'écrit
(78) gi(k+1) = JR(K)+Ay (k) +By (k)

y (K] = HR{K)+y (k)
DD{y(k]} représente le Processus d'Innovation, de
variance Y,

Avec : Qs1a.0 ~-a b
1 . o o
(77) J=1. . A= B =
Q...10 _an—1 bn—1

.~

I1 est intéressant de noter que les paramétres "b;"

sont identiques aux paramétres 'ti" contenus dans

1’équation (75) si, et seulement si, le systéme repré-

senté par le modéle ARMA est & minimum de phase .

Dans la suite, nous supposerons cette hypothése

vérifiée .

Nous rappelons maintenant briévement 1'algorithme

de factorisation spectrale [G.FAVIER-1977], obtenu

& partir de 1'algorithme de [P.FAURRE-1973], et per-

mettant d’'estimer les paraméres "bi"

1/ Estimation expérimentale de (n+1) points de la
fonction d'autocorrélation{Yi}, & 1'aide de 1'es-
timateur ergodigue :

,  Ned
(78) Y3 =g 2, ylk+idy(k)
k=1

ol N représente le nombre total d'ebservations

traitées
2/ Calcul du vecteur G :
Y Y anna¥
(79) G = En _]:° ;n 1F A
Y O wer ¥
1 o

3/ Résolution du systéme d’équations récurrentes du
type RICCATI: R T
Yolk) = Y_-HP(KkIH

- (B Ty =1
(80) B[k] - (B J%k]H)YD (k)
5 = 1 1T.epaTianl T 3 T
P(K+1]— J?K]J +BA +AG +AY A +B[K)Yo(k)B (k)

avec P(o) = D

L'estimation des paramétres "b;" est obtenue & par-
tir de la solution d'équilibre %wjjes équations
précédentes :, T

A T
B = (6-J5,H1) (Y -HR, H')
CION V- Y HEHT

V.2. Algorithmes d'identification rapide des paramg-
tres statistigues d'un modele ARMA :

Nous allons appliquer les résultats du para-
graphe IV.3 & 1l'algorithme rappelé ci-dessus -
D'aprés les équations (80), la matrice d'écart 8P(k)
vérifie 1'équation récyrrente suivante :

(82)  §P(K)=J8P(k-1)1 +BK)Y,(K)B' (k)
~Blk-1)Y g (k-1)BT (k-1)
(83) D'autre part, nous, avons :

Y (k) =Y _(k=-1)-HSP (k~1)HT
ot o )

(84)  B(K) =[B(k-1¥_(k-1)-36P(k-1IHT]¥ " (k)
Ces équations (82], (Bgl et (84) sont & rgpprocher
des équations (28), (B1) et (83), le passage de

celles-ci aux premiéres pouvant &tre obtenu & l'aide
de la transformation :
Fo— J
©5) { (k) 2> BK)
Par suite, l'algorithme d'identification rapide des
paramétres statistiques B découle de maniére immédiate
des équations (67) . Soit
(86) ¢ Loo)= fHeck-n 1% Bl k- L e-13] Bek-1
Blk)={1- [HL(k-1)]2} B k-1)- [HECk=1PT (k-1)}
ou, de maniére simplifiée, & partir des éguations (68)
et (B8bis)

(87) { LeKk)
B(K)

f1- L (k-1 L k=13 [HLCk-17] BCR-10}
8(k-1) - [HItk-11] k)

i

1t

et

(87bis) ¢ L{k) = JL(k=1)-[HL(k=1I}BCK) . i
CBk) ={1-[HL (k=137 {Bek-1)=- [HLtkz 1L ok-10}

Calculons les conditions initiales B(o) et L(o)

Par définition : .

(88) 6&P{o) = P(1) - P(o)

avec Pl(o) =0
D'aprés les équations (80), nous avons
=Yg

Volo)
(89) ¢ Blo) oYg ! .
sPf{o) = GA%+AGT+AYOAT+B(OJYD(D]BT[o)

Donc @ 1 T
(80) $SP(0o) = [A+GYD ) Yq [A+GYD )

Nous en déduisons les cenditions initiales suivantes

(91) ¢ Blo) - ov,”"

~ B -1
Lo} = A+GYO

D'autre part, étant donné la structure particuliére
des matrices H et J définies par les relations (77),
nous pouvaons développer de maniére simple les équa-
tions (B87) et (87bis) N

Soient L, (k) et K ;{k] la i*M€ composante des vecteurs
L{k) et K(k]) : nous avons

(92)  HL(k-1)

= L (k-1)
et
(93) ~ 0
JL(k=1) = L1(k—1J
Ln_qtk—1]

Nous en déduisons 1'écriture scalaire des équations
(87) et (87bis): N R

. [K)wﬁ—GL‘L-‘I]] L,y Ge1)-E (k108 (k1)

(gar{ * ’l—[I:n(K-’I]]Z

Bifk)= Bi[K-1]—Ln[K—1]Li(K]

Vie[ﬂ,n]

et . . .

L, o= [’1—6[1-1]] Ly q (k==L k=118, (K)
{94big - -

B; (k-1)-Lp (k=1L (k-1) A
B, (k)= vie[1,n]
i ~ 2
1- [, (k-1

Remargue :

Comme pour la "version rapide” de 1'algorithme de
B0ZZ0, définie au paragraphe IV.4, les deux algorith-
mes utilisant la fonction d’autocorrélation d'un
pseudo-processus d'innovation possédent la propriété
d'adaptativité .

V. CONCLUSION

.'étude envisagée dans cet article nous a per-
mis de mettre en évidence “des versions rapides”
pour les algorithmes de réalisation stochastigue de
FAURRE et de BOZZ0O . L'application de ces résultats
3 une Forme Filtre Canonique nous a conduit & 1'ob-
tention de nouveaux algorithmes d'identification
rapide pour les paramdtres statistigues d'un modéle

ARMA . Ces algorithmes qui, comme nous 1l'avons vu, ne
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différent entre eux gque par leursvaleursd'initialisa-
tion, sont d'une simplicité remarquable et par
conséquent leur mise en ceuvre d'une grande facilité.
Ceci nous laisse augurer d'une large application pour
1'identification des mod&les ARMA .
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Algorithmes KALMAN FAURRE BOZZ0
Calculs
Initialisation Blo) = P_ Plo) = 0 $(0) = 0
v ) Y
Caleuls c-.* [31] E:D# [f]
v v
Préliminaires Néant H " H -
Ll D=1
HE' T ReF-k)™

Calcul de :{O[k)

ACE R+HP (KIH'

Y (k) = Y ~HPKOH'
o] 0

o v T
YO[K] = Iﬂ HZ (KJH

Calcul du gain K(k)

ki = [FPoonTrs]v o

-1

k) = [e-FPranT]Y_ M)

K[k)—5=[§_—(F—ﬁHJE(k)HT]\?;?}d

par les incréments des

covariances

—KEKJVD(KJKT(KJ
, Krk-n?otk—ﬂKT(K—ﬂ

Equations du type Plk+1)=FB(KIF +TQT Plket) = FRIKIF' Zke ) =[F-kH]z 0 [FokH]

RICCATI - KOKRIY (KT (K) £ KKV (KK (K) koK ]¥_ 0 [kek)-k]T
o] o} —4 0 —

Equations vérifiées §P(K) = FoP(k-1)F sP(Ky = FSP(K-1IF s3(k) =[F-kr]ezci-1) [F-xn]T

£ KIKY (KK (k)
° T
—K(K“1]YU(K—1)K (k-1)

+[kew-k]¥_ k[ 6]
~[kek-1-K] ¥ (k1)
[K(K—1)—5]T

Initialisation

6P(0) = “K(o)V (oK' (o)

6!5[DJ=K(O)‘7D[0]KT[OJ

sz (o) =[K[o]-5]?0(01%(o]-éf

TABLEAU 1

Algorithmes de calcul du gain optimal de KALMAN
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Version rapide
des algorith-
mes de KALMAN FAURRE BOZZ0
Calculs
i 1
-1 ‘ ~ -1 .
Calculs G=1L : g=0 .
Néant L Yo 1-n
préliminaires [ H
L= | : D=
| e HEF-KH)"
T T, .1 ey ! - v
Conditions K(DJ%FPOH *TS)(HP H +R) Klo) = GY Kto) =k + B 10
Initiales L(e) = K(o) L(o) = K(o) Lto) =5 ¥ "
Equations des fLOo =f1- [HL-112) 7T fRL k13- [HU G- ’I)]K[k 13}
algorithmes de K(k) = K{k-1)-[HL(k-1)]L(K)
filtrage rapide ou z L(Kk) = FL{k-1])- [HL&K 1)JK(K)
Kik) = { 1-[HL (k=13 Kk ek-13- [HL (k-1 JFL(k-12}

Calcul du gain optimal de KALMAN a

1'aide d'un algorithme de filtrage rapide

Algorithmes Utilisation de la fonction d'autocorréla- Utilisation de la fonction d’'autocorrélation
Calculs tion du processus d'un pseudo-processus d’'innovation
v ¥ .y y
.n YD. \.{n—1 # Y’l —?-n ! 'Y‘n"‘ ~ w -1
G = - S A G,y= A §1=: +l . Bl G=a .
Calculs Y,I 0 YO YM EQ 0 ..XO IM
Préliminaires A )
A= : M- A=
H(J+AH) H(J‘Eﬁjm 1
(M2 n) (M2 n)
Conditions B(o) = GY Blo)=a,y ' -A || Bto) = G,y B(o)=GY '+ B
o] 10 —1—0 - =
initiales L(o) = A+GY_ ' L(o)=G,Y | Lo) = G,Y_'-B L(o)=5Y "
[s] 10 —1—0 = -

Eqdations des

(s ti-] L, 4 (k-1)-L (k-1)B, (k-1)

L, (k)=
1 1= k1) 2

algorithmes Bi[K)= Bi(K—1)—Ln(K-1]Li(k]
d'identification Lo = [1-8 -]y (k-1)-L (k=118 (0
rapide . ou o - B, (k-1) - L_(k=1)L, (k-1)
1 1= sen ]
TABLEAU 3

Algorithmes d'identification rapide des param@tres statistiques d’un modéle ARMA



