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RESUME

La corrélation et la convolution de données
en quantité demande des temps rapidement prohibitifs
par calcul direct. L'emploi de la transformation de
Fourier rapide (TFR) réduit ces temps, mais insuffi-
samment encore dans certains cas. Pour cette raison,
nous avons essayé d'employer des transformées dis-—

crétes modulo un nombre entier.

Les caractéristiques des signaux 3 traiter nous
ont conduit 3 uti%iser une transformation bidimension-

S.2

nelle module 2°°7 41 ol S est entier impair.

Les algorithmes ont &t& installés sur un micro-—
processeur MC 6 800, La corrélation est réalisée 2,4

3d 3 fois plus rapidement que par la TFR.

L'emploi de la microprogrammation sur une ma-
chine(mots de 16 bits)rend 1l'exécution 100 fois plus

rapide.

La fabrication d'un opérateur microprogrammé

est en cours d'étude.

SUMMARY

Correlation and convolution of large sample
data are performed in a too long time by direct al-
gorithm, The use of FFT allows better results but
insufficient for real time purpose in several cases.
For this reason, we tried to implement discrete

transforms modulo an integer.

The caracteristics of the signals to be pro-
cessed lead to bidimensionnal transform modulo

5.2t
+

2 1, S being odd integer.

The correlation has been implemented on
MC 6 800 microprocessor. It is performed 2.4 to 3

times faster than FFT.

With the use of microprogramming on a 16 bits

computer it is possible to run 100 times faster.

We are planning to build a specialized micro

programmed operator.
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INTRODUCTION.

Il est toujours souhaitable de réaliser des
prétraitements du signal sur le site d'acquisition
des données. Il est indispensable de le faire lors~
que leur quantité est considérable, - devenant pro-
hibitive pour leur transmission - et qu'il existe un
moyen de la réduire. Il en est de méme lorsque des

décisions doivent E€tre prises dans 1l'instant.

Dans ces deux cas deux traitements de nature
voisine sont parfois employés convolution ou cor—

rélation enire un signal émis et un signal regu.

La réalisation numérique de la convolution ou

de la corrélation peut @tre faite par calcul direct :

Si x et h sont les deux signaux
Ck =an ) hn—k ou Ck = Z *n ot hn+k
o1 n
Le nombre d'opérations est proportiomnel au

produit des bornes de k et n.

D'autres techniques permettent de réduire le
nombre d'opérations :
~ en utilisant la transformée de Walsh~Hadamard
(D.A. PITASSI (1) elle s'applique pour un nombre
d'entrB8es petit.
- en utilisant la propriété de convolution :
Si,* 1l'op8ration de convolution,ifest une trans-—

formation, elle posséde cette propriété par :

Eosn =Tw. Tw®.

Parmi ces transformations, la plus utilisée est
celle de Fourier dans sa version discréte par algo-

rithme rapide (E.O. BRIGHAM (2)).

Nous &tudions ici 1'apport des transformées
opérant dans un anneau d'entiers, modulo un entier
donné et le comparons & la T.F.R. (transformée de

Fourier Rapide) et au calcul direct.

1. DEFINITIONS ET PROPRIETES.

1.1. Structure des transformations ayant la propriété

de convolution.

Soit une transformation discréte, représentée

par la matrice T d'élément courant too
>

ketm=0,1,2,... N-1.
R. AGARWAL et C. BURRUS (3) notamment, ont &tabli :

que la propriété de convolution est équivalente &

m N ' Y
= ct = st-d—-dir ue
tk,m tk,l don K,m 1 c'e e q
t est racine niéme de 1'unité.
k,m
Prenant t = ¢ racine d'ordre N, t =
1,1 k,m
km
74 .

Une telle transformation est orthogonale et les
P, -1 p
gléments t' de T ° sont donnés par :

k,m
e o= N TR

La transformée d'une suite (x)k s'éerit

N-1 nk
Z?(X) =%, Xk = ZE: Xno‘
n=0
-1 el -nk
Z(X)=x xn=§.§:—o X.kp( .
Dans le corps des complexes = e 2%#} est la

seule racine ayant cette propriété&, elle conduit & la

transformation de Fourier.

Dans un ensemble fini et plus précisément un

anneau on peut trouver d'autres racines

1.2. Transformations dans un anneau d'entiers modulo

un entier domné.

Pour calculer une convolution dans un domaine
discret, les opérations faites pour un domaine com-
tinu dans le corps des complexes peuvent 1'8tre dans
un anneau d'entiers muni d'une somme et d'un produit
modulo un entier F.

. -2jn
Un entier & remplace alors e —-JN—
La suite résultant du calcul sera congrue & la

convolution des suites de départ modulo F.

Le résultat sera non ambigu si elles ont une
dynamique telle que Iyls F.
2
Soit F = plrl. pzrz een plrl la décomposition
de F en facteurs premiers. On trouve dans (3) la dé-

monstration du théoréme suivant :

Une transformation E?ayant la propriété de con-
volution dans 1'anneau des entiers existe si et seu-

lement si N est diviseur de (p1_1)’(p2_1)""(p1_1)'
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1.3, Conditions d'efficacité.

Pour que de telles transformations soient pra-

tiquement efficaces, il faut que :

- N soit une puissance de 2 ou de 3 pour pouvoir

accélérer 1'exécution par un algorithme rapide,

- les multiplications par les puissances de soient

simples & réaliser,

- F ait une représentation 3 petit nombre de bits
c'est-d-dire un mot court pour fac¢iliter les opé-

rations modulo F.

2. LES CHOIX POSSIBLES.

k

2.1. F =2, N est alors limité 3 1. par le théo-—

réme précédent.
k
2.2, F = 27-1. nombre de Mersenne.

RADER (4) a démontré 1'existence d'une trans-—
formation si k est premier. D'aprés le théoréme de

. . P k
Fermat : pour k premier et a entier, k divise a -a,

La longueur de la transformée est k pour @ = 2.
Elle est de 2 k pour ¥ = -2.

Elle impose des mots trés longs.

2.3. F = 251

Cas ou k = 2° i1l s'agit des nombres de Fermat.

2 est racine d'ordre 2k = 2t+1

. +
Les facteurs premiers sont la forme K.2t 2 + 1.

ainsi 2t+2 est diviseur de (pl—l) (pz-l)...(p -1).

1
- t+2
La longueur de la transformée est 4k = 2 .
2t—2 o1 %
La racine ' = 2 . (2 ~1). notée & ou

‘1-2- car p(2=2mod. F.

Le nombre de bits de représentation grandit ra-

pidement comme on le voit dans le tableau suivant :

t F k N pour {=2. N pour &K =ﬁ.
3 284 8 16 32
s 2% 1 1 32 64
s 2% 32 64 128
6 2% 1 e 128 256

Agarwal et Burrus (3) proposent alors d'uti-

t
2+ ~ . .
liser des nombres F = ZS 27+l ol S est impair.

Cas ofi k = 5.2 ",

On trouve N = 2t+] pour &.= ZS
1 1
et N = Zt.*.2 pour & 2

1 £-2
= (s-1)/ 5.2 t-1
25% -2 2 L @5 .

+

Le tableau ré&capitulatif est alors : 1

t S F k N pour =ZS N pour =(ZS)2
3 3 2%+ u 16 32
3 5 2% 4o 16 32
s 3 241 s 32 64

La dimension de la transformée est limitée,
mais pour des séquences courtes & grande dynamique

elles n'obligent plus & doubler la longueur des mots.

2.46. F = 29 2 1. avec q composé;

H. NUSSBAUMER (5) a défini des nombres

pseudo Mersenne : 2%~
1
2% -1
pseudo Fermat : 2%+
1
2%,

Les dimensions ne sont pas des puissances de 2,
ce qui ne permet pas d'employer un algorithme tr&s
rapide et la complexité des calculs est plus grande

que pour les transformations de Fermat.

2.5. Convolution bidimensionnelle.

Dans le meilleur des cas la dimension de la

transformée est 4 k pour F = 2k+1 ol k = 2t.

R.AGARWAL et C. BURRUS (6) ont &tudié une convolution
bidimensionnelle qui permet de porter la dimension i3
2.
8.k".
Les résultats principaux sont les suivants.

Pour (x)n et (h)n n=20,1,... N-1.

Posons N = LP. et construisons deux suites bi-

dimensionnelles (2 L x P) : h' (1,j) et x" (k,1).
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comme suit :

h' (i,3) =h (L +1i-1L). i=0,1,... 21=1
3 =0,1,... P-1.

x" (k,1) =sx (1L + k). k=0,1,... L -1
}o. k=1L,L+1,..2L~1
1=0,1,... P-1.

Si y' (i,j) est la convolution bidimensionnelle

de x' et y', et y la convolution de x et y.
y L+ 1=y {i+1L, i)
Ici P et 2 L doivent €tre une puissance de 2,

PC 4k, 21&4%k doa N=P1Lg8 k.

Le tableau récapitulatif est alors pour une

transformation de Fermat.

. K F Nea=2) N(xk=V2Z)
4 16 210 4 512 2048
5 32 232 2048 8192
6 64 2% 4 8192 32768
. s.2°
Pour une transformation F = 2 + 1
1
£ 5.2t ¥ NCK =25, N =252
2 2% 4 128 512
40 240 4y 128 512
48 248 4 512 2048

Nous atteignons avec ces transformations des
longueurs de suites importantes pour des longueurs
de mots relativement réduites tout en conservant les
autres propriétés des transformations mono — dimen-

sionnelles d'origine.

3. CHOIX PRATIQUE D'UNE TRANSFORMATION.

Connaissant la longueur N des suites d'entrée
et la longueur des mots de ces suites b1 et b2, on

peut &tablir que

k

2 . 2. 84 2

1
s32

oit + + Lo N k-1,
s0i b1 b2 g, < 1

Dans le cas particulier 3 l'origine de cette
gtude les signaux avaient les caractéristiques sui-

vantes :

1'un : amplitude 14 bits gain 3 bits.

soit une dynamique de 20 bits.

1'autre : sur 8 bits.

On voulait faire une corrélation sur N =
13 000 points aprés sommation de 16 = 24 exemplaires
du premier signal.

On a pris N = 214 d'ol la relation :

10
\2'— b
&+ 14 + 20+ 8LDb -1 donc b > 47.
D'oll le choix
s.2"
de F = 277 + 1 avec : §$ =3, t =4, =28,

1
X 2 - 537 _,13

Le passage de 2 048 3 13 000 a été fait par

addition recouvrement classique.

4, RESULTATS.

. P b .
Dans cette arithmétique 2 = — 1, 11 faut donc
b + 1 bits pour la mettre en oeuvre sans tests com~
pliqués.
La réalisation a été faite sur un micro proces—

seur & mots de 8 bits MC 6 800.

Les mémoires de travail et les constantes ont
&été placées dans la zone i adressage direct. La pro-
grammation a &té& faite sur un systéme de dévelop-

pement.

Les opérations élémentaires ont les caractéris-

tiques suivantes :

Opération modulo 248+1 Nombre Temps
d'octets d'exécution ms
addition 180 0,3
négation 90 0,4
multiplication
par = 23 300 2
multiplication
par =227 - 23 80 637
k
multiplication
48 x 48 700 25

Les opérations de transformation s'ex8cutent en :
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"

Nombre N TFR (s) T.entidre Rapport Matrice
de points TFR/T.E. 2L . P
16 0,56 0,085 6,6 -

32 1,5 0,23 6,5 -

64 4,25 0,66 6,4 -

128 10,5 2 5,2 16 x 16
256 25 5 5 32 x 16
512 57 12 4,75 32 x 32
1024 130 30 4,3 64 x 32
2048 290 73 4 64 x 64

Les opérations de corrélation s'exécutent en :

N Corrélation Corrélation Corrélation

T. entidre(s) TFR(s) s a;. bi

16 0,6 1,2 0,75
32 1,3 3,5 3
64 3 9,2 12
128 10,5 24 48
256 23 53 192
512 51 120 768
1024 114 275 3072
2048 250 600 12288

N TFR
T. entiére

ésai. bi

T.entiére

16 2 1,25
32 2,7 2,3
64 3 4
128 2,3 4,5

256 2,3 8
512 2,4 15
1024 2,4 27
2048 2,4 49

5. DEVELOPPEMENTS EN COURS ET CONCLUSION.

Les résultats précédents sont étroitement liés
au matériel employé. La TFR est longue car il n'y a
pas d'opérateur de multiplication cablé, Mais la
Transformée entiére 1l'est &galement 3 cause de la
longueur de mots de 8 bits au lieu des 49 qui seraient

nécessaires.

Une évaluation a été faite des durées d'exécu-

tion sur un ordinateur 3 mots de 16 bits micro pro-

grammable (1'unité centrale est constituée de 4
tranches AMD 2 900) (6), les opérations &lémentaires

étant micro programmées comme fonctions.

Pour la Transformée entiére le gain de temps
est compris entre 95 et 110, ce qui fournirait des
temps d'exécution de 1'ordre de la seconde.

Un projet en cours d'étude consiste 3 ré@aliser
un opérateur spécialisé de 48 bits microprogrammé,
les temps d'ex&cutions seraient encore divis&s par

quatre.
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