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RESUME

Le filtre linéaire optimal (Kalman-Bucy) de-
vient un filtre & gain constant pour les signaux sta-
tionnaires, apr@s une durée tendant vers 1'infini
(filtre de Wiener).

Le filtre qui n'utiliserait qu'un horizon
glissant passé limité, ou mémoire limitée, a &té abor-
dé rarement et uniquement en temps discret, et a donné
en géndéral des filtres d'une grande complexité& et peu
d'intérét pratique.

Notre approche met l'accent sur 1l'absence to-
tale d'information hors de 1l'intervalle ou horizon.
Cette réelle limitation de la mémoire nous améne 3
1'établissement d'un filtre linéaire i gain constant,
dont le gain est fixé par la longueur de 1l'horizon et
se calcule avec une équation de Riccati inversée pour
admettre une covariance initiale infinie.

Deux crité&res d'évaluation de ce filtre, 1'un
sur la qualité de l'estimation, 1l'autre dans un con-—
texte de régulation en boucle fermée, sont proposés et
ils permettent de rechercher les meilleures valeurs de
1'horizon dans des problémes de durée limitée.

SUMMARY

The optimal linear filter (Kalman-Bucy) be-
comes a constant gain or Wiener filter for stationa-
ry signals, after an infinite time.

The filter that uses only measurements made
on a finite sliding horizon, or limited memory filter,
has seldom been studied and only in discrete time,
Most of those few approaches give rise to very compli-
cated and little useful filters.

Our approach enhances the complete lack of
knowledge outside the horizon. This true limitation
of the memory leads to a constant gain filter the
gain of which is determined by the length of the
past horizon through an inverted Riccati equation to
accept infinite initial covariance.

Two evaluation criteria have been developped,
the first stands for the filter itself, the second
involves a closed loop regulation. Both enable the
search of best values c¢f the horizon in finite dura-
tion problems.
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I - SITUATIUN DU PROBLEME

Considérons le syst@me générateur du si-
gnal sous la forme d'état suivante :

% = AX + W E [X(to)] = E(to) N
y = Hx + v cov Lx(to)] = XO 2)

v et w bruits blancs gaussiens non intercorrelés de
covariances respectives V et W.

Le filtre linéaire optimal de Kalman-Bucy est bien
8tabli. Sa caractéristique principale vis i vis des
filtres fréquentiels est son aptitude i tenir compte
des périodes transitoires. D'ailleurs si apré@s un
temps suffisamment long un régime statiomnaire s'éta-
blit le gain du filtre devient comstant et identique
au filtre de Wicner. Paradoxalement lorsque pour le
méme signal on ne s'intéresse qu'd son estimation ba-
sée sur des observations faites sur un horizon passé
limité, on aboutit 3 des complications sup&rieures

4 celles du régime transitoire. Dans le cas de si~
gnaux échantillonnés quelques solutions ont &té pro-
posées.

Schweppe a développé le modéle de filtrage
bayesien qui ne prend en compte qu’un nombre fini et
fixé N d'observations passées, il aboutit & une &qua-
tion récurrente qui suppose la mise en mémoire perma-—
nente des N derni@res observations. Outre le fait que
1l'obtention de cette équation n'est pas indiquée et
sa prétendue simplicité repose sur 1l'optimisme de 1'au-
teur, le seul exemple qu'il propose utilise 1’estima-
teur ergodique et aboutit & un systéme instable [1‘].

Schmidt propose une méthode plus réaliste
mais encore plus heuristique qui consiste & pondérer
les observations par_ une fonction rapidement décrois—
sante vers le passé [2] ainsi que de LARMINAT {5] .

Cosaert et Gottzein ont réalisé un filtre
3 mémoire limitée dont 1'&tat, comme pour Schweppe,
a la dimension de l'horizon [ 3 ].

Finalement, & notre connaissance, Jazwinski
dans [4] passe en revue les méthodes précédentes et
fournit une solution complexe mais correcte et utili-
sable 3 1'aide de deux filtres linéaires optimaux a
gain variable et d'un prédicteur. Les problémes de
stabilité ne sont pas ignorés par 1l'auteur qui fournit
des variations numériques destinées 4 les résoudre.

Il faut cependant signaler que ce filtre n'est obtenu
que gridce au fait d'avoir considéré le systéme dyna-
mique non perturbé par une variable aléatoire, 1l
s'agit donc d'un probléme d'estimations de trajectoi=-
re plutdt que de filtrage propre.

II -~ FILTRE A GAIN CONSTANT

Par analogie avec la simplicité opératoire
du filtre de Wiener, nous nous proposons d'analyser
les filtres & gain constant, différent du gain asymp-—
totique optimal, mais choisi parmi les valeurs que
prend celui~ci en fonction du temps.

Ainsi nous construisons le filtre

dS‘cot . ~ _
rs = = A L) + L (y(£) - H Xot(t) (3)
avec

_ o1
Ly = F(B) vV

ce gain est constant en fonction de t mais F() est
donné par 1'@quation de Riccati, pour s =

S—E=FAT+AF-FHTV_IHF+W %)
F(0) = X

0

Nous constatons que ce filtre 2 gain
constant Lp n'est pas un filtre i mémoire limitée,
en effet il ne le serait que pour une valeur trés
particulidre de la connaissance sur x(t-B) le cas
ol x(t-f) serait unme variable aldatoire gaussienne
de covariance X. et de moyenné‘f(t-%) calculable par
1'inversion du giltre optimal entre t-et t, c'est-

3~-dire
d?tz(t) A R
4 - A th(s) + L(s) (y(s) - HXtQ(S))
se [t-0, t] (5)
ol

L(s) = th(s) HV '

ol F %(s) est donné par l'équation (4) pour tout s

dans ['intervalle | t-?, t] et avec la condition ini+
tiale
Fop(e=B) = X, (6)

Le systéme d'équations (5) et (6) dans
[t-{, tj est un systéme déterministe ayant pour en-—
trées y(s) se.[t—f, q] connues d l'instant t,

On a donc c

R (0 =¥, (6,00 Rty + ;}'d(t,s)Lt%(wy(s) ds
t- ()

L'équation (7) peut &tre inversée et per-—
R?t de calculer 3 l'instant t la valeur de %(t-9) si
xtg(gl est connu. On est donc devant un filtre qui )
pour XtQ(t) n'est optimal et 3 mémoire limit&e que si
%(t-§) "Suit une trajectoire trés particuliére. Ceci
ne présente donc pas d'intér€t en général. Nous allons
chercher & nous affranchir de cette contrainte.

Filtre 3 mémoire glissante vraiment limitée

I1 est naturel de considérer que toute
information & 1'ext&rieur de 1'intervalle t-@, t]
est nulle et ceci jusqu'd 1'instant t-P inclus. Ceci
est donc contraire 3 1'hypothése qui attribuait une
covariance Xq & x(t-?). Nous remplacerons donc cette
hypothése en posant

F(t-8) = 0.

Avec cette hypoth&se nous &liminons 1'importance de
x(t~1%) qui peut donc &tre quelconque. Nous posons donc

Ly = T ) ufv! (8)
avec F%({) donné par
dF,

e T T -1
E——AFQ*'Feﬂ-FeHV HF2+W (9)
Fg(O):M,

Or cette équation ne peut pas &tre résolue sous la
forme (9) 3 cause de sa condition: initiale, il est
donc nécessaire de l'inverser en posant S(s) = 'FEI(S)
ce qui aboutit i :

%2—=ATS £SA-SWS+HY 'H (10)

S(0) =0
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Le calcul du gain (10) est donc remplacé par

LE=—S—1(1) ul v (1n
et on a alors X?(t> donné par

dQQ ~ ~

e A xp + Lg(y(t) - H x (t)) (12)

~ -
x (e = x(tg) .
Nous povons donc &noncer la proposition suivante :

Proposition : Le filtre lindaire optimal 4 horizon
passé glissant vraiment limit& 3 la durée £ est un
filtre linéaire 3 gain constant dont la valeur du
gain est celle que prendrait le gain optimal pour le

méme systéme & 1'instant P, et ayant une covariance
initiale infinie,

III - EVALUATION DES PERFORMANGES DU FILTRE SEUL

Le critdre de qualité du filtrage seul
sera basé sur }? covariance de l'erreur d'estimation
e(t) = x(t) - xt(t)

Si nous posons E(t) = cov [e(t)] on montre facile-
ment | 6 j que

dE _ ) T T
E—(A+12H)E+E(A+LEH)+w+LBV Lp (13)
avec

E(0) = X

0°
Le critére de qualité du filtre sous optimal & mémoire
limitée sera choisi :

)
tf—t

. _
Brytpn b = / £ trace (E(t)) dt (14)

t
0
ceci permet de constater par simulation qu'il existe

en général une valeur 1* telle que

0

ACORIN SR i B (gt D as)

ce qui permet d'obtenir le meilleur filtre sous—opti-
mal & mémoire limitée pour une durée[ to,tf] donnée.

Les courbes (1) et (2) illustrent ceci sur deux exem-
ples.

IV — EVALUATION DES PERFORMANCES DU FILTRE EN SITUA-
TION DE REGULATION OPTIMALE

Pour se placer dans une situation plus pro-
che de celle pour laquelle cette étude a &té menée,
nous considérons le probléme de régulation stochasti-
que optimale suivant :

Le systéme libre (1) est soumis 3 une com—
mande u selon

%% = Ax + Bu + w
an
y =Hx + v
Le critére de régulation est :
t
_ £ T T
U(to,tf,u) —_{ (x" Qx+u Ru)dt + (16)

+ xT(tf) PfxT(tf)

Grice au principe de séparation E7]bien connu, la
régulation optimale est produite dans 1l'intervalle
tO’ tf] par

uO(t) = R(t) x4(t) an
ol
k(e) = - &' 8T p(e) (18)

et Pt) provient de 1'équation de Riccati rétrograde

—gl; =ATp +pa-per ! TP+ Q (19)
P(tf) = Pf

A . . - k3 -
et ol Xq est 1l'estimateur linéaire optimal de Kalman-
Bucy

L'espérance mathématique du cofit optimal est alors
E ['U (to,tf,uo)]= trace [P(t:o) XOJ 20)

~ ’~
8i nous remplagoms x, par xp donné par le filtre a
mémoire limitée (12) “on aura

A

= K @n
uB(t) R(t) xtft)
finalement on a 1'ensemble d'&quations linéaires
dx _ ~
qp S Ax + BR(t) xp+w (22)
d?g ~ -~
Frai AXE + B K(t) X - LE HXE +L?HX+LBV

T T3 T
t osant z~ = .
et en posan [x : xe] on a

A YV OBKR(E) w
R e e z+ | ==e- (23)
Lot | A+ BR(t) - LpH Lyv
soit
dz _
ol Dg(t) X + (24)
avec (t) bruit blanc gaussien centré tel que
w, o0
cov E&(t)]= it B U,2 (25)
0 ILﬁ v Lg
Le cofit (16) peut dome s'écrire :
t
£ T T
(U(to,tf,ue) ='£ (zC(t)z) de+ z (t) Cp z(tp)
0 (26)
ol (
Q 0
oty = | —Amm — ==~
o | x'(t) RK(t)
et
{
. - Pf ; 0
f __—"_(""
o | 0

La condition initiale pour t = t, est une variable
al8atoire gaussienne z(t) telle “que

x(t )

- 0 =
E[z(cp)] ‘:E(to) 2(tg)
et

X 0
cov [z(to)] = 0 = ZO
0 0
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Finalement on a l'espérance mathématique du critére
fournie par

tf, T
E ['U’ (tgtesu )] =Z trace[¢e(t,to)C(t) ¢£(t,t0)—

£1]

0
ZO] dt + {Otf{‘{ottrace£¢g(t,s)C(s) ‘f’e(t,s).Ue__] ds} dt [2]

(27)
ol d@ (t,s) est la matrice de transition du systéme
27)

et de recher-
qui le rend minimum',si elle

I1 est donc possible de calculer (24)
cher la valeur
existe,

Les courbes des figures (3) et (4) illustrent cecl
pou les exemples des figures (1) et (2).

V - CONCLUSIUN

A notre avis, et aprés avoir fait un tour
rapide des tentatives de réalisation de filtres 1li-
néaires 3 mémoire limitée, 11 nous a semblé normal
yu'il existe une formulation plus simple que celles
rencontrées., Il nous paralt normal qu'un filtre &
gain constant satisfasse certain type de limitation
dans l'horizon passé et nous nous sommes attachés
4 1'établir. Sa construction est trés simple et elle
nous a permis d'analyser son fonctionnement en simu-
lation sur des problémes de filtrage ou de régulation
sur une durée limitée. La recherche du meilleur hori-
zon glissant dans ce type de problémes est possible
et on constate que dans de nombreux cas la détério-—
ration par rapport au filtre optimal peut &tre &va-
luée et est faible.

3]

L4l

(5]

Cel

(7]
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