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RESUME

On se pose, de fagon formelle, le probléme de savoir si un signal bruité
appartient ou non & une classe de signaux donnés, et d'estimer le signal dans
cette classe,

On adopte le formalisme de Dirac outil mathématique commode
& I'étude abstraite des signaux indépendamment de leurs représentations.

On démontre qu'il existe un estimateur formel qui minimise la covariance
de l'erreur d’estimation du signal sur la classe considérée. Cet estimateur a une

structure formelle de filtre adapté et est, bien entendu, indépendant de toute

représentation et peut s'exprimer sur des espaces différents permettant de pren-
dre en compte les problé d‘échantill ge.

On définit un critére mixte de détection du signal et de son estimation
dans la classe.

11 est possible d’introduire une notion de récursivité formelle indépendante
de /a notion du temps et de développer un estimateur récursif du signal.

On introduit de fagon formelle les fonctions d’ambiguités généralisées.
On montre comment on peut utiliser 'estimateur formel pour réaliser certains
ambiguimétres. Un le est donné & titre d‘application.

D

SUMMARY

The purpose of this paper is to show how it is possible to use a formal
treatment to know whether a deterministic signal in noise belongs or not to a
given set and to estimate it in that set.

Formal techniques of Dirac are used as a convenient tool in studying
abstract signals independently of their erepresentationss.

It is shown that there exists a formal minimum variance linear estimator
which has the formal structure of an adaptive filter. It is of course independent
of any «representationy and can be expressed on different abstract spaces which
can take account of sampling problems,

A mixed criterion is defined to detect and to estimate a signal in its set.

It is possible to introduce a formal recursive concept independently of the
time concept and to develop a formal recursive estimator.

Generalized ambiguity functions are introduced in a formal way. It is
shown the formal estimator can be used to realize some ambiguity function
processor. An application is presented.
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INTRODUCTION

En physique gquantique, il est bien admis maintenant de travail-
ler sur les états des systemes physiques indépendamment de toute
représentation £1]1 . il est beaucoup plus rare de voir traiter les
sigraux en tant que concept abstrait, indépendamment de leurs re-
présentations qu’elles soient temporelles, fréquentielles ou encore
temps-fréquence. Dans cet esprit, il est proposé ici de développer
un concept abstrait de détecteur-estimateur. 1| est toutefois supposé
que le concept d’«espace-signaly abstrait £ 21 est connu du lecteur.
Cet espace est désigné ici par 3 , il posséde au moins une structure
d’espace vectoriel sur un corps, un produit scalaire, et est complet

Le tableau N° 1 présente quatre exemples trés utilisés d’un tel
espace-sighal % selon que les représentations sont & horizons
non bhornés, 2 horizon temporel ou frégueniiel borné, a horizons
temporel et fréquentiel bornés. Les «états libres» de représentations
sont définis en tant qu’états propres d'opérateurs de translation. Les
relations de fermeture et d’orthogonalité suffisent en elles-mémes
pour définir W" .

Il est & remarquer qu'il existe d'autres représentations de

'X, sur € telles que les représentations lr-q—'" et 6"1')“-
pour lesquelles fes états libres sont spectres communs aux trois opé-

rateurs de translation T'(mH) , © (yo)

@(A%‘) ct T((,J;",‘) it HA‘?‘ B sont des horizons bornés temporel
et fréquentiel telsque A H <= 27N ,metvEZ,
A 21’( € Z-/N ['l] .

Le tableau N° 2 définit ces représentations ainsi que les représenta-
tions dites u-k et q-m et la représentation k—q . Ces
derniéres représentations sont fort utiles pour traiter les problémes
d’échantillonnages temporel, spectral ou numérique de maniére for-
melle. On notera ainsi la correspondance biunivoque qui existe entre

}{N et f’EN C}E [4] .

Les tableaux 1 et 2 peuvent étre , Dbien entendu,généralisés

et respectivement

a des «espaces-signauxy définis sur d’_" , en particulier pour n = 2.
et 3, cas trés fréquents en physigue du solide par exemple [5].
On congoit que la multiplicité des représentations de 26 et
des choix du corps sur lequel est défini, n’est pas sans compli-
quer inutilement les problémes pratiques de détection-estimation : un
traitement formel permet d’aborder chaque application avec le méme
point de vue et laisse a l'utilisateur le choix de la représentation la
plus adaptée aux conditions expérimentales de I'application.
La notation de Dirac est supposée connue par le lecteur [6] ,
cette notation permet de simplifier I'écriture et rend les démons-
trations plus aisées & trouver.

RAPPEL de DEFINITIONS :

1 Définitions :
.1.1 Etats stochastiques :

Sur 'espace ¥6  on peut définir un processus aléatoire | X>
comme un état de H  dont les réalisations sont desvariables aléa-
toires. Ainsi, si |¢> est un état de base d’une représentation de
# , <P|X> est une variable aléatoire. Cette définition est in-
dépendante de toute représentation particuliére et ne met l'accent
que sur |'aspect stochastique du processus en tant que caractére
intrinséque.

="

—_

1.1.2 Etat moyen :

Jm> =ELX>

ol E est 'opérateur linéaire d’espérance mathématique.

1.1.3 Opérateur de covariance :

My = E[X-m><x-m]

Notation :

Nous conviendrons que E[ Ja><&al] peut s'écrire
E[‘;)(;J en laissant tomber & droite et & gauche les barresverti-
cales des «kets» et «bras» . L'état , X ~m> est bien entendu |'état

> ~ >,

1.1.4 Processus stationnaire au sens strict :

YEER T(e)]x> = [x>
ol "T'(€) est I'opérateur unitaire de translation temporelle sur M
Dans ce cas I'état moyen | wt> est une constante,

Rappelons que : ¥ ¢ <t"f’[t‘)l$> =& b-1)s>
Tle)|E> = |E+2>

Processus stationnaire du second ordre :

¥ E T(E)IX> = |X>
{ L7, R1= o
Processus centré : E[x> =|op

1.1.5 Opérateur de covariance mutuelle : Iy y= EfXx>< ‘(]

IX> et 'Y) sont dits stationnaires corrélés si :

vt E'P{"),r-xy:l - O
1.1:6  Processus & corrélation microscopique :
C'’est un processus aléatoire stationnaire du second ordre,
centré dont 'opérateur de covariance ro est aléatoire est colinéaire
a l'opérateur identité :

N -E[X%><x]4kT

Rappelons que |‘opérateur I est celui qui intervient dans toutes les
relations de complétion gérant les différentes «bases» de représen-
tatiohde %6 ,

1.2 REMARQUES
.2.1 Les opérateurs de covariance propre et mutuelle sont hermi-
tiques, donc de valeurs propres réelles.

—_

1_.2_£ Le concept de covariance propre met en évidence, de fagon
formelle, sa véritable signification : c’est |'espérance mathématique
d’une projection selon la direction du processus aléatoire centré
lui-méme. C’est donc une sorte de «projecteury moyen du processus.
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A ce titre, les valeurs propres de ‘T"sont toutes réelles positives.

1.2.3 On peut assimiler un opérateur de covariance propre station-
naire a un filtre stationnaire : +
3 F opérateur lindairetelque: " = FF &
ve [T(e),Fl=0
F n’est défini qu'a un opérateur unitaire prés. (Notion de phase
généralisée).

Nous rappelons que puisque F est opérateur linéaire sur b

toute transformée de F existe et est définie sur 3

1.2.4 Opérateur de covariance réduite associé au processus aléa-

toire |X>
f - ELX>0

Trace EL[x><X]
Opérateur de corrélation réduite associé a I'état | s>
Yo = [s><s)
5 7 Mace Is><sl

Les opérateurs Xx et Y$ sont deux entités tout a fait
comparables et émanant de la méme définition.

Une telle conception permet de lever la dualité énergle/
puissance qui existe entre les signaux aléatoires et/ou déterministes
d’énergie ou de puissance finie : covariance réduite et corréiation
réduite sont confondues pour tout signal normalisable et ceci indé-
pendamment de toute hypothése d’ergodicité [2].

Notons bien que Erace E ITx>cx] est la puissance
moyenne du bruit x> et Fr |$><s ] estl'énergie du signal
déterministe | 3.

Le spectre de € L XXx] constitue la densité de puis-
sance de ]X3  c'est la distribution spectrale énergétique ; celui de

15> s] ladensité d'énergie du signal.

Les fonctions de corrélation et de covariance réduites regoi-

vent la méme définition : +
C(T) = &r X.T (‘t)

Une telle définition redonne d‘ailleurs & ces fonctions leur
vrai sens : ce sont des invariants fonctionnels.

5i) br Ys=1 X te r: =1 car Yo projecteur élémentaire

i)
Ery. =1 X 12 & .9
fx ki = &gt

car n’est pas un projecteur et respect de I'inégalité de

b ¢
Schwartz  tr (F4A TI1' Do .
a’o est la covariance réduite d'un processus a corrélation micros-
copique.
1.2.6 Sur M, (cf tableau 1), espace hermitien de dimension

N, on trouve naturellement :
tr 2 =4 < b‘f < 4
Tw n’est, bien entendu pas uf‘lvbrunt a corrélation microscopi-
que. Ce dernier ne peut pas étre représenté sur J{M sans subir de
coloration.

2_ DETECTION-ESTIMATION FORMELLE
21 Cas général

Soit PDG le sous-espace de % sur lequel on veut estimer
un état quelconque |y>. Soit |y > I'estimée de |y > sur PG
Soit P le projecteur de Jf5 sur P ¥6.

P=P KretaP X PIFS =)

Le critére d’estimation est celui qui existe au sens de la nor-
me définie sur @6 c'est-a-dire la distance entre ]y) ct [; >

TSN

minimum

"B estle prolecteur de A

Pour P donné, la meilleure estimée est bien entendue :
.
19> =P|y> o

Cette estimation est non biaisée et le critére d’estimation

s'écrit alors :
C=<vlr-rPly>

Si I'stat [¥> est bruité par le processus stochastique | X2,

"opérateur de covariance de I'erreur d’estimation due & ce bruit s'ex-

prime par : - “ oA
Y =E[z-¥y><z-¥]
ol [2> = ly>+ [X>
or | i) , estimée en présence de bruit n’est autre que P I Y+ X}
soit ];> + Pl)(>
Par conséquent :

T =EL[Px><«x?]
sOit : 5 e PI",}P

$’il est possible de choisir P dans une classe donnée, on pren-
dra celui qui minimisera X

2.2 Application au filtrage linéaire et & I’estimation
Soit )CF le sous-espace de Y formé par les états de P X
filtrés par I'opérateur linéaire F :

Xe=R% ALI> IS [s>=FP|s'>3
sur Xbe , P est un projecteur par-
ticulier sur la classe des signaux qui nous intéressent.

Par exemple P peut étre de dlmenswn M:

P= :l >

ou )i ><il est le projecteur élémentaire selon I’état |i>
a reconnaftre.
Daprés le § 2.1, la meilleure estimée sur P X6 filtré c'est-a-
dire XF , connaissant I’état filtré |2/ > = F 2> n'est autre que :
A
19/ >S=Flz>

. 1 ’ . . ’ ’
et la covariance sur I‘erreur d’estimation est T = PF r F;=

en définissant : ™= E[ X'><x'] Fret

La valeur du critére d'estimation est :

CF =4:'|I—-Pglz’

Le probléme revient a trouver F et 3 minimiser 2—
erreur d’estimation de ,y) due aux bruits.

E " Pseudo-inverse fonctionnelle :
Le projecteur Pe  doit satisfaire &

) Feh X P-f
Vis> , BRFP[sD> = FP|s>
soitencore:{ A
leFP=FP
Posons PF=FI’RPF+
X PF'FPA P

X PF*P. =rF*
, A opérateur sur P ¥ solution

APF'FP = P
d'ol : a
Rz (PFtFP)
adie A'A =P,
On trouve dong :
() P =rp(prtrp) pet
qui vérifie bien toutes les propriétés (i).

|‘inversion étant comprise sur P)t -, clest-
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Par conséquent :

l?l> = PF lzi> = FP(PF*FP)-'PF+,‘L’>EFI;>
L'estimée |§> sur P Y6 estdonc:

(iii) r> = P(prtePY PEt|2">

Nous donnerons le nom d’opérateur fonctionnel pseudo-

inverse a ce dernier opérateur :
P¥ - e(rrrre)'pET

Si P est de la forme proposée au § 2.2, P FYFP  nlest
autre qu‘une matrice carrée de dimension M et Pé’ permet
d'estimer les parametres linéaires de projection de ’y) sur P)6
connaissant £ Y>.

D’aprés 2.1, cet opérateur est non biaisé et minimise le cri-
tére d’estimation a F donné.

Remaraue | :

Onpeutnoterque: &r Pp = trp
Remarque I :

L'opérateur PFYF P est hermitique, si le spectre (réel) de
(P F’Fr)* n’est pas dispersé — bon conditionnement — il est suf-

fisamment régulier pour permettre une inversion stable sur P » .
Remarque Il :

Il y a autant d’estimateurs que de filtres possibles, tous sont non
biasés et de critére nul si I’état a estimer est non bruité et appartient
3 laclasse P % .

Ce qui les distingue entre eux c'est d’une part le condition-
nement de 'opérateur PFTF P conférant plus ou moins de stabi-
lité et d’autre part la covariance de l’erreur d’estimation en présence
de bruit.

24 Filtrage adapté fonctionnel :
. . ~
Peut-on trouver F tel que I'erreur d'estimation sur |y
soit de covariance minimale ? - '
- A A - L
£ =E[Z-y>5<&E-¥l=Per B
Remarquonsque %’ = FELF+
un opérateur défini, non négatif sur P26
sur X6 que &' sur Moo

T =r(rrter) PF(ETFY)F P (PFtEP)Y'P
Engénéralsur P36 , T admet une inverse : 2T =P

etque Z est
plus aisé & manipuler

£ =(prtrr) (pFTFIFRP) (P FtPP)
On démontre (annexe) que :
$'< pr'P

et que I'égalité a lieu si r~' =z F*F . (On dit que A est supérieur &
B, si A-B, A, B sont définis non négatifs).

Le filtre F qui réalise la meilleure estimation de |y surP ¥
est donc un filtre de blanchiment.

Le tableau N° 3 résume les résultats de ce paragraphe 2.
Remarque 1 :

Dans |'expression d’estimation optimale J;) on peut con-
sidérer le filtre d’estimation P{Pr-'P)Y' pH+H™'

comme un filtre de blanchiment K suivi d'un filtre adapté
Ffp = ppr'P) Ptz HY
A

1IYS = Zre'liy> +1x0]

ou encore :

Remarque 2 :si Pw= T liD i) avec <Li;D= $;5 slors
<ilprp]i> = &' ]i> 4 T4

1l vient

Remarque 3 :

P peut étre un projecteur plus complexe tel gu‘une troncatu-

re, un échantillonnage, un interpolateur {respectivement PT, PN, Pl
temporels, PT.PN.PI est un projecteur).
Ainsi I'expression suivante a une significatjon :

<ol¥> < olfT.PM. PPt PI| SND
<Al §D B <m-irrpne). T p 1) SwD>

avec : B ~ _
Yo =<ilerener . T PLPN.PT] D
Une telle procédure a été expérimentée lors d’un probléme
d’inversion de champ (filtrage spatial) et a donné de bons résultats :
Il a été remargqué notamment un meilleur comportement des
algorithmes de recherches de minima d{ principalement a
I'utilisation .d’un P!l particulier, le levé de doute entre des minima
locaux di & l'introduction des PT et PN dans le calcul de Z.
enfin un critére d’estimation plus optimal di & I'introduction de
."?‘" gii aans ce cas particuiier, prenait en compte un bruit
spatial basse fréquence important causé par [‘environnement des
capteurs et leur bruit propre,et assurait une meilleure convergence

de ['algorithme.

25 Critere de détection-estimation :
Le critére d'estimation au sens du § 2.1 n’est autre que
C =<z"|2-Pelez">
Le rapport signal & bruit a posteriori est :
Slg =<3 ¥y, < B2y GED
Fe =7 trp tr P
et constitue un critére de détection dans le bruit.
Nous proposons comme critére mixte de détection-estimation
la forme suivante :

4y)2>

Er P 4+ (2'|T-5°|2
(g)qu’on appellera énergie résiduelle,

est I’énergie de la partie du signal qui, aprés blanchiment,
n’est pas reconnue comme faisant partie de la classe F)'G , 4?' ?'}
est I'énergie du signal, aprés filtrage, identifié comme signal de la
classe P , tr P est 'espérance mathématique de I’énergie du
bruit, aprés blanchiment, reconnu comme partie de la classe P 3.

Cooe =

Siter0, Cpe n‘estautreque 3/®.
Si Cepo b S/ImDPDL , Cp_e peutétretrés
petit si le signal n'est pas de laclasse P #€.
M-z
SiPest Z [i>ei] alors la trace de P est M et
ixo
<y'l g')est donné par :

FI2'S> = E <ily> il 2>
Il faut noter par ailleurs que
<»’l2’>= <z r"l2> | énergie du signal blanchijest une
grandeur sans dimension.

26  Application :
Reconnaftre un signal de la forme :

22\ 2 £
$.¢,¢ll‘) = '\o&;(’ + (-[':—‘-?— l) "'A:{;—;W

c’est-3-dire en définitive estimer les paramétres A, et X, . Le signal
s'(l—) est issu d’un capteur de fonction de transfert @/p) , le
bruit & la sortie du capteur est de densité spectraie ¢(w) .

Paled>col + I1>ct]

$5() = <H 0D X sft) =<elrd
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En apbliquant le formalisme de Dirac aux relations du ta-
bleau 3, dans une representatlon fréquentielle, on trouve naturelle

ment: AT f_,___,,_)_s (D55(0) | 6 (w)|'dew & =5

b J 5 (w). Stw). 6°6=) 4oy, %
A = z‘ - :G_ ¢{w) =T |A
M _L» f,r(w\. S,(w) . 6_‘[2? ey '

Le critére de detectlon estlmatlong’ecnt alors dans :
- 4\. l + )n Y

2 IS'(-')!{J -a.x —3‘:3‘!
+ ] & () “

1,'(‘

On rappelle que I‘erreur d’estimation sur A et a\, est:

T = (rr'pP)”

En pratique, si I'on travaille sur }EIV — en prenant les
précaugions d’usage [ 4] — il faut introduire le projecteur de 26
sur HN et passer par isomorphisme sur ]-C”,en toute rigueur.

2.7 Cas de plusieurs capteurs :
— On peut généraliser ce formalisme au cas de la détection-
estimation de K signaux lY.) & reconnaftre sur les classes P,
et limités par les bruits bi. On introduit alors :
ubl’nq[ﬂ,, .. Py. ,] B . (‘o, y oo Lk ,) €
F-€E[B><BT K [F5=(lin %)) ¢
I?‘ > = (12'>... lz,,_,))é

La menlleure estimée est alors :
F>-S(Pr @) e x7|z>
Le filtre w'
lisation des K bruits.
Le critére global de detectlon-estlmatlon des K signaux est

< Y15
[red ’
+ <2 J- %2>
L'introduction d‘un tel critére giobal s’avére intéressant
lorsque les rapports signaux & bruits sont trés différents d’un cas de

détection a un autre et lorsque le filtre est auto-adaptatif :
on ne privilégie a priori aucune voie par rapport aux autres.

alors :

C°_¢

3. RECURSIVITE FORMELLE
3.1  Evolution et découvert :

En général, I'observateur n'a pas accés d'emblée & toute une
représentation de , mais celleci lui est révélée petit a petit
dans un sens d’évolution bien défini, ceci veut dire que la complétion
de I'espace ne lui est pas accessible d'un seul coup.

Soit donc une partition de Y6  définie par les projecteurs
orthogonaux Pi, que nous supposerons dénombrables pour commodi-
té des démonstrations.

= S;,,‘P; & ?,:P.'+ K f?‘: I
I . nest pas accessible, mais est découvert petit & petit, soit
le projecteur défini par la récurrence :
Ty =T, + By

Nous donnerons a I'indice n le nom d’évolution. Celle-ci est
orientée dans le sens croissant de n. TT,, est le projecteur de décou-
vert ou découvert a |’évolution n.

3.2 Estimateur fonctionnel récursif : cas du bruit blanc ;

, 1>

$ T T = Pl=>

est un filtre de blanchiment d'orthogona-

I'observateur n‘a accés qu‘au découvert
la meilleure estimée & I'évolution *n'est

A l'évolution n,
J2o> = T, 12>
donc,daprésle § 2 :
130> = POPMP)'Pl2u) = T 20>

w =, <P(rmP)P

Le probléme est d’évaluer [‘évolution a+1  de I'estimée

et de la covariance d’erreur, on démontre alors :
-l -1
Eusr1 =2, + PR PaAaPT P

et

d’ou _,
,l) ntt = zn "’Z nn[run"‘ »1t~ m] pn
L'évolution de |'estimée se déduit de :
I?I”“> = ’:nﬂ ’21"“>=zun|t’">+z». ‘2’« lz)
soit :

Ped
,u) ,Y,nn) = 'y,n) +Z~N[ P 12D - ‘mly,n>]
La nouvelle estimation est donc égale & |'ancienne augmentée
de I'écart entre I'estimation ancienne et la mesure évaluée a I’évolu-

tion n+1 ,affectéedu gain  fonctionnel K =X u,, .
Bea 12> caractérise bien la nouvelie inforTation sur |z
L'état: JiND = Prsrt] 2> = By [ 710> est

{'innovation a I'évolution ws1 .

On appellera opérateur d’innovation :

N‘,,., = Pho-v "'ﬂu-r Z‘. Tr;,
On démontre que la covariance d'innovation est donnée par :

.iﬁ) Qn" = }-’u-'v + Pkn :u Pnﬂ

On peut donc écrire :

Zﬁﬂ "Z - z 'Q'n-n Z
On définira R,y par:

Qn-o: Rupa= E-ﬂ
Le critére d’estimation a I'évolution n est
Goor = <2,0n01] 7, wer>

On définit I'opérateur critére par :

(kf" 4 <=2 | Ciga[2D ssit € = Z
et on démontre que : #4TT et S e
-t
JV) ¢"ﬂ = Ch +&" ln Qu N
Application :
?.. =’l><u'

Cosz = Cu + z?(..ﬁ) I"‘(“") y,,[un)l
avec ki, = Ll Ty [ur 1D
Les relations () &( ") constituent la représentation
récursive de I'estimateur selon les .

k(

3.3 Initialisation a l"évolution n : cas d’un bruit quelconque :
Soit P le projecteur sur I'ensemble des signaux de la classe
PG filtrés :
§)  Pe=rFr(PrtFP)TF'P

On souhaite estimer |y > connaissant le découvert
IT.' F'l> ='2;ll> . ‘
Le projecteur sur 'espace des signaux ainsi découverts est :
i) Pen = TP (T Fe)' B T,
En explicitant P  dans P,.,,, par {i), on démontre que :
PEwn = muFP(PF*T, FP)" PP,
En conséquence, la meilleure estimée sur P ¥€ 3 I'évolution
n, connaissant 2% x> est :
{ 12> =
X,
On notera que le blanchiment F

F*l 2$~>
=TI
em:*ﬂ FPY ere
* élargit I'horizon de f2ind>
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3.4 Estimateur récursif : cas d’un bruit quelconque :

;:.:1 '-"z—‘ + PF? nHFP

Il suffit donc de remplacer dans les expressions (j} & (j v)

dug§ 3.2 PR par PFYPuyy et By, P par Fup FP.
d'ol :

i Rutr =Pyt + et FZ4 F*R,,

) Tuer =L, ~Z,FtQ  F,

il l;‘l“”>=lql.‘>+ Zv-hF+HN >
hard = P.,“ I=7> ~ Puer '?'l">

Nysr = Pupr = Boss FZ, F‘+Tr,,

) Corr =€ 2| Cugy]2°D =2 K27, u44] Fowed

+ -1
4 nJt ~ ]
Cper = Lo 4wt = Mgy ¥y, Way,

3.5 Généralisation :
Comme au § 2.7, il est possible de généraliser la récursivité
formelle au cas de K signaux ,\/;>

4 FONCTIONS D’AMBIGUITE GENERALISEE :

4.1 Définition :

o L’expérimentateur, «l’observateur», qui décrit un phénome-
ne adopte un systeme de coordonnées inertielles & trés particulier
parmi beaucoup d'autres pour décrire le phénoméne. Tout observa-
teur utilisant un systéme de coordonnées inertielles différent est
capable de rendre compte de ces phénoménes, en particulier d'obser-
ver et d’identifier un signal. Si deux observateurs O et 0’ utilisent
respectivement les systémes de coordonnées inertielles S et S, 0
observera I'état | 2> tandis que 0’ observera I'état | >
définit ainsi un opérateurld <ar 7€ qui doit satisfaire au principe de
superposition des états et 3 la conservation du produit scalaire. U
est donc un opérateur unitaire : UUT = I

On définit la loi de composition
sur ces opérateurs qui leur confére une structure du groupe de

Lig sn f est une fonction analytique des variables continues
A et ﬁ [¢].

Si ur ) etV[p) sont des opérateurs unitaires de ce type,
appartenant ou non au méme gro_ge ou sous-groupe, on appelle
fonction d’ambiguité entre X ete la fonction :

(2,8) = Trace U (P) y V) €
ol " est |" opérateur de corrélation ou de covarlance rédmte du
signal observé (cf § 1.2.4). C'est un invariant fonctionnel.

42  Exemples :
4.2.1 Autocorrélation :
L
{H) b 'f'll'))/'f'(l') ‘f’(‘ H
422 Amblgultétemps«fréquence )
f
[l w) = tr ’P(t-) Yy @(w)
[t S,
e el
4.2.3 Ambiguité translatlon-affmlté‘

{'4 'H'[o()a’ ,T' 1\) o

=\_«r__,/ ofg) er) de

<al>

X[r,.()

Uiz ) u(p)-ulgip)

Nota :

si x,p,J sont les générateurs des groupes de £7/¢ de
translations fréquentielles, de translations temporelles et d’affinité,
on rappelle que :

Cx,Pl=C¢

U1, x]=:X% Cr,1]=:iP
etque .
t‘t‘P

T(e) = K Olw) = ¥ XAl = Jtaxd
<e—/7"/r){s> <t-rls> K Qo Om)lsd =cwsn)s>
<wlB(2)]s> = u'_l,ﬁ <L)s>

4.2.4 Généralisation

Si )@ est défini sur un corps 0:", U et V peuvent étre des
opérateurs des sous-groupes de Galilée ou de Lorentz, couramment
utilisés en Physique L9 ,

4.3 Fonction d’interambiguité :

. 1> il ELXid><X1
Soit : X;‘i ;-_-___%.” ot 3 s
(cilid<¢j)iv)a ( tr l‘xl. N SAT o 3

Alors :

L BF) & b ll2) p VIF)
44  Intensité d'ambiguité : -y
- iy -9
I','," /“IB) é ’ Xi-)' ﬁzp)]
C’est la fonction habituellement générée par les processeurs
3 optique cohérente [ 3],

5 APPLICATION
Soit : P= T |i><i)

X:’[" 4 ?)

ayvec

il4 D= 51‘-3.
Ale) le><il p+

S o A

<s | o) At D>
N<s1sy!

n

On définit alors I'intensité d’ambiguité par rapport a I'espace

P) par :
2_ 41T Rl PATTH] >
I(l,-a) a 2:, x-{l,f‘)l -;--..(l )<s|)s>'7< ’

On reconnatt ici le critére d’estimation de I"appartenance de
retat ATPY [a> alaclasse P X0 . Ainsile critére
d‘estimation défini au § 2 apparait-il comme une fonction d’ambi-
guité particuliére lorsque P est observé selondes points de vue iner-
tiels différents.

Dans I’application du § 2.6 on a ainsi :

. b .
Ceci reste bien entendu valable pour tout projecteur et a
fortiori pour le Pe optimal {cf § 2.3).

Le critére de détection-estimation défini au § 2.5 est donc &
considérer comme une extension de la notion d’intensité d'ambigui-
t€ : appliqué a I'exemple du § 2.6, il permet de trouver les parameé-
tres non linéaires «d'observationy et puis ceux d'estimation
d'état A, et ), .

La figure N° 1 représente un signal de la forme considérée au
§ 2.6, tronqué volontairement. La figure N° 2 représente le critére
de détection-estimation du § 2.5 : c’est un véritable ambiguimétre,
le plan considéré pour le tracé est ® en abscisse, Le§ & en ordonnée.
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6 CONCLUSION

L’intention de |‘auteur était d’'une part de donner un trés
bref apergu d’un certain nombre d‘idées sur le plan purement
formel dans le but, non pas de compliquer les notions classiques,
mais, au contraire, de les intégrer dans un formalisme d’usage trés
général et simple permettant d'aborder des problémes de complexité
trés différentes avec le méme point de vue, d’autre part de montrer
que de tels outils sont effectivement applicables.

Le formalisme qui vient d’étre décrit a fait I'objet de plu-
sieurs applications par le Société CROUZET que cela soit en repré-
sentation spectrale, en temps différé, en récursivité temps réel, avec
ou sans auto-adaptations du filtre de blanchiment. La plupart des
applications considérées traitait du probléme d’inversion de champ
physique en temps réel. Crouzet présente au cours de ce
méme colloque, le systéme informatique qui réalise cet ambigui-
metre «affinité-translation» en temps réel avec une définition de
prés de 2000 points.

L'auteur tient & remercier la Société Crouzet pour iui
avoir traité I'exemple particulier présenté ici et remercie son col-
légue et ami Monsieur P. CARTON du DERA (CERT) quiaeu le
grand mérite de démontrer la faisabilité pratique d’une telle appro-
che formelle. Il remercie également Monsieur J.M. GLINER de chez
Crouzet pour avoir mis en ceuvre l'application temps réel sur le
plan informatique avec succés et trés grande méthode.

ANNEXE k) Hl>T+ W' BH (xT + H"BH"]'H*' =

F 42xB +8717'8%  svee HH =T

M) 2T42xB +-C = VIVA (c-Br'BY)
Ve xH +BH? cU[=T + W BH"]

Jvee
kkk) (xR +B)F(xA+B)* sk PP Woe .
kv) (h8) & (kkk) =
[Ars* +8rAtl[arA*] Ars*s sra’] < 4ars’

Inégalité de Schwartz fonctionnelle sur les formes définies
positives.
u) Application :
A-retFrt A BaP
- ~t
(PPiF P)(pr*F T EE ) (PFIFP) & PLTP

soit s £Ler'p f. §2.4

L*égalité a lieu si : FrFt* =T ou #fH¥Ir=1 .
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w

TABLEAU N° 1: ESPACES FONCTIONNELS USUELS EN TRAITEMENT DE SIGNAL

¥, | erar  1imsE ETAT PROPRE DES OPERATRURS ORTHOGONALITE COMPLETION
Generateur des transla-~ +oo
‘u> w € R tions spectrales: X (ulu'> = S(u~u') j,“> Ju<ul =
Ge teur des transla-
Hl o keR | et K k| WS = §(k-ke) J ey diegh]-x
chu ek-k Chu !
fule) = <<lk> = Aoe g [ e 80| ] -
up weH X Culw> = $luw) f DYRIE
Hq Generateur des transla- ,
> » € 2Z- tions sur H p > = by pet i 'E"><t“ =X
fucm L A er(‘u—y} ftlng lurf‘
Generateur des transla- + oo
> meZ | tlomssmer WD = Gt g [m><ml=T
HSL ’ - 4
T I ken K <kl kD> =80k)| [ [e><klak=T
Umr sk 400 2itrm ki’ 2k ep
Plrl= <wlk> =foe” * e tete 2 et T ke o
N-1.
> m €7, Echantillon Lim [ w'> = &,/ % [pSm| = T
Hn p=
k> pEZ[y | Mo wrowre S| =bppt | 2 O<K| =T
zm—_& N-d lemad_&_(_.) ~-d zerrﬂ-z%-;—“!.'
TPL(M) <M ’H> = -—. < a ua:; € S/'/“ %H—:o € = s”'l”"
'TABLEAU 1 2: AUTRES REPRESENTATIONS DE L' ESPACE FONCTIONNEL H
Y4 ETAT LIBRE ETAT PROPRE DES OPERATEURS ORTHOGONALITE COMPLETION
k) pezZ ke | K X T(mzx) pK |pkd =8, o Slk-K) ;;Lflkmkxﬂk[ =
’1:”‘) 1 € H ' m el X K @("'—QFF) <1/W”7m>=s(‘{"ll) gh’m' ?:_‘: JH dlcl hm><1m| =I_

<7m“4k>=¢1-t; <xﬁ[k1 +J§I£'I:mk +,A.Q.q]

T(mH) X @(ﬂ.Q_)

<‘!'1' ,Ie:,> —3 gfk-le') %-1'}

ka 4.,, |k.,><:..,\ T

lkqud k Yy q EH/N . . 4| dk(d qum Ceym|=1]
) 3 ) @) gyt ] g P
lkapd kesjy q€ H/n -y Nes e kid % kA ap)- T
v €ZN Q=N T(wH) 'I“'(m%) Q(,m.) i Jhgp> =8, 0 (k) o) LZ'., L/:mn' 18> Chape

"a'wlh ::1
<Kq'mlkqp7 =g

exp [tir e | (k) ${a~')

E

,u,m(kﬂ)

r,m[ '«)" "In[kq J—ka +7’4_$‘L]

ﬁl\'l.‘ Io on> m él”v

O (v%)

s(k)54

Coow’lvo > ::(hm \

o oo ’AL
Z- leewdDL l o n

ht = O

H |G leor> wean

T

<oa"'{oo,4> :sl‘//‘-' ([’\) S(Q)

[

E;_ loopx}(oarqz%?hl
p=e

<oom| o opy = S(v) $(k) exp 2i1r‘t‘_;“:‘_ D.RT,

- f TeH) 8 (va)

NOTA:

et vice et versa. S.lrftles
commutent,

1.Tout état de}{;vpeut etre genere par un état de HN

projecteurs f3, et PH

"k xu«> (:. +a)

$(y~") $(k-K')

LKylk]kgd =1 X S0~ q’) S(k-+')
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FIGURE N° 1 : SIGNAL TRAITE

FIGURE N° 2 : CRITERE DE DETECTION-ESTIMATION : AMBIGUIMETRE




