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RESUME

Une propriété de Markov est définie pour des processus
& deux indices. Cette définition, directement inspirée
du cas & un indice, est compatible avec celles déja
données pour des champs gaussiens. On montre 1l'existen-
ce et 1'unicité de la solution d’une équation différen-
tielle stochastique relative & des processus & deux in-
dices. Les conditions, assurant la propriété de Markov,
restent encore & préciser en général. On propose un
cas particulier d'éguation ol le caractére Markovien

de la solution est conjecturé.

SUMMARY

For two-parameter processes a Markov property is defi-
ned. This definition is directly inspired by the one
parameter case and is compatible with the one already
used for gaussian fields. A stochastic differential
equation for a two parameter process is considered and
the existence and unigueness of its soclution are pro-
ved. It is not yet known under which conditions the
solution of such a general equation is Markovian. Ne-
vertheless a particular type of stochastic differen-
tial equation is proposed for which the Markov proper-

ty is conjectured.
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1. INTRODUCTION

La définition d’une propriété markovienne pour les
processus a deux indices a soulevé un certain nombre

de difficultés conceptuelles dues & la perte de la

relation d’ordre total en passant de la droite au plan.

La tentative faite par CAIROLI dans (5) ne semble pas
avoir abouti & un concept de propriété markovienne fa-
cilement manipulable. Par contre, dans le cas des pro-
cessus gaussiens, les définitions équivalentes données
par NUALART et SANZ dans (1) et KOREZLIOGLU dans (2)
ont permis de faire des extensions immédiates des pro-
un para
métre. On définit ici une propriété markovienne pour
les processus & deux indices qui semble &tre une géné-
ralisation raisonnable de la propriété markovienne

pour les processus & un indice.

Au paragraphe 3, on donne la définition de la proprié-
té markovierne pour des processus & deux indices, et
on étudie rapidement les conséquences de cette défini-
tion ; on montre que celle-ci est équivalente a celle
qui a été proposée par NUALART et SANZ dans (1) et
qu'elle coincide avec celle de KOREZLIOGLU dans le cas
gaussien. Une étude plus détaillée sur la propriété
markovienne est publiée dans (6). Au paragraphe 4, on
étudie 1'existence et 1'unicité d’une équation de dif-
fusion & deux paramétres qui a été proposée par J.
SZPIRGLAS, et on conjecture une forme particuliére de
cette équation dont la solution serait un processus

markovien.
2. PRELIMINAIRES

BDans toute la suite, z = (x,y} représentera un point

générique de Rf. Etant donnés deux points z et z', on
écrit z < z' pour x ¢ x' et y < y', z €«z" pour x < x’
et y < y’, et zAz’ pour x < x' et y » y’. On désigne

par zrz' le point (x,y’'), par zAz’ le point (inf(x,y),

infix',y'))et par zvz' le point (sup(x,x'), suply.y')l.

On note ]z,z’] le rectangle {ueR?; z « u < z'} et on

pose Rz = ]o,z]. Tous les processus considérés ici se-

ront indexés par RZ R (zO = (xo,yoleﬁf] et seront de-
o

finis sur un espace probabilisé (Q,A.P).

La théorie de 1’intégration stochastique développée

dans (3) et (4) est basée sur une filtration

F = [Ez,zeRf] de sous-tribus de A, vérifiant les con-
ditions ci-dessous

(F1) E est croissante (i.e.z< z' = £,cE,.3-

(F2)

nm

o ontient tous les ensembles [P-négligeables

e

a
>

(F3) E est continue & droite(i.e.F = 2(1 E_,])
c -z

(F4) Si on pose F. = \F oy F2 = E
L L Lz A (s,
LN [DE};E]V) SE[_O,XO‘J (s,y)
E; et E; sont conditionnellement indépendantes par

rapport a Ez

On ytilisera la terminologie suivante en ce qui concer-
ne les différents types de Passé relatif & la filtra-
tion £ ; Ez sera appelée le Passé strict jusgu'au point
z, E; le Passé horizontal, E; le Passé vertical, et

_ el 2
EZ = Ez Y EZ le Passé large.

En ce gui concerne la filtration E, on étendra 1’ensem-
ble d'indices au domaine D = {z » 0} en posant

£, = (2,4), ¥ zeD. D'une fagon similaire, on &tend le
processus (Xz,z ERZO] a (Xz, z ERZOLJD] en posant

X_ =0V¥zeD),
z

Pour un processus X = (Xz,z eRf] on pose

XNz.2'] = X_,#X_-X VX, .
z' "z Tzwz' "z'8&z

On dit gu'un processus (Mz,z ERZ ), intégrable, est :
0
- Une martingale forte si M_ est Ez—adapté et,
vz'>z, E[M]z,zﬂ IE:] =0
- Une martingale si MZ est Ez—adapté et, Y¥z'>z,
EM,, [E,) = M.
- Une 1-martingale (ou martingale horizontale) si I"I2
est Ei—adaptée) et,
s 1
< : = .
<t vy B, TG ) T My
- Une 2-martingale (ou martingale verticale) si MZ est
E;—adaptée, et,
Sy 2 = .
A AL N L N I [
- Une martingale faible si M est Ez—adapté et,
"> ’ =
vz'>z, EM]z,2 ]|E)) = 0.
On montre qu’une martingale forte est une martingale ;
qu’une martingale est une 1 et 2-martingale, et gu'une
1 et 2-martingale adaptée est une martingale ; enfin
gu’une T-martingale, ou une 2-martingale, est une mar-

tingale faible.

Soit B une mesure aléatoire gaussienne centrée définie
sur les boréliens delRf, telle que

E(B(A) B(A*))= |ApA’[, ot |A] désigne la mesure de
Lebesgue du borélien A. Un drap brownien B = (BZ,Z'SRZD]
est la version continue du processus défini par

Bz = B(RZJ.

On démontre que la filtration naturelle complétée de B
vérifie les propriétés (F1)-(F4) définies plus haut.
On se référe & CAIROLI et WALSH (3), et WONG et ZAKAI
(4), pour la définition des intégrales stochastiques

par rapport au drap brownien relativement & £ sa fil-

tration naturelle.

Si (f(z), zeR
Zg
tel gue J@ E]f(z)| dz < +», alors J; F[u)dBU est une
z z
martingale forte telle que

2
E

) egt un processus mesurable, F-adapté,

R, T (a8,

- RZEIf[u]lzdu, VzER, .
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Si Y(z,z') est une fonction mesurable de (z,z'), telle

que - Ylz,z') =0 sauf si zAz’

- Y(z,2') est E ,-mesurable
=zvz

- Jéz E[¢(z,z')|%dz dz' <+
Zg !
y 2 z . H
alors 1’intégrale stochastique ﬁ}ng(u’V]dBudBv est
une martingale telle que vf
2 _ 2
E|R <R wtu,v)dBUdBv| 2 XREN}(U,V)] du dv.
zZz z 'z
De méme, les intégralesig;Rw(u,v)du dB, et

RYxR w[u,v)dBudv sont réspéctivement une 1-martingale

et“uné 2-martingale, telles que
J ./ ,

El § (g¥lu.vidu dB,[%=  CElbu,v)|du av
FAR 4 2"z

= E[R <R¥(U,vIdB dv]?.
z z

Une semi-martingale du drap brownien est définie dans

(4) par :f
e T o T fOtA prwes,) (2.1)
+§£xR£(U:V][w[U:V]dBUdBJf[uV]dudafg(uvldaudv]

ol I(z,z') désigne 1'indicatrice de 1l'ensemble
{(z,z*} ; zAz'}, les différentes intégrales stochasti-

ques étant définies comme plus haut.

C'est sous cette forme qu'on étudiera, au paragraphe 4,
une Equation Différentielle Stochastique & deux parame-

tres.
3. PROPRIETES DE MARKOV

3.1 - CARACTERISATION GENERALE

0On considére dans ce paragraphe un processus

X = (XZ,ZE:RZD) et sa filtration naturelle complétée et
rendue continue & droite E.

Dans le but de simplifier les notations, on désignera
par P[Xq,..

[X1,..

.,Xn|§) la lol de probabilité d’un ensemble
.,Xn] de variables aléatoires conditionnellement
a une sous-tribu G de A.

Siz' €R;, z'Az est le point de Rz le plus proche de

z?

DEFINITION 1.
Le processus X=(Xz,zeRzo) est dit markovien si,

c
ERZ,

*
VzeRZO, ¥nelN™, Vzl,...,zn

P(Xy Xy o-oaX, |E,)
(3.1)

z |X21AZ’X22AZ""’XZn/\z>

= P(X, ,...,X
21 n

REMARQUE 1. La condition (3.1) est équivalente & la
suivante VzE:RZ ,¥f,,...,f fonctions boréliennes bor-

. X 0 L
nées, YnelN", ¥V_ ,...,z €R_, (3.2)
z n

n
[+
n 1 n z
EC T £, 0 ME )= ECIL £, (X, 1[X, ppenesX
i=1 i i=1 i 1

z Az
n

DEFINITION 2.

X est dit horizontalement markovien si

* c
¥z gRZO,Vn eN”, Vzl""’zne(RZﬂZo) , (3.3)
P(XZ s .,X2 |E;)
n
= PUX e Xy X sk )
Zq z,'"zazy z8z
X est dit verticalement markovien si
% c
Vzg:Rzo, ¥nelN®, Vzl,...,zn E(Rzoaz) (3.4)
PUX, eevaXy |E2)= POX, seensX [X0 o punenX )
Z; z,'5z 2] z, "z 02 z 8z

La proposition suivante donne une caractérisation de la
propriété markovienne moins redondante que la défini-

tion 1.

PROPOSITION 1.

X est markovien si, et seulement si, X est horizon-
talement et verticalement markovien.

La propriété markovienne confére a la filtration E tou-
tes les propriétés utiles au calcul stochastique. en
particulier (F4) du paragraphe 2. La démonstration de
ce fait et celle de la proposition 1 sont faciles et
plutdt géométriques ; elles sont données en détail dans

(6).

Le théoréme suivant donne une troisiéme caractérisation
de la propriété markovienne, mentionnée et développée

dans le cas gaussien, par NUALART et SANZ dans (1).

THEOREME 1.

X est markovien si, et seulement si

' Xy _
¥z, ¥2'52,P(X, [ ED)=P (X0 X X, X,00,)  (345)

Démonstration. Si X est un processus vérifiant la rela-

tion (3.5), on montre, en utilisant plusieurs fois
(3.5), que X est markovien ; la démonstration, qui est
purement géométrique, est donnée en détail dans (B).
La réciprogue est moins évidente, on en donne donc ici
la démonstration, aprés avoir établi un lemme prélimi

-naire.

LEMME 1.

Soit F et G des sous-tribus de A, telles que £ G,
et X’Yl""’Yn des variables aléatoires de
L2(,A,P), telles que ¥F,90,. .

Tiennes bornées,

s, fonctions boré-

n n
E(F(X) T g5 (Y:)[E) = E(F(X) T g;(Y;)]€)
i=1 i=1
alors,
E(f(X)lEvo(Yl,...,Yn)) = E(f(X)Igvo(Yl,...,Yn))
oll c(Yl,...,Yn) désigne Ta plus petite tribu qui

rend mesurables Tes Yi‘

Démonstration. On suppose n = 1 pour simplifier. Un

raisonnement de classes monotones montre que toute v.a.
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EvolY) (resp. GvolY))-mesurable, positive bornée, est
limite croissante de sommes finies du type 2; Uihi(Y]
ol Ui est £ (resp. G)-mesurable et hi borélienne bor-
née. On en déduit, d'une part, gu’il suffit de véri-
fier.:

E(F(X)g(Y)Z) = E(E(F(X)/Evo(Y))gly)Z)

pour Z v.a. G-mesurable et g borélienne bornées.
D'autre part, gu’on obtient gréce & 1'hypothése
ECE(F(x)/Evo(Y))g(Y)Z) = ECE(E(F(X)/E va(Y))g(¥)/E)2).
Cette relation conduit au résultat.

Démonstration.

Revenons maintenant au théoréme 1 et considérons X un
processus markovien.

Soit & calculer E(f[XZ,]]E:), pour z' >z,

Remarguons que,

si G2 = o(X_,,z"Az) = V[o(X_ ,...,X_ ); Vi,z Az], alors
=z 2z z i

n

z
v el =F2V Jolx ,...,X
=z z Zn

X 2
z =z 1

£, ); vi,ziAz].

"
{3

Soient donc 21,...

boréliennes bornées,

n
alors E(F(X_,) I g, (Xx_ J|F)
z . 1 2, =2z
i=1 i

»z tels que Vl,ZiAZ et ByrererB

= E(f(X

2 RN S

n
Y I g, (X J[X., X
1 z. Z RZ z,RZ Z m®zZ
i 1 n

i=1
D'od, en appliguant le lemme 1,

ECFIX I [E2volX, ,eeenX. )
z =Z 21 Zn

= E(f(X )Ixz,ﬂz,xz I T S P

1
z 1 1 n

Or, les tribus F2vo(X_ ,...,%X_ ) engendrent Fx, tandis
=z z Zn =z
gue les tribus o(X

Gl
:Z.

X, ,+..X_ ) engendrent
zpmz’ "z zZn

zqmz” """’
Le théoréme de classe monotone permet alors d'écrire

ECROX,)|ES) = ECFOX_ ) [BLvalx,, _))
zZ =Z Z =Z Z RZ

: 1y . 1t
Mais E(F(X,,)g(X, J|t=32J E(FX,,)g(X Jlgzlgzl

z'RZ

)| x

'Rz

= E(f(X_,)g(X x_|61)
z =z

zmz' "z

)X

z'gz

= E(F(X,)g(X X_).

z'wz zrz'’"z

En appliguant une nouvelle fois le lemme 1, on a (3.5).

La proposition suivante met en évidence le caractére
fondamental d'un processus de Markov : conditionnelle-
ment au présent (strict ou largel), futur et passé
(strict ou large) sont indépendants.

Soient

X

52 = UU%,:Z>Z,X'=X ou y’'=y) = tribu du présent large

§§ = 0(X,,2z>z) = tribu du futur strict
KZ = OKXZ,.2'<z,x'=x ou y'=y) = tribu du présent strict
§2 = O[XZ,,Z'KZJ = tribu du futur large.

(On remarque que passé, présent et futur stricts for-

ment une partition de RZ , de méme que passé, présent
o

et futur larges).

PROPOSITION 4.

¥ Y g¥-mesurable, bornée, E(YIED) = E(YKD).

¥YG -mesurable, bornee, E(Y|§Z) = E(Y[gz).

REMARQUE 2. Etant donné une filtration F quelconque,

satisfaisant aux conditions (F1)-(F4) du paragraphe 2,
il est possible de définir la propriété markovienne
d'un processus X relativement & cette filtration, exac-
tement comme dans la définition (3.1).

On peut conjecturer gque le théoréme 1 est encore vrai
sous cette nouvelle formulation. En tout cas, un examen
attentif de la démonstration de ce théoréme montre que,
dans le cas o0 la filtration F est la filtration natu-
relle d’un mouvement brownien, tous les résultats pré-

cédents restent vrais sans aucune modification.

3.2 - CAS GAUSSIEN.

Dans ce paragraphe, X = [Xz,ze RZO] représente un pro-
cessus gaussien centré. Pour un processus gaussien Ez
représentera le plus petit sous-espace hilbertien de
LZ[Q,Q,P] contenant la famille (XZ,,z’<z].

Pour une variable aléatoire 7 de Lz[Q,Q,P], et un sous-

espace hilbertien H de LZ[Q,Q,P], (Z/d) désignera la

projection orthogonale de Z sur H.

PROPOSITION 5.

X est markovien si, et seulement si,

VZeR, s Vzitz, (X, lH,) = (X [0, (3.6)

Démonstration. L'équivalence de (3.B8) avec (3.1) dans

le cas gaussien, est due au fait que la tribu gz est
engendrée par les combinaisons linéaires des

X_, z'fz.
z

Le théoréme 1 prend alors la forme suivante :

THEOREME 1'.

X est markovien si, et seulement si
1 -
VzeRzo, Vz'>z, (XZ.ILIZ) = axz.m+bxz+cxm., (3.7)

ol a, b et ¢ sont des constantes de projection.

La caractérisation des processus gaussiens markaviens
par (3.8} et (3.7) a été considérée par KOREZLIOGLU
dans (2} et par NUALART et SANZ dans (1).
Avec des hypothéses de régularité sur sa fonction de
covariance, comme dans (1} et (2), on peut mettre un
processuUs gaussien markovien nul sur les axes sous la
forme suivante ’

X, = d)(Z]J'R GluldB ,

z
ol ¢ (z) est une fonction non aléatoire continue positi-

ve et G(u) est non aléatoire de carré intégrable.

Supposons maintenant que ¢ soit de classe £? et G de
classe C', alors, en différenciant par rapport & X puis

y, on obtient 1l'’éguation suivante
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[T s

Yy

2 -

X, = i,y ¢ LOGYIX dxdy+(§9{x,y3}.G(x,B]dBXB)dy
y X3y y y (]

(3.8)
3 "
+(——(x,y]j’5[a,y)d8 )dx+¢(x,y]G(x,y]de
9x 4 ay y
o0 ¢ '(x,y) désigne 1’inverse de ¢(x,y) et ol dxxy Te-
présente la différentielle d'ordre 2 par rapport & x
et y.
On montre que X est une semi-martingale du type (2.1)
qui a la forme intégrale suivante, od u=(s,t) et
v=(s’,t']2.
x = 28,0107 (e, 00%_ du +f 6(0IG(uIAB

z RZBSBt st 2 u
z (3.9)
o [ 1w Paawi®Brunvauss 22 uvv)2Btunv)ds ov]

ot 3s as! at
R_xR
z7 'z

On reviendra sur ce type d’éguation & la fin du para-

graphe suivant.
4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

D'une fagon analogue aux processus & un indice, on dé-
finit une Equation Différentielle Stochastigue (£.D.S.)
comme une semi-martingale, dont les termes figurant
dans les intégralés sont fonctions instantanées de Xz'
On etudie donc 1’Equation Différentielle Stochastique
suivante :

xz+xD-x;-x§ =j [Otu,x du + ¢tu,x 1a8 |

Rz

+‘(I(u,v][¢(u,v,x )dB dB +f(u,v,X JdudB
szRz uVv u v uVv A

(4.1)

+g(u,v,XuVV]dBudv]

ol XO représente la valeur 1'origine, X; et X§ les

a
valeurs sur les axes, avec XO = Xé = Xé.

o]

sont telles que X_ soit F_-mesurable, X! soit F -
0 =0 x =(x,0}

X, X;, X; représentent les Conditions Initiales, et

mesurable, et X§ soit E -mesurable.

(o,y)
Cette équation, dont 1'étude a été suggérée par J.
SZPIRGLAS, est une forme généralisée de celle qui a 8té

étudiée par CAIROLI dans (5).

Le théoreme suivant établit l'existence et 1l'unicité
d’une solution pour 1’équation (4.1), moyennant guel-
ques hypothéses de régularité sur les fonctions 0,¢,V,

f et g.

THEOREME 2.
Soit B un drap brownien, et E

sa filtration natu-
relle.

Si les fonctions 0(z,x) et ¢(z,x) sont Tipschit-
ziennes par rapport @ x, uniformément en z, et si
Y(z,2',x), f(z,2"',x) et g(z,z',x) sont Tipschit~
ziennes par rapport & x, uniformément en (z,z'),

alors 1'E.D.S. (4.1) admet une solution unique,

| dont les trajectoires sont continues.

Démonstration. On donne ici une idée de la démonstra-

tion, gqui consiste & construire par approximations suc-
-cessives un processus vérifiant 1'équation (4.1].
On appelle S 1'opérateur sur les processus de carré in-
tégrable, défini par
(sY)_ = -X +x‘+x2+f [0(u,Y Ydu+¢(u,Y 1ds |
z 0 XY vy ¢ u u’u
z
+~f’ I(u,v][w[u,v,YUVV]dBudBv

R_xR

z7 'z
+F(u,v, Y, )du dBv+g[u,v,YUVV)dBudv]

On définit alors la suite X' de processus par

X% = -x_+xlex?
o "x "y

X

It

z
Deosx"h = s
z z z
Grace aux hypothéses de Lipschitz sur les fonctions
0,6,0,% et g, X

vers XZ, uniformément en z. La limite X2 vérifie évi-

converge presque sdrement et dans L?

demment SXZ = Xz' et est donc solution de 1'E.D.S. dé-
finie par (4.1).

D’autre part, il est facile de voir, par récurrence sur
n, que les X; sont des processus continus en z ; la con-
vergence uniforme en z de X; entraine alors la continui-
té des trajectoires du processus Xz'
On montre l'unicité de la solution, en considérant. deux
solutions de 1'E.D.S. (4.1}, soient X! et X%, avec les

mémes conditions initiales ; X! et X vérifient alors

E[SUDIX;-X;lZ) = 0, ce qui donne X' = X2.
Zo

Le probléme est de savoir sous quelles conditions .sup-
(4.1),

tions du théoré&éme 2, posséde une solution markovienne.

plémentaires 1'E.D.S. satisfaisant aux condi-

Ce probléme n'est pas encore résolu dans toute sa géné-

ralité. Il est néammoins possible, sous certaines con-

traintes de liaison entre les fonctions 0,¢,Y,f et g,

d’écrire 1'E.D.S. satisfaite par un processus

X = (Xz,zeRzo] qui soit & la fois une diffusion hori-

zontalement et verticalement markovienne.

Considérons l'équatidn suivante, inspirée du cas gaus-
sien :

dXXy = O[x,y,Xxy)dxdy+¢Fx,y,Xxy]G[xy)dey

- % y
+w(x,y,xxy]~£ G(a.y)dBay'( G[x.B)dBXB

° (4.2)

- v
+[f(x,y,xxy{£ G(x,B]dBXB]dy

_ X
+[g(x,y,XXy] ] G(a,y]dBOLy]dx
o0 G(x,y) est une fonction non aléatoire.

L.’équation (4.2}, si les fonctions 0,¢,¥,f,g et G sont
suffisamment réguliéres, se met sous la forme (4.1) ;
(s,t) et v = (s’,t'],

siu = (4.2) éguivaut & (4.3) ci-

dessous
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f [Bru,x ddu + ¢(u,x )8 ]

XZ =
R
z
+f Tu,ptuw, X 38018 uavyas de
A R uVv’ 3g 9t u v
2"z (4.3)
B 36
+ I[u,v][f[qu,XUVV)——{uAv]dudBv
R_xR ds
Z z
- 3G
+g[qu,XUvVlggquv)dBuva

Sous des hypothéses de régularité qui permettraient
d'appliquer le théoréme 2, on peut déterminer des con-
traintes reliant ces fonctions, et qui permettent d'é-

crire les éguations horizontale et verticale suivantes:
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ou dxxx et d X représentent respectivement la varia-

tion duyproceiszg X suivant les axes horizontal et ver-
tical.

Dans le cas ol les coefficients sont assez réguliers
pour gue les équations (4.4) admettent une soluticn,
alors, pour tout x et y, les solutions de ces équations
sont des diffusions markoviennes en x et y respective-
ment. On peut alors affirmer gue le processus X véri-
fiant, quand y varie, la famille d’égquations horizon-
tales, est horizontalement markovien ; X vérifiant,
d'autre part, quand x varie, la famille d’équations
verticales, il est verticalement markovien.

D’aprés la proposition (1), on peut dorc affirmer que
le processus, solution des équations équivalentes
(4.2)-(4.3), est markovien.

Cette recherche fera 1’objet d’une prochaine publica-

tion.
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