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RESUME

Une &tude récente a fourni la condition né-
cessaire et suffisante de positivité de la Représen-—
tation conjointe en temps et fréquence e(‘b,\’) des
signaux d'énergie finie Z € L ¢ . La fonction de
pondération f est alors une fonction 4'Ambiguité 7( .
Ceci suggére la recherche de la "régle de correspon-
dance" fournissant les opérateurs linéaires utilisés
dans la représentation hilbertienne des Signaux. On
étudie particuli&rement les opérateurs associés aux
, <tP\)R)Z , d'interprétation phy-
sique immédiate par la fonction d'Ambiguité. La régle

2
de correspondance se simplifie si P(t) € Ld

grandeurs

* Lo .
tel que ¥ = 'X‘P obéit i un ensemble de relations
généralisant celle de LEVINE :

+ =Q
ALt <t
Ceci définit aussi une classe de signaux

permettant l'estimation optimale décorrélée de para-

métres dépendants.

Vu ces résultats on généralise un théoréme
démontré.par M.K.ACKROYD sur le caractére positif de
la convolution bidimensionnelle de deux Représenta-
tions conjointes. On obtient une Représentation con-

jointe positive 3 partir de Représentations du type

défini par J. VILLE ou d'autres auteurs.

Dans cette perspective la mesure d'un para-
métre du Signal, tel que la fréquence instantanée V. ,
est physiquement possible. Ceci impose que f dépende
du signal analytique Z associé au signal § € LZJR_
étudié. Ces procédés sont commodes pour des signaux

3 produit durée bande BT grand.

SUMMARY

A previous work has pointed out the necessa-
ry and sufficient condition of ﬁositiveness for time
and frequency joint representations of finite energy
signal Z, € L?-d: . The weighting function £ is then
an Ambiguity ome. This suggests to explicit the "cor-
respondence rule” ‘giving the linear operators
used in the hilbertian representation of signals. We
particularly study the operators related to the quanti-:
ties < ‘vah >Z

tation is immediate, according to the Ambiguity func—

, whose physical interpre-

tion. We ensure a great simplification for the corres-

2 »
pondence rule if P(t)eLd , such as :?:X.? , obeys
a set of conditions, generalizing those of B. LEVINE :

A £ @<ty =0

This result is closely related to a set of
signals leading to the optimum uncorrelated estima=

tion of dependant parameters.

According to these results, we generalize M,
H. ACKROYD's theorem on the positiveness of the bidi-
mensional convolution of two joint representations.
We get a positive representation with those defined

by J. VILLE or other authors.

In such a way, the measure of signal para-
meters, as instantaneous frequency Vi ('t) is physical-
ly possible. This implies for f to be functionnally
dependent on the analytic signal Z associated to the
real signal Selfm . These processes are convenient

for signals with a large bandwidth~duration BT product.
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'{NTRODUCTION

La Représentation &nergétique conjointe en
temps et fréquence des signaux d'énergie finie est
un moyen d'analyse des signaux relativement puissant.
Elle est li8e & la fonection d'Ambiguité du Signal
et permet , & l'aide des moments relatifs aux quanti-
tés /tpvk, d'en décrire le comportement au voisi-
nage de 1'origine. Ceux—ci conditionnent 1'&criture
des opérateurs associés dans la Représentation hil- P\WB
bertienne. C'est dans cette perspective que 1l'on i
analyse les signaux 4 1'aide des Représentations

conjointes douées de positivité.

1) RAPPEL DE LA CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE
DE POSITIVITE

.
I1 existe upe formulation générale de la re- = =% =Y
présentation conjointe &nergétique : 1] [2]
u-t) “2{nvye . .
e M= f -F(n;c)e z(u+:)2(u-'r)edndudr(1a) Fig- 0a: BT =30

et v)” "{(e,d:)x (08, Zel %, IzIZ 11y,

Z(t) est le signal analytique associé au
signal S € L R ; £, fonction de pondération est

telle que :

fene) (P}~ } fngauv =Nzl ®

Un travail récent a montré que : [3]

fefrye{%)

Q =]?(t,w)?';o (3a)

N of

y i |
ol {x'} est la classe des fonctions d'Ambiguité . Ceci = |‘”’P‘
conduit 3 : =" =
431,173 A=
{no) = X (zn) = fP(u'r’C)P(u—’t)e dm y——:= =2
% »
.zmv(t %)

()= Ij 70) P6-0) 8™ Ve 3)

R .

P (t) = P(-f) Fig. 0b : BT=120

Dans ce cas, ep(t)v)20 posséde le carac-
tére de densité, qui rend son interprétation physique Fig. ¢ : Représentation en temps et fréquence
trés commode [4] .I1 s'ensuit que : du type WIGNER-VILLE-BONNET pour un signal modulé

2 2 R l_' linéairement en fréquence. 2
fi.(t V)=|[lew)| = 1c({:,'c:) =1, 69 70= AW bZlT(o +1 Bt
R‘F(t "C), repr ésentation bitemporelle, est A('b): TTr(f) oS '[T_tf

alors une fonction d'autocorrélation (t 'C) associée

a4 la représentation conjointe d'amplitude

L(t, e) R(t V)

(5)
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Cette représentation conjointe d'amplitude
rejoint toutes celles déja définies par divers au-
teurs [5][6][7] .
une forme générale qui contient la représentation

dite de FLANAGAN-PIMONOV et celle dite

L'expression donnée en (3) est

"représenta—
tion sonegraphique" [8][ QJ.Une telle expression,

notée PFPx(tlv) ,
guments différents par V.V. KURYSHKIN et M.D.SRINIVAS

fut aussi proposée # l'aide d'ar-
et E.WOLF dans le cadre de la Mécanique Quantique
[10][1]] . On peut définir P(t,\?) par une autre voie
que celle qu'exprime la relation (1) ; celle-ci

généralise les définitions déjd proposées.

Partant de la remarque de SRINIVAS et WOLF
que [11]

6113 za@tnv)} 'F‘ ") €

2m(n'lr+'tv)

et que, dans le cas partlculler f=12:

<e2m(mt+tw> = x:(’c,n)
a: < Ep(P> =< = f gtV dtdy

Le fait que :[4]

PER, p<K<oo > fe{@}
-Zm('nt-l't\')
entraine, pour 8“7,\?) =
-an(-nt:rcv)
olt) = f oo m) Kz € dn d
d'ol 2inn{u-t) ~-2'mvT

.fic((:v) I'F(""’)e ZCH")Z(“—'C)C dndudz

2) REGLES DE CORRESPONDANCE ; ECRITURE HILBERTIENNE
DANS LE CAS POSITIF :

A partir d'une grandeur physique 3(t)v) N
ou moment : [2]
<9 = ple¥) g(E)dbdy
P J ¢ 3(tv) £2%(n,0)

L'opérateur hermitique associé G tel que

[] : <&3= Lz1G12> =43

on définit la “valeur moyenne"

s'écrit : T 2w (’1\%‘!"56)
J‘o’ GRE[fmTE dmdr M

avect et V opérateurs hermlthues tels que [l(ﬂ:

[€,9]-

Dans le cas ou P(t V) ll(t V)I

relatlon (7) définit G

p=xXpeXic(f)

coincide avec la '

par le seul choix de
. Cette expression

'régle de correspondance’ définie

[] [9:

—

a priori et de maniére arbitraire par V,V.KURYSHKIN

[io):

=
Pad
Glz>= L z(E) R54(u+t ) b-64) PP (t,-b -u) dax o (8)

olt 34(!:,9)3—_: 3(‘7,\!)

Nous utilisons la relation (3a) et en déduisons
une régle de correspondance coh&rente avec la définition
donnée en (7) . Elle doit fournir 1'expression des mo-

ments @

vhp (b,v) dt dy

ERRS = [ £
< >f’ fgz Pw,v);o} 92)

C'est la démarche que nous utlllsames auparavant

[2] Cherchons 1'opérateur associé i Jt \) tel que

<G (’CPVk)> <tP‘) >¢_a (9b)

Compte tenu de la relation (1b) , il vient :

k A @n
<tP oy (;Ln)ﬁh(an Hm g 1))
it 50

]

avec P: ].Q(t,\’\)lz ) «F(’ﬂ,t)= X;‘C‘C,n) .

PR

Cette relation importante lie le momint<tv ))
au terme f prés, aux dérivées & l'origine dex,.Ces'déri—
vées interviennent de maniére fondamentale dans la thé-
orie de l'estimation optimale Da . L'application de
(10) au cas positif nous conduit & définir )[4],5'1 aide

de (7) et de (9b) les opérateurs suivants notés @

(S’(tv) 1 (t ] +vt)-_ (2 +21r<t><v>)

PK

& Pg: :f_e AT (§ +2rr<1:><v)’l i(AL +2u<t><v>)
e AmA + b8,V

@)=z 2n<b>?<v>‘)1-v (rznysiy,)
+ V3. ’t\

@FPK({:Z 2)_,\ AzA +4 2[(0((4)4) 4TTZ<‘|:> ) ]l +

+1 R; zw<t1><vJ>?)£,(; +z:r<f><V>)v 7]
A0% +21r<€2,<°%,<tv+vt) T AT 1

___I

M)
avee £p= tdy, = V+ 1 [ ]d

Mo J"cl"‘(l’l’ st Jp = J"'ZI"'(PP*)&

’79 fv""Im P(‘)P N))dv)"( ${ Bl (12)
o= K, =<V by
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Les termes ’X;’P,d;)) }P,’L ,Aﬁ:, AV;‘
interviennent directement dans la théorie de 1'estima-
tion optimale [11] [12] Ces relations peu maniables
traduisent le caractére positif de la représentation
dans la ré&gle de correspondance. Elles peuvent cepen-—
dant se simplifier de maniére remarquable . En effet

e‘_.(t; V) = 0 entralne fe{X}; supposons que

les quantités suivantes épk sont nulles

e (3 -85 =0

§°’° )§M:OSont toujours. vérifiées pour Pe LZG:
Soit :
* Box=0 ,prk£4

(13)

Notons que 1eerelationi: ~
= 2m(A; +2m<t2<V2)=0

) A2 a2
B,,= 4T2[Olp-4 - 4T EILVY )0
04

généralisent celles de B. LEVINE
L 3 oy
tamw t v =0
¥ x 2w 3K

permettant le découplage entre estimations de para-

métres dépendants au sens du maximum de vraisem-—

blance [12] . La condition (13) entralne pour
les relations (11) :p+k £4
AN A A 2 ADN A 2A
&, E)=1(LY, +v L), GEVI=nE vt
(14)
AAN 2 2 A A2ZA 242 o .
)= iEsE9, G V)= by ExttVinE T

L'expression 51mp11f1ee(l4) est valable si

% (‘C n)-—F(n,Z) vérifie (13) . P(‘b) étant réelle
et paire, il en est ainsi ; en particulier la repré-

sentation de GLAUBER associe aux grandeurs g 1'opéra-

D ok a‘Ei?* o (i),

& {é )} A=y (T+in)
~Tr{u-

A (ty)= le(u)e

k2 (16)

24 2
62 WMdu.’
¢
soit ‘F(H’C) ezn+t) P(t) e GLC

tv> =4
<o

Remarquons que si 1'on impose la condition
({:”) (@ ®)P

tres souhai table , alors

, condition simple

: {15}

2
& (N (@®) e fen= & per

f f a7
Le cas B3=0 ~» F: 1 fournit la condition
suffisante -F(n,o)-_- 4, EZ_]

n'est pas vérifiée dans le cas positif,

. Cette condition

3 la différence
des représentations du type VILLE ou RIHACZEK [2] .
pour que (17D soit vérifiée dans le
cas P>O , il faudrait P(t) = g(t JB) , ce qui n'est

pas possible puisque Pe LC

En effet,

. Ce fait est évident

pour ﬁ:ﬂ(‘t ,¥)  puisque, d&s p + k = |

CHOM:

3) REPRESENTATIONS CONJOINTES CONDUISANT A UNE REPRE-
SENTATION POSITIVE

Il existe un théoréme dd & M. H. ACKROYD sur

la convelution ent et ¥ de deux représentations con-

jointes []Eﬂ . Un tel théoréme peut &tre généralisé.
En effet, on a d'aprés (lb)

fig oG viE® 4 "ol ¢
GEX (hk,\g))‘_ fo 4»){?( YCoH 76,:?:y &

4.4 e{?} ”
Ce que l'on écrit :
pemE d’f(e,@%%*- @y, PL =£56.%)

Cherchons i quelle condition P(t)V)ZO :

) ) ¥

*
X'P(e)¢) (19a)

dont une solution particulidre est:
o, 4)= $(e¢)€(-,4’) =1
r 1y(2,2) & {2}

p0551b111tes :

’3\)’\%(9)15):%(9,¢)=1 : ce sont des Repré-

sentations du type VILLE (WVB).
I1 vient alors :

X:(e, )X 94>) p(tv) >0 XH(E,%)e{x}

Le cas partlculler intéressant : j = =

X, o, &)X (0, 6) == | JH(t WZ( u)é‘”“’“’ e

(19b)

. Discutons de deux

indique que la convolution bidimensionnelle de deux
Représentations WVB est définie positive
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#

x’:(e,b) 7(5:(9,@;_—:' \7(12, n*(t:")lz

#— . ~» -
ol %xy(e) ) est la fonction d'interambiguité
de X et Y au sens de SUSSMAN.

LoOKEH= X, 9]

et en posant

car H(-w)= l-_l_(u,) = (l"fﬂiu-) )* >

Hw)= Z(w) € Lza
X0 | %y &)

, on a:

ce qui retrouve un résultat dii & A.W. RIHACZEK [16]

b) -Eé('n T)= A'dhm , B =1,2.

Nous considerons 1c1 le seul cas ol

d(6d) = 6, x101¢ , £ 6l

d'ol

.: ; *
e:i:l.rre‘PeFUT%% KH(g_)%)Xi(9)¢)=X'PX2
La condition ﬁ(e,‘i’)%'(g)%) =1 en-

traine :
(4 .*:3y ﬂzw 2012, }(20)
soit -1'&: 1 -4{=0
Une solution possible pour (20) est :
ie=k=t155=td @1
k
Pour j = 1 .
k
émbe =i -x;'(o)4,é)X(9¢)_; ]fz(w).?(t u)e du.,

car /ax*(g 473) X/ (9 47) avecH |L) H(jlb)

Vu la définition de f, on a les relations suivantes :

¥= euT94> P 6 V)= Z(H) %F-(v) eZurvt
_ o 2imvt

£, (V)= Zt3me

p=¢"

appelées "formes € " ou Représentations d'ACKROYD

et +€=2g,
- Re {Z(t)%, O ”“’"‘} [1312][16)

-—.-P._.

telles que :

. De méme

. £
g™ —%lfzm)éz%lz

QLNVM

£= éf,rml'c)_,r _ ‘J’Z(“)

ainsi que les formes correspondantes en fréquence dues

+ i zind

aux pondérations :F-——- d'aprés les dé-

finitions de C.H.PAGE [4J . Elles permettent toutes
d'obtenir des représentations positives par convolu-—
tion bidimensionnelle compte tenu de (18)et(19) .

4) CONDITIONS D'OBSERVATION, REPRESENTATION CONJOINTE

POSITIVE ET MESURES DE PARAMETRES DU SIGNAL.

P(b,\’)répartit 1'énergie EZ=“Zszans le plan
(tl\))) teveR [1]0] . p est, soit un débit énergé-
tique dans le plan (t) V)

320

, soit une densité si

D'apras (1), on a [2]
fvp(t: Vv =Y ff:p(tv)db
Z()=AMe “yt) = 3= Ié(v)le(P v)
= N 1eY)
V; (F)= (1), < acv)_ mso

('%ﬁ)of ’(%-ﬁ);"

Le cas P(U)\’) 0 ne correspond pas &

afv)

(22a)
,f(m,o)=1 flory=1 2259

la propriété (21a) pulsque f x [?.',u) ne posséde pas
la propriété (22 b) [3]
tains cas de calculer R(E,V),
v (t>  [i1]
Représentation du type FPK et en particulier celle de
L. PIMONOV : p(to,v)=l Co A’%(u.) el d.ulz .
peut~on estimer \)i ®)

. I1 est possible dans cer—
f =1 et d'en déduire

. Dans les cas oli on utilise une

to -b/2

Si on considére le cas d'un signal 3 grand

produit BT du type :

$t) = AcosEH) , Z(0)= Apie 2>

et un intervalle A tel que \) (t)""\) +i (‘i‘,’!) comme
. teoae A Vdbg,

la figure 1 1'indique :

AV‘- t)

Figure!
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On a :

o= T{[::(a*rﬁ) -G ]+[S(a+8) S(a-£>]

A fr<t<-A +T (23)
2

_,ZT ,t-] E= ZBA.-___ZBT T .
a_..é.[\’l()vy T m 3 -'V\-A , ol
C et S sont les fonctions intégrales dites de FRESNEL

La fig. 2 repré-

et en assimilant Vi(t) a4 une droite.

la section de P (t V)

43-2

4 1'aide de la fonctiom :

p (%)

= [ceg)-ca-o [SGagy - Sk-0]

La section de 3 une date t quel-

Cep
conque dépend directement du paramétre £ = ‘/ A

24\/2—8_1"

n de duree A_TI\. contenues dans la durée T. La fig.

qul varie avec le nombre de tranches

3 représente le résultat du calcul dans le cas d'un
signal modulé hyperboliquement en fréquence de para-
T=372ms, B=42«xlz ,A=035ms
BT~ 36

métres suilvants :

° I'SKHZ, SOKHZ, SSKHL

La figure 3 montre que les sections de date
proche de th correspondent & £a 3 et celles voisines
de t} + T 3 E~4 . La valeur E:\/Z
\E&;A:ﬁ soit Az\[-g= Tr
relaxation défini par A.W. RIHACZEK [__16] . Pour esti-
mer au mieux \)i(t) , on choisit €=VZ

est telle que :

, temps de

=4

A=T =1 . BaTr=1 [i¢]
'%;‘_’ d (24)

La détermination de '\)i ("b) se fait en

calculant :

. Dans le cas d'une modulation linéaire

avec A: IT;-
en fréquence, le choix de D dépend de la seule
valeur ﬁ ou pente de modulation.

Dans le cas général, il n'en est plus ainsi ;

en particulier pour une modulation de fréquence hyper-

bolique, on a :

B(6)= 2'rr_n. L03|1+at| ,\’.(t)_ m..

dv; _v,a 0¢tgT, Bz v, 2T
@ T (rat)z “Avar

. A Y
sl ea]

L'erreur relative maximale faite en assimi-

a \’i (‘b) est :

1
e =
m 3(4_‘,%)2

lant ,J.;’

a donné, il faut donc que : (25)

A ¢ 2 Yo-B

T  Ym; -1 B

Ceci montre que l'on devrait en fait utili-

ser une fendtre Z\  ADAPTEE i la pente (:_3_\’&') en

chaque date t. Dans le cas hyperbolique, on utilisera
une représentation FPK de type fréquentiel dont la
"largeur spectrale d'observation' serait égale 3
-T ; cette largeur est directement proportion-—
ldv")/z (d_v.' joue un r8le de "para-
métre caché" dans 1’ observa‘fjon. C'est le cas des re-

présentations positives des types suivants proposés

par F. BOPP [18] et YOUNGBERG et BOLL [19)
gtM=1/Z| fz(u)e g mn My

2 (26)
CON ”Z(U-)H("(t ) e
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I1 apparait donc qu'il est possible méme
dans le cas de Représentation conjointes positives
d'obtenir une estimation correcte de V() a 1'aide
d'un moyen d'observation {:(“,'C) correctement choi-

si, compte tenu des valeurs possibles du paramétre

(c_l!-u) inconnu.
dt
CONCLUSION

Les représentations conjointes positives
possédent le caractére de densité énergétique. Elles
impliquent une régle de correspondance relativement
complexe pour les opérateurs hermitiques associés
aux moments <tP\’h>z 3
un choix correct de {(n,t)G{X}.Il est possible d'ob-
tenir une représentation positive par convolution

entre celles telles que ¥(n,z)_—_ el.d(ﬂ’c)

celle-ci peut se simplifier par

et en
particulier celle de VILLE. Enfin, le caractére posi-
tif entraine pour la mesure de V. (t‘) une dépen-
dance du moment du ler ordre avec (djvé) . Cet effet
traduit le taux de concentration de l'énergie dans
des cellules du plan [{:,V] . La mesure de Vi({;)
nécessite de prendre en compte le paramétre 'varia-
tion de \# " dans la structure de l'analyseur en

temps et fréquence.
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