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RESUME

On étend le théoréme de Karhunen-Loéve 3 des
fonctions aléatoires de second ordre non stationnaires
de puissance moyenne positive donc telles que :

1

lim — fig E{|x(t,w)[2}dt >0

P{x(t,w)} =
T » 2T

oti E{ } désigne 1'espérance mathématique.

On suppose essentiellement que x(t,w) possé&de
des caractéres suffisants de permanence pour assurer
1'existence des moyennes temporelles introduites. On
montre que, pour des ensembles assez grands de fonctions

aléatoires, il est alors possible d'associer 3 x(t,w)

un développement doublement orthogonal :
x(t,w) = [ $(t, WdE(u,w)

oii les fonctions certaines y(t,n) (dépendant du para-
métre u) sont orthogonales dans un sens qui est précisé,
relativement 3 la puissance moyenne, les d&(u,w) 1'étant

au sens de l'espérance math@matique.

-

L'auteur tient 3

SUMMARY

This paper deals with an extension of

Karhunen-Lo&ve's theorem to the case of non stationary
random functions x(t) (—w <t < +m] with positive mean
power P i.e. with positive time average for the mathe-

matical expectation E{[x(t)|2} :

T E{lx(t,w)]z}dt >0

P{x(t,0)} = % J

lim
T >

oo

We do mot assume the stationarity of x(t,w)
but we essentially assume a sufficient stability of

x(t,w) to insure the existence ¢f the mean power P{x(t)}.

For sets of random functions large enough, we
demonstrate the possibility of a doubly—orthogonal ex-

pansion :
x(t,0) = [ p(t,W)dEx,w)

where the time functioms (t,u) (depending on the para-
meter U) are orthogonal in a sense which is precised,
relatively to the mean power, and where the random in-—
crements d§(H,») are orthogonal too, but in the sense

of the mathematical expectation.

remercier le Professeur A. TORTRAT (Université Paris VI) pour toutes les discussions

fructueuses qu'il a eues avec lui sur le sujet traité dans cet article.



1/2
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1 = INTRODUCTION

1-1. Décomposition doublement orthogonale pour les fonc-

tions aléatoires stationnaires de second ordre. Il

est bien connu que toute fonction aléatoire x(t,w), sta-
tionnaire de second ordre (fonction de corrélation
c(t) 2 fonction spectrale F(v)), continue en moyenne

(+)

quadratique, admet une représentation harmonique

x(t,w) = fim eznivtdﬁ(v,m) (1-1)

<o

qui est dite doublement orthogonale en ce sens

- que, d'une part, les exponentielles mises en jeu sont

orthogonales dans le temps conformément aux relations

suivantes :

. 1 pour v = v'
—ut
1 +Te2ﬂ1(v v )tdt -

lim 5 f_ =8 4 = (1-2)
Tore 2T -1 e 0 pour v # V'
LN |
lim ftg e2n1(v v >tdt: = §(v-v') (8 : distribution
Tre de Dirac) (1-3)

—~ et que, d'autre part, les accroissements d%(v,w) sont

orthogonaux au sens de 1'espérance mathématique, c'est-

a~dire satisfont 3 :
E{a¥(v)aXEu")} = dF(v) s (v-v)dy' (1-4)

1-2. Intérét des d8compositiomns doublement orthogonales

pour des fonctions aléatoires non stationnaires.

D'assez nombreux problémes de physique, d'automatique
et de traitement du signal font intervenir des fonctions
aléatoires qui ne sont pas stationnaires et il est .in<
téressant de rechercher encore pour elles un développe-~
ment doublement orthogonal.

(++)

1-3. Le théoréme de Karhunen-Loéve pour les fonctions

la condition (1-5) &tant remplie soit parce que T est
fini, soit parce que, si T = (-=,+«), 1'int&grale conte-
nue dans (I-5) est convergente, donc bornée. Nous revien-
drons sur cet important résultat au § 3. Auparavant, pré-
cisons la signification que nous attacherons aux mots

d'énergie et de puissance.

1-4, Energie et puissance. Soit, d'abord, une fonction

certaine H(t). Si nous la considérons comme représentant

1'intensité d'un courant électrique traversant une ré&sis-—
tance unité, 1'énergie dissipée par effet Joule, pendant

P P N 2 2
un petit intervalle dt, sera &gale & |H(t)]|“dt. |[H(t)]

s’interpréte alors comme une puissance instantande. Par-

tant de 13, et &tendant nos définitions du cas ol H(t)

est 3 valeurs complexes, il sera naturel d'introduire :

t
i) 1'énergie e {H} = f 2 IH(t)Izdt relative 3 1'inter-
f1% f1

valle de temps (tliEQ) (tl < tzl,

aléatoires d'énergie totale finie. Ce théor&me rté-

soud le probléme posé au § 1-2 ci-dessus pour des fonc—
tions aléatoires x(t,w) (t ¢ T) d'énergie totale finie
(cf. § 1-4 ci~dessous), c'est—d~dire telles que l'on
ait :

Iz E{lx(t)lz}dt < C < 4w (1-5)

Mg, (1) p. 477 et suivantes et (2) p. 456 et sui-
vantes.

(++) . .
Cf. (1) p. 477 et suivantes et (3) p. 81 et sui-

vantes.

ii) 1'énergie totale, si elle existe, soit e{H} corres-

{H} pour t, = —w et t, = +=x

pondant i e 1 2 s

tty

iii) la puissance moyenne sur (tlgzl, soit
P {1} = {etltz{H} / (tz-tl)} ,

£t

iiii) la puissance moyenne P{H} définie, si elle existe,

comme limite de P {H} pour t
t1%2

& = gt > Fo,
1 2
Il sera commode d'utiliser la notation matricielle
courante en mécanique quantique et souvent introduite
dans le cas des fonctions aléatoires (4), selon laquelle

une fonction H(t) (t e T avec, dans beaucoup de cas,

T = (-w,+w)J est considérée comme un vecteur colonne ]H>

pour lequel H(t) est 1'élément d'indice t variant conti-
nument sur T. Au vecteur colonne ]H>, correspond le vec—
teur ligne, hermitique conjugué, <H|. Si, au lieu d'une

fonction certaine H(t), on considére une fonction alé&a-

toire x(t,w), 3 laquelle nous associerons le vecteur co-

lonne aléatoire |x(w)> et le vecteur ligne aldatoire
<x(m)], hermitique conjugué, les définitions précédentes
peuvent, sous réserve de l'existence des grandeurs intro-
duites, s'appliquer soit sur chaque &preuve &lémentaire
w, soit, comme nous le ferons par la suite, sur 1l'énsem-—
ble des épreuves, en faisant intervenir les espérances
mathématiques. Finalement, on trouve, rassemblées dans

le tableau 1 ci-dessous et adaptées au cas ol T = (-w,+),
1'ensemble des notations et relations de définition que

nous venons d'introduire.
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Tableau 1

Hypothése Hl : la covariance des fonctions aléatoires

x{(t,w) considérées est de la forme :

Energie totale e{H} = fj: IH(t)|2dt = <H|H> (1-6)

~

Si e{H} est finie, on dira que H appartient & 1'espace

L2. Pour x aléatoire :

elx} = [* B{|x(t,0)|2}at 111 E{<x(w) |x(w)>} (1-6bis)

Pujissance moyenne

T2 "'t
P{H} = [H(®)|° = 1lim |H(E)]
T > o
. 1 +T 2
= lim j_T [H(t) | “at (1-7).
T > «
= <H|m>

S8i P{H} est finie, on dira que H appartient & l'espace

M2. Pour x aléatoire :
T = i (et -
P{x} = E{|x(t)| } = 1lim E{|x(£)|°} 117 E{<x(w)|x(w)>}
T>

(1-8).

y(t,t") = ff: ft: YR L ORI LA GRS (1-9)

En termes équivalents, la matrice variance de

x(w)>, soit y , s'@crit :

2
y = [0 lew> aFGuu") <o ] (1-10)
ol :
a) la matrice {dz?(u,u')} est une matrice variamce, ''mon
2 a® ¥ | < € < 4,

+%
redondante"”, telle que f
-0 -_—C0
b) les ¢(u,t), uniformément bornés en module, sont, ¥V u,

continues en t et doivent assurer un sens aux intégrales

(1-9) et (1~-10) [ V t, ¢(u,t) ne présente pas de discon-
tinuités pour les valeurs de u correspondant aux masses
isolées de la mesure dz?(u,u)]. Les fonctions de t,

¢(n,t) sont supposées linéairement indépendantes.

Opérations ligdes & des matrices y. Nous aurons, dans la

.La notation <H]H>, qui, sous réserve d'exis-
tence, peut s'Btendre i deux fonctions <H1|H2>, est
définie sans ambiguité par la relatiom (1-7). Les signes

v
sevy

3 la place desquels on attendrait, dans (1-6bis) et
(1-8), des signes =, attirent l'attention sur le fait
que, pour ces deux équations, le passage du membre de
gauche au membre de droite par rapport & ... sous—entend
une permutation entre opération dans le temps et espé-
rance mathématique, permutation qui doit &tre justifiée
par des hypothéses appropriées, et qui, en tout cas,
1'est si 1'intégrale en t ou la moyenne temporelle sont

définies en moyenne quadratique.

1-5. Introduction de 1'ensemble des fonctions aléatoires

objet de la présente Etude. Les fonctions aléatoi-

res considérées au § 1-1 possédent une puissance moyenne
positive, soit P{x} = E{[x(t)|2}, mais nous avons noté
que 1l'hypothése de stationnarité constitue une contrain-
te beaucoup trop forte pour de nombreuses applications.
Les fonctions aldatoires du § 1-3 sont, par essence, non
stationnaires, mais la puissance moyenne correspondante
est nulle. En particulier, les fonctions aléatoires sta-
tionnaires n'ont pas de place parmi elles. Nous souhai-

tons travailler dans un cadre correspondant i des fonc-

tions aléatoires non stationnaires, tout en ayant des

caractéres de permanence suffisants pour permettre

1'existence d'une puissance moyenne positive. Dans cette

perspective, nous faisons l'hypothése suivante :

suite, i considérer les opérations suivantes, définies
ici de fagon purement formelle, sans préjuger de leur
existence. Selon les propriétés de vy, certaines de ces

opérations peuvent ne pas exister :

- y|E> > lim %T ffi v(t,t")H(t")at’ (1-11)
T +

- vlws x vim [TTy(eeE(EDAE! (1-12)
T » »

o <H|y|ylm> ,  <H|y|B> (1-13)

- <H|y|H> = <Hly|H> (1-14).

2 - LE THEOREME DE DECOMPOSITION SPECTRALE
POUR LES FONCTIONS ALEATOIRES
VERIFIANT L'HYPOTHESE .

2-1. Le théor&me de décomposition spectrale (Karhunen,
(1-9) de y(t,t")

correspond une décomposition de x(t,w) soit :

Loéve)(+). A la décomposition

x(t,0) = [0 ¢ (u, £)dX(p,0) (2-1)
m.q. '

avec E{d%(u,m)dgi(u',m)} = dz%(u,u') (2-2).

+

Cf. (1) p. 477 et suivantes.
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2-2. Conséquences du théoréme de décomposition spec=

trale. En supposant que, pour les ¢(u,t) figu-

rant dans (1-9), existent la norme “Q(u)” définie par

H¢(u)”2 = < Teu)> = ]¢(u,tﬂ2 et le produit scalaire
AALARINES LAl A
<¢(u2)T¢(u1)> = ¢(u1,t)¢ (ui,t) qui en découle, nous

associerons 3 x(t,w) la puissance moyenne suivante :

plx} = [70 [ o0 (it 0a,un) (2-3).

On pourra parler de spectre de la puissance

moyenne si cette intdgrale double devient simple c'est-
d-dire si 1'une ou l'autre des conditions suivantes est

réalisée :

1° les ¢(u,t) sont orthogonaux au sens du produit sca-

laire <|>. C'est ce qui a lieu dams le

sentation harmonique ol on a :

cas de la repré-

¢(u,t) = exp{2mipt} (2-4)
avec  <¢(w)]¢(u")> = Bt (2-5).
et <o eu")> = s(u-u")

2° La matrice {dz?(u,u')} est diagonale.

Dans les deux cas, la fonction de répartition
spectrale pour la puissance moyenne est dé&finie par :

2
daF (1) = a°F (0 (2-6).

Si les deux conditions [° et 2° données ci-
dessus pour assurer -1'existence du spectre de puissance
moyenne sont simultanément remplies, alors le dévelop-

pement (2-1) est doublement orthogonal : au sens de

(2-5), pour les ¢, et de l'espérance mathématique pour
les dk(p). Réciproquement, cette double orthogonalité
signifie que ces deux conditions sont bien remplies
1'une et l'autre. Naturellement, ceci ne peut &tre obte-
nu que pour un choix particulier des fonctiomns ¢ et la
recherche d'un développement doublement orthogonal n'est
autre que celle du "bon" systéme de fonctions ¢. Le

théoréme de Karhunen-Lodve résoud cette question pour

les fonctions aléatoires d'énergie totale finie donc
g

ayant une puissance moyenne nulle. Avant d'entreprendre

.
1'étude de la recherche des "bons" ¢ pour les fonctions
aléatoires de puissance > 0, nous rappelons les résul-
tats donnés par le théoréme de Karhunen-Lo&ve pour celles

dont l'énergie totale est finie.

3 - LE THEOREME DE KARHUNEN-LOEVE
POUR LES FONCTIONS ALEATOIRES D'ENERGIE TOTALE FINIE

Nous supposons donc x(t,w) telle que :

[72 (e, t)dt = efx} < 4 (3-1)

On travaillera donc dans L,. Selon le théor@me de

2
Karhunen-Lo&ve, on obtiendra, pour (2-1), un déveleppe-
ment doublement orthogonal [dans L2 pour les ¢ et au sens
. n
de 1'espérance mathématique pour les dX(p)) en prenant
pour ¢ les fonctions propres [ni> de vy au sens suivant :
ving> = A fng> (@ [n;>e L, (8)

) O #0) (NE-2).
Sous la condition (3-1), le spectre de y, défini
par (3-2), est discret et le caractére hermitique de vy

impose aux A d'@tre réels et positifs.

On peut choisir les |ni> orthonormés dans L, et nous

2
supposerons qu'il en est ainsi. Le développement double-
ment orthogonal de |x(w)> s'écrit alors :

(3-3)

[x(w)> = % [n;> 8, (w)

avec les relations d'orthogonalité :

<ni]nj> = 6ij

*

(o) et E{, (w)8 ()} = 6;.4; (B) (3-4).
La matrice variance v, de |x(w)> se met alors

sous la forme :

Y. = Z ]ni>Ai<ni| (a) et on a <ni]YX]nj> = xié. (B)

X 3 1]
(3-5).

Dans la décomposition (3-3) de [X(w)>, le spectre

d'énergie moyenne totale est dé&fini par les masses iso~

lées Ai qui correspondent aux contributions respectives

des diverses composantes lni>‘

Remarque. Pour les f.a. d'énergie moyenne totale finie,

il n'y a pas de représentation harmonique doublement or-—
thogonale. Prenons, par exemple :
x(t,w) = fj: eznlvtdk(v,w) (o)

(3-6).

avec E{d%(v)dk*(v')} = g(v,v)dvdv' (B
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|

Les fonctions exp{2mivt} n'appartiennent pas
a L2 5 conformément a
(2-5). Au développement (3-6 o), correspond bien un

. Elles sont orthogonales dans M

spectre de 1'énergie totale qui, compte tenu de 1'hypo-
thése (3-6 B), poss@dera une densité &égale 3 o(v,v) mais
les dg(v,w) ne sont pas orthogonaux au sens des espéran—

ces mathématiques.

4 - DEVELOPPEMENTS DOUBLEMENT ORTHOGONAUX
POUR LES FONCTIONS ALEATOIRES
DE PUISSANCE MOYENNE POSITIVE

4~1, Introduction. Nous nous proposons, ici, d'étendre

les résultats du § 3 3 des fonctions aléatoires possé-

dant une puissance moyenne positive. De fagon précise,

nous supposons que leur variance est de la forme (1-10)
avec les hypoth@ses correspondantes faites sur les |¢(n)>
et sur %(p,u') au § 1-5. Nous supposerons méme qu'on a

=

pu orthogonaliser les [¢(u)> de fagon & les remdre con—
formes aux relations (2-5), ce qui ne parait pas res-

treindre la généralité de fagon trop importante. Natu-
rellement, les dz?(u,u') auront &té modifiés en consé—

quence.

L'ensemble de fonctions aléatoires défini par

nos hypoth@ses englobe celui des fonctions aléatoires

de covariance harmonisable, c'est-a-dire de covariance

conforme 3 la relation (1-9), avec, pour fonctions
¢(y, t), les exponentielles complexes exp{2mivt}. Il

contient le cas des fonctions aléatoires stationnaires

du second ordre mais ne postule pas nécessairement la

stationnarité. Le cadre que nous fixons par ces hypo-
théses impose, cependant, aux fonctions al@atoires con-

sidérées certains caractéres de permanence ou de stabi-

1ité qui se traduisent, en particulier, par le fait que
|Y(t,t')| est uniformément borné. D'ailleurs, un minimum
de stabilité doit nécessairement résulter du fait que

nous voulons que la puissance moyenne soit définie.

Ces hypothéses &tant précisées, nous allons
montrer comment, 3 partir de la connaissance de la ma-
trice y, on peut &crire |x(w)> sous la forme d'un déve-
loppement :

Ix(w)> = [lp(u)> dE(u,w) (4~1)
doublement orthogonal, les [¢> 1'étant au sens de la
puissance moyenne, c'est-a-dire au sens des relations
(2-5), et les d&(u,t) 1l'étant au sens des espérances
mathématiques. Nous allons voir que, contrairement au

cas des fonctions aléatoires d'énergie totale finie

envisagé au § 3, dans lequel le développement (3-3) se
réduisait & une somme discr&te, nous avons ici la possi-

bilité d'un spectre de raies et d'un spectre continu :

o = ]

[v.> £. () + [lp()> de(u,w)
j ] ]

(4~2).
Ici aussi, nous montreroms que les |y> sont,
en un sens que nous allons préciser et qui sera diffé-
rent de celui introduit au § 3 (cf. &quations (3-2)},
fonctions propres de y. A 1l'inverse du § 3, oili ces fonc-—
tions propres devaient €tre recherchées dans L2, elles

doivent,ici, 1'@tre dans M, ; mais, ceci demande quelques

2

précuations : M2 est un espace trop grand. L'existence de
<£Te> = [£(e) | ? et de <glg> =

celle de <ng>. Cette difficulté disparait si, dans la

|g(t)|2 n'implique pas

définition de <f[f> et de <fTé> on remplace lim par lim;

mais,alors, <ng> n'est plus une forme bilingaire.

Finalement, nous travaillerons dans un sous—
*
2
[$(1)> et leurs combinaisons linaires : finies ou dé-

espace M, ¢ M2 défini, en gros, comme contenant les

nombrables, de la forme E |¢(uj)> dh(uj), ou infinies,

du type [[¢(w)> dh(w).

On peut alors &tablir les résultats suivants

que nous nous bornons, ici, & énoncer.

4=2. Construction du spectre de raies. Ce spectre n'exis-—

te que si le
maximum de <HT§Th> (4-3)
est strictement positif lorsque IH> décrit.le sous—en—

semble des fonctions de My telles que <HTﬁ> =1.

2

On &tablit que les fonctioms |y.> intervenant
3

dans (4-2) sont les fonctions propres de l'opérateur YT}

définies comme suit :

*

vTog> = a5luy> 5 |yj> M, ; <ij¢j> =152 40 (44).

Ce spectre est discret et les [¢.> peuvent &tre

rendus orthonormés au sens de <T3. Les Aj sont > O.

Les coefficients aléatoires Ej(w) sont donnés

par :
HOR <ijk(m)> (4-5)
et on a @

*
E{gj(m)g:ly(w)} = >‘j(sjjv (4-6).

Le développement relatif aux raies soit :

Ix,> =§ij> HO! (4-7)
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12 S A

correspond 3 une puissance moyenne :

P{lx >} = ] A, < P(0) (4-8)
v j 3
et 3 une matrice variance :
= LA . -9).
e = Ll Ay <ud (4-9)

3

§i.2 Aj = P(x), les raies supportent, 3 elles~

seules, toute la puissance moyenne P(x) et il n'y a pas

de spectre continu pour cette puissance moyenne.

Si, le maximum (4-3) &tant positif, on a

) Aj < P(x) ou si ce maximum est nul, il faut faire in-
J

tervenir, pour P(x), un spectre comntinu, qui, dans le

premier cas, rend compte de la puissance qui reste lors-—

qu'on a enlevé les raies, soit P(x) - E Aj,_et, dans le

3
second cas, rend compte de toute la puissance.

Dans tous les cas, on peut poser :

]xc> = |x> - Ixr> (4-10)

lxr> étant éventuellement nul. Le fait que les raies

alent €té enlevées se traduit par :

maximum de <HT&CTH> = 0 pour <H[H> = 1 (4-11)

Yo étant la matrice variance de |xc> définie par :

Yo =ty =y - ] e A < (4-12).

J

Non seulement le développement de |Xr> donné

en (4-7) est doublement orthogonal, mais chacun de ses

termes et leur somme sont doublement orthogonaux 3 [Xc>'

4-3, Construction du spectre continu. Nous supposerons

que ce dernier, s'il existe, présente une densité f(u)

et pas de composante singulidre. Ye satisfait 3 (4-11).

De méme que la présence de raies impliquait que le maxi-
mum de <H[y[H> soit positif pour <H[H> = 1, de mBme, il
est possible d'établir que la présence d'un spectre con-

tinu implique que la forme quadratique

<HT&CIH> = <H|ycTh> soit > 0 (4~-13)

pour <H[H> = 1.

On peut montrer que les fonctions |w(u)> in-

tervenant dans 1'intégrale contenue dans (4-2) sont les

fonctions propres de 1'opérateur YC[>, définies comme

suit :

T Av> = £G [vG0> 5 [ee)> e M; sG> =1

(4-14).

(4-14) ressemble 3 la condition de définition des fomc-
tions propres dans le cas oli 1'énergie totale est finie
(cf. équation (3-2) du § 3]. I1 y a, cependant, une dif-
férence essentielle ici, on recherche une fonc¢tion pro-
pre de norme > O dans M;, c'est—-d-dire au sens de <T5,
tandis que, pour les fonctions aléatoires d'énergie to-
tale finie, on recherchait les fonctions propres dans L.,
c'est-d~dire dans les fonctions de narme nulle au péme
sens. Les [w(p)> peuvent &tre rendues orthonormées au
sens de (2-5). Le développement doublement orthogonal de
lx > s'éerit

c
= [lv(w> ds(u,w)

]
x> (4-15)

avec E{dE(u,0)dE (u',w)} = 6(u - w'JE(Wdudn"  (4-16)

la puissance moyenne et la matrice variance, correspon-

dant 3 lxc>, 8tant respectivement données par :

p{lx, >} = [12 £Gnaw (4-17)

v, = JleGn> £Gdw <G | (4-18).
4~3, Conclusion. Au total, on peut bien, sous les hypo-
théses faites, mettre |x(w)> sous la forme (4-2) qui cons-
titue un développement doublement orthogonal, cette double
orthogonalité existant :

- pour les raies dans le spectre discret,

- pour des bandes disjointes dans le spectre continu,

- entre un ensemble quelconque de raies et une bande

quelconque du spectre continu.

On notera que, d'une part, la construction des
le> par 1'ensemble des équations (4-4) ne définit ces

fonctions qu'a une fonction de puissance moyenne nulle

prés, et que, d'autre part, le mécanisme d'extraction des
[¢j> gj et des ]¢(L)> dg(y) s'arréte lorsque toute la
puissance moyenne a été atteinte. L'équation (4-2) tra-
duit donc une égalité dans M;. Les deux membres peuvent
différer par une fonction aléatoire de puissance moyenne
nulle, :ce qui ne lui interdit pas d'avoir une é&nergie

moyenne totale infinie.

5 - EXEMPLE D'APPLICATION

On trouve, ci-dessous, un exemple trés simple

destinég 3 illustrer ce qui précdde. Malgré sa simplicité,
il peut présenter quelque intér2t dans certaines applica~
tions, en particulier faisant intervenir des transposi-

tions (en fréquence) de bruits de fond.

Nous partons d'une fonction alatoire station-
naire x(t,w) & spectre limité & la bande (—Q,+Q) et &

densité spectrale fx(v) constante et égale a fo dans
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cette bande.

x(t,0) = [0 ¥ VEX(v,u) (5-1).
On s'intéresse 2 :
y(t,w) = x(t,w) cos 2nvot avec v > Q (5-2).

La représentation harmonique de y(t,w) s'écrit

v (t,w) =:/-:oiz e2nivtd§(v’m) +.[:otz eznivtdQ(v,w)
© ° (5-3).
La représentation (5-1) de x(t,w) est double-
ment orthogonale : orthogonalité des exponentielles et
orthogonalité& des d%(v) au sens de 1l'espérance mathéma-
tique. Il n'en est pas de méme du développement (5-3)
de y(t) qui n'est pas stationnaire et pour lequel les
d?(v,w) ne sont pas orthogonaux

E{d?(v)dQ*(v')} sont, dans le plan v x v', différents

en effet, les &léments

de zéro sur les 4 segments de droites en traits appuyés

mis en évidence sur la figure (5-1).

Par aiileurs, le spectre de la puissance mo-
yenne de y(t) correspondant au développement (5-3) est

figuré en (5-2).

v
fo/4"\~ v _+Q f0/4
v _=Q
o]
N
V¢ -y +0 v -2 v 0
[o] [o] (o)
-~ _+Q
~>
-v -
o
fig. 5-1
f /4
0
-y =Q =y +Q v -8 v+
o] o] o

Par contre, on obtient é&videmment, pour y(t),

le développement doublement orthogonal

vyt = [12 4v, D)ak() (5-4)

2mivt

avec  ¢(v,t) = cos 2nvot . e (5-5)

Les d%(v) sont toujours orthogonaux et, pour

Q < Vg il en est de méme des $(v,t) au sens de <T3.

Le spectre de puissance moyenne de y(t) est,
pour le développement doublement orthogomal (5-4), celui

qui est représenté& sur la figure (5-3).

]
0/2

-0 + Q

Fig. 5-3

Dans les deux cas (représentation (5-3) ou

(5—4)), on retrouve une puissance moyenne &gale 3 foQ.
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