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RESUME

Le probleme de £'estimation optimale d'un
message pertunbé pan une bault -non nécessairement
additif~ thouve sa solution par La résolution d'une
Zquation de Wienen-Hopd. Méme discréitisle, celfe
Bquation n'est pas gacile & ndsoudre. En outre elle
fait intervenin des moments du signal observe qui
sont souvent fnconnus, Dans ce cas on peut utiliser
des algonithmes d'apprentissage autoadaptatifs pour
trouven itrativement L'estimateur optimal. Dans cef
article, on préeise Les proprniétés d'autoadapiativi-
1% et de convengence de deux algortihmes couramment
utiliggs. On généralise Leun emploi au cas pratique
intdnessant de signaux et de messages comolexes comme
dans La modulation d'amplitude de deux ponteuses en
quadratune .

On etudie en detail Le cas des transmissions

de donnBes. Dans ce cas on démontre que Les conditions

de convengence sont satisgaites Lonsque Le canal de
transmission est un canal §ilinant, affecté de gigue
stationnaire et qui ajoute un bruit (La gigue est un
bruit multiplicatif complexe), Le bauit esl de nature
assez complexe pulsqu'il nBsulte d La fois du bruit
additif, des interférences entre données adjacentes,
et du bruilt mubtiplicatif.

MACCHI

(France)

SUMMARY

Optimum estimation of a message imbedded in
a -non necessarnily additive- noise implies the reso-
Lution of a Wiener-Hopd equation, which is uneasy
even in discrete time. Moreover some of the statis-
ticak averages involved may be unknown. 1§ 40,
stochastic autoadaptive Learning algorithms can be
used which provide iteratively the opiimum estimator.

In this paper, we specify the properties o4
adaptivity and convergence of itwo such algorithms,
among the most often used. We extend the proof of
thein convergence to the {impontant practical situa-
tion of complex signals and messages, as in quadra-
tuwte amplitude modulation.

We detail the case of data trhansmissions. e
show that the convergence conditions are then ful-
§ilLed for a giltening channel agfected by stationary
phase ernon ("phase fitten") and additive noise. In
that transmission, the noise results gnom the complex
multiplicative noise (fitten), the additive noise,
and the intersymbol interferences.
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I - INTRODUCTION

On voit de plus en plus souvent intervenir
dans les systémes modernes de réception (radsr, sonar,
transmission de données, etc...) des algorithmes sto-
chastiques destinés & adapter le récepteur au contexte
de la transmission. Ces algorithmes doivent leur succes
& leur grande simplicité de mise en oeuvre, basée sur
la récursivité. Ils réalisent automatiquement 1'adap-
tation du récepteur (auto-adaptivité). En particulier
nombre de ces algorithmes sont destinés & fournir
adaptativement un estimateur optimal. Mais le mode
de convergence de ces algorithmes stochastiques n'est

pas & 1'heure actuelle clairement établi.

Dans cet article, nous considérons le probleé-
me classique de 1'estimation d'un message émis alt),
aléatoire, & partir d'un signal regu observé x(t), lui
aussi aléatoire, et nous discutons le mode de conver-
gence des algorithmes stochastiques actuellement uti-
lisés dans la pratigue pour construire simplement 1’es-

timateur optimal.

Nous supposerons que les signaux traités sont
complexes afin de rendre compte d'un contexte fréquent
en communications, particulieérement en transmission
de données. C'est le cas lorsque le signal émis compor-
te deux porteuses en quadrature modulées respective-
ment par deux messages réels a1[t] et az[t] (modula-
tion MAQ). Le signal regu comporte alors aussi deux
composantes réelles en quadrature x1(t) et xz(t], et
nous définirons 1'observation complexe et le message

complexe par

(t).

(1) x(t) = x1(t]+jx2[t) , alt) = a1(t]+ja2

Enfin nous considérons un contexte entiére-
ment numérique, o0 l’ensemble des signaux et des mes-
sages sont échantillonnés, fournissant la suite
{one, Xj’ ...} des observations et la suite

{.v., a, ...} des messages émis.

II - RAPPEL SUR LE FILTRAGE OPTIMAL

Si 1'on disposede(L+1) observations passées

ces Xp et de N observations futures x s eees
k+1

et si l'ensemble des signaux est

Xk-L”
XK+N pour estimer a

k
stationnaire, un estimateur linéaire H est caractérisé

par un filtrage numérigue non récursif, invariant au
cours du temps, portant sur le vecteur observation &

1'instant Kk

si B est le vecteur de filtrage -vecteur &

[N+L+1) coordonnées complexes- l'estimée de ay, vaut

_—>T->
(3] Y = X K H,
et
£ >T =
(4] eK(HJ =8 X K H

est l'erreur d’'estimation. On a 1'habitude pour opti-
miser 1l'estimateur de minimiser 1’'erreur gquadratique
moyenne

(5) e(ﬁ] = E[|ek[ﬁ]|2J minimum .

En écrivant le gradient de lek(ﬁjlz par rapport au
vecteur ﬁ1 {resp. ?E) des coordonnées réelles (resp.
imaginaires) de ﬁ, et en regroupant ces deux gradients
en un seul, & coordonnées complexes, on obtient le
gradient complexe de ]ekfﬁle par rapport a A. on

trouve

Tout vecteur.ﬁ solution de (5) est donc solution de
1'équation
R

- (X
K H = E(X K @ ).

X
(7) E(X K K

C'est une équation de Wiener-Hopf discrétisée qui fait

apparaitre la matrice de covariance

3

R
(8) R =EX, X,

N

du signal observé (matrice que nous supposons inver-

siblel); et le vecteur d'intercorrélation
Es X
g =
(9) T =B, ap
entre 1'observation et le message & estimer.

IITI - ALGORITHMES D'APPRENTISSAGE

L'optimisation directe de 1'estimateur néces-
site la résolution de 1’éguation (7). Dans un premier
temps il faut évaluer les moments 5 et Ta priori
inconnus , parfois méme lentement variables. Cette
évaluation doit se faire a partir des vecteurs ik et,

dans une période d’apprentissage,é partir d'une suite
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de messages tests a, . Dans un deuxiéme temps il faut

K
. . - -1 =
inverser la matrice Q pour évaluer 5 T.

Tous les algorithmes d'apprentissage [1] —Eﬂ
usuels ont pour but de réaliser ces deux opérations
globalement, et de maniére itérative. Ils dérivent

tous de l'algorithme du gradient

(10) ¥ =8 - u

N
K+ 1 K Vﬁ s[HKJ,

K

soit d'aprés (B)

(117 B . =H
k+*1 Tk

On sait [4] que cet algorithme converge vers le vec-
teur ﬁx solution de (7) pour des constantes u bien
choisies.

Dans le cas ol les moyennes 5 et T sont incon-
nues, on ne peut utiliser (11), et 1'on supprime tout
simplement la moyenne d'ensemble dans le gradient ;
d'ol l'algorithme stochastigue
* T >

o
K (-X K Hk +a ).

> -
(12) H =H K

s, X
k+1 ko Hk
L’idée sous-jacente est que les itérations
successives effectuent une moyenne temporelle qui,
dans le cas ergodique, s'identifie & la moyenne d'en-

semble et donc, qu’'ad la limite les algorithmes (12}

et (11) sont les mémes.

Dans le cas de signaux et messages réels, on
peut encore simplifier 1’algorithme (12) en utilisant
seulement le signe du reste (voir LS]).

L'algorithme (12) utilise 1'cart e, ()
entre la vraie valeur ay du message, et 1’estimée
%R

k 'k k

pour adapter ce filtre par 1’intermédiaire du reste

e
Xxk ek. Cette adaptation constitue un apprentissage du

e -
gu’en donne le filtre H,_ & sa k*°"° itération,

X R 2 A .
filtre qui minimise non pas |e MK grandeur aléatoire,

mais sa valeur moyenne. C'est donc un apprentissage de
A
X

Dans la pratique, 1'algorithme (12) est utili-

sé sous deux formes, avec des coefficients uy décrois-

sants ou constants

(13) y 2

(14) B = ou
Ces coefficients sont généralement appelés "pas” de
1'algorithme ("step-size”). Nous allons maintenant
expliciter la différence entre ces deux types d’algoz

rithme en comparant leur gualité d'adaptation.

1V _-COMPARAISON DE L'ADAPTATIVITE DES ALGORITHMES A

PAS DECROISSANTS ET A PAS CONSTANTS

Pour mieux expliciter la différence entre
les deux algorithmes, supposons que la matrice E est
connue, mais non le vecteur ?. L'algorithme d’appren-

tissage (12) devient donc

(15) R, ., =H +u
k+1 Tk k

qui peut s’écrire

i - K 2l
(18) He_, =D {uj}HD + Bolugd X7 )

ho~ox

ol les matrices Qk{uj} et Qg{uj) dépendent de la suite
des coefficients uj. L*'algorithme (15) réalise donc
une sorte de filtrage sur la suite des vecteurs

a X~
P

b . -Posons par définition

(17) X = sup {valeurs propres de Q},v =inf {valeurs

propres de 5}

Considérons d'abord 1l'algorithme (12)-(13) & pas

j21 »p >0 ve<p < A

On montre qu'alors on a les inégalités suivantes entre
matrices définies positives

o
o) k

B
k+1 '{ s IQ p{uj} < K\)p '{

(19}

ou % est la matrice identité, ap est une constante
positive.

L'inégalité de gauche montre que 1'algorith-
me effectue une combinaison a coefficients d'égale
importance des vecteurs successifs ixp ap, les obser-
vations les plus anciennes intervenant autant que les
observations les plus récentes dans le calcul de 1'es-
timateur. L'inégalité de droite montre que tous ces
coefficients tendent conjointement mais lentement vers
zéro lorsque k tend vers 1'infini, en K PV,

Si les propriétés statistiques du vecteur
I
Ak %
propriétés statistiques au bout d'un certain temps Ty

changent, 1l'estimateur s'adapte aux nouvelles

que 1'on appellera "temps d'oubli”. C’est le temps au

bout duguel -les valeurs des observations passées

ke
de la mémoire de l'algorithme.

N
(?Xp ap] n’interviennent plus dans 1’estimateur H
il mesure la durée

On le définira en se donnant un niveau e positif, petit
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devant 1 tel que

k
(20) D p{uj} <e [

D’apres (19), T4 dépend fortement de p. Ainsi
plus les variations de statistique sont tardives, plus

1'algorithme & pas décroissants est long & se réadapter.

On voit alors que

k _ _ k-p
D p[u) = u[% uﬁ] .

(213
Or [% - uﬁ] est une matrice définie positive dont
toutes les valeurs propres sont plus petites que 1

pourvu que
(22) uo< A

L’algorithme effectue donc une combinaison linéaire des
vecteurs successifs }*p ap dont les coefficients dé-
croissent exponentiellement vers zéro en fonction du
temps €coulé (k-p). Le temps d'oubli o est uniquement
déterminé par uv et ne dépend pas de 1'indice p.

Ainsi les algorithmes (12)-(13) et (12)-(14)
donnent des estimateurs adaptatifs, caepables de pour-
suivre l'optimalité en présence de variations dans
la statistigue des signaux. La vitesse des variations
qui peuvent &tre suivies est directement liée 2 la
valeur du temps d'oubli, c'est-a-dire & la vitesse de
décroissance des coefficients.

Ainsi 1'adaptativité de 1'algorithme & pas
constants est bien meilleure que celle de 1l'algorithme
a pas décroissants. Nous allons voir dans le paragra-
phe suivant que c'est au prix d’'un mangue de finesse

dans la convergence.

V - CONVERGENCE DES ALGORITHMES D'APPRENTISSAGE

Comme nous allons le voir, les algorithmes
{(12)-(13) et (12)-(14) convergent sous les mémes

conditions, mais sur des modes différents. Pour écrire

ces conditions, nous définissons la matrice é, le

>
vecteur B et le nombre non négatif pgpar

- % 2T |2
Q‘E“kak]}
- - ¥ 2T %
(23) B=¢ G X X X
R 2 01T 112
g = B Ua [T HX ).

THEOREME 1 :

Les conditions de convergence sont

sup. valeurs propres de Q < @

} a) P
2a1{ b) o, & [{B]] <=

l cl »p

A
8

et

> >
XK) et [az, X,)

(25} { les variables aléatoires [aK, Iy

sont indépendantes pour k # %.

Notons gue cette condition d'indépendance
est & coup sOr trop stricte. Bien gu’elle ne soit gque
rarement vérifiée dans la pratigque, on observe la con-
vergence des algorithmes. Mais on n'est pas encore
parvenu & s'en effranchir complétement dans les démons-
trations théoriques, malgré de récents progres [7][8].

V-a) Algorithme & pas décroissants - On peut

énoncer le théoreéme

Sz la matrice R est inversible, et sous
les conditions (24-25) 1'algorithme (12—
13) converge presque sirement, et en
moyenne quadratique vers le vecteur
complexe ﬁ* solution de l'équation de
Wiener—Hopf (7).

Pour les signaux et messages réels ce théo-
réme résulte simplement de résultats établis antérieu-
rement, en particulier par Mendel et Fu L3] et par
C.Macchi [2]. On montrerait assez facilement gue ces
résultats se généralisent au ces des fonctions comple-

XES.

le théoreéme

THEOREME 2 : 5¢ la matrice R est inversible, et sous
les conditions (24)-(25) 1l'algorithme
(12~14) converge en valeur moyenne vers
le vecteur ﬁ*, pourvu que
2
(28) H <-X

En outre la moyenne du carré de la norme Ilﬁk - ﬁ*l|
tend vers zéro lorsque n tend vers zéro et k tend
vers Z'infiﬁi :

3 ule) tel que

e > o,

(27) { P
o < u < ule) 1) <e

lim sup E([|ﬁk - ﬁ*
k +> o
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On a donc une pseudo-convergence en moyenne
gquadratique, résultat limite pour u trés petit. Ainsi
la convergence de l'algorithme (12-14) est beaucoup
moins fine que celle de 1'algorithme (12-13). Mais elle
est suffisante dans la pratique, ne serait-ce gue
parce que toute mesure comporte nécessairement une
limite de précision. Si 1l'on désire une trés bonne
qualité de convergence, on choisira le ¢ de (27) cor-
respondant & cette précision, et donc le u sera trés
petit. Mais alors le temps d’'oubli deviendra trés
grand. On voit ainsi qu’on est obligé, dans la prati-
que, d'adopter un compromis entre les qualités de
convergence et d'adaptativité des algorithmes.

DEMONSTRATION : En posant

> > >
(28) VK = HK - H*

il vient d’apres (12), (14)

_ B >x>T > _—»x—»T—» >
29) v, = [1-ux 0] Vesnl-XXH s X T

D’aprés (25) les variables aléatoires (?K, ak) d’une

part et U de 1'autre, sont indépendantes. Prenons -~

k
>
la valeur moyenne en tenant compte que Hx est solution

de 1l'équation (7). Il vient

> >
(30) E[VK+1) = (% - uﬁ] E[Vk)-
Ainsi
(31 EtVKJ +0, sik=>o

si et seulement si la condition (2B) est satisfaite

(ol A a &été défini en (17)). Examinons maintenant
(32) o2, = E{||A, - A|1%) = eV

En prenant le module au carré de (28), puis sa valeur
moyenne, compte tenu de 1’indépendance précitée et de
1'équation (7) de définition de ﬁx’ on trouve, &

1'aide des notations (23)

2 o & 2 2XT IxT
(33) oy, = E(VE TG0V} + w"[o Al AH +2R {ECV )
> >xT>
(aH, -8 - Fy B

Dans cette équation R désigne la partie réelle du
nombre complexe, et I[u) désigne la matrice définie

positive

(34) Ty = T - (2R - vAl.

Grace aux conditions (24) et & (31), le module du coef-
ficient de u2 dans (33) est borné.Soit a la borne. Si
t(y) est la plus grande des valeurs propres de T(H)

(33) entraine donc

(35) o2

2 2
Keq S t () ot u a

et en prenant la limite supérieure sur les indices k

(38) (1im sup 02] 1ot U a.

k > o k M -

Or on sait ([ 8] p. 63-74) que t(u) vérifie
(379 tlu) = 1 - u(2v + elpl)

(38) e(u) > 0 lorsque u » 0.

Ainsi il existe des nombres positifs a, et u1 tels que

1

lim sup o
k » o

< a, u

2
kK="

(38) V uos oy

quantité qui tend vers zéro avec u. Ceci achéve la

démonstration du théoreme.

VI - APPLICATION AUX TRANSMISSIONS DE DONNEES

VI-a) Le_contexte des_transmissions de données
En transmission de données, les messages

successifs a, sont des variables aléatoires station-

naires, disc?étes, c'est-a~-dire prenant seulement un
nombre fini de valeurs. Le plus souvent, elles pren-
nent avec égales probabilités des valeurs opposées

ce gui rend leur moyenne nulle. Ces messages sont

émis & intervalles réguliers, dit intervalles de
rythme. Ils sont complexes (cf équation (1)) dans le
cas de la modulation de phase ou de la modulation MAQ
(on notera que la modulation de phase est un cas parti-
culier de la modulation MAQ). Les deux messages réels
en quadrature ont alors méme statistique et sont non

15 s s 2
corrélés si bien que les a sont de moyenne nulle.

Kk
Nous faisons les hypothéses suivantes, en ce qui
concerne les données, légerement plus restrictives

que ce que nous venons de dire :

2
K

2

[40—a){ Ela,) = 0 ; E(a°) = 0 ; etla |? = a

les a, sont indépendants et de méme loi.

K

Le canal de transmission se comporte comme
un filtre linéaire pour le signal transmis. Lorsque la

modulation utilisée est linéaire, et c'est le cas de
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la modulation MAQ, on peut montrer [9] gue le signal
regu, aprés démodulation parfaite & 1'aide de deux
porteuses en quadrature, est un signal complexe

(41) S(t) = a, s(t - kA)

z
K Kk
ol A est 1’intervalle de rythme et ol s(t) est une
fonction complexe qui dépend du canal, du modulateur
et du démodulateur. En écrivant (41) sous la forme
(42) S(kAY = a,

s(o) + = a, s(j - kJA),

J#K
on voit que le signal regu comporte un bruit d'inter-
férences gui se superpose au signal utile lors de 1la
restitution de la donnée a . La fonction s(t), appelée
réponse de la ligne est toujours d’énergie finie. Plus
précisément nous allons supposer que ses échantillons
vérifient
(40-b) E s |s?kal] < .

k

31 en outre, la phase -ou la fréguence- de
1'onde porteuse n'est pas parfaitement restituée pour
la démodulation, le signal recu est affectd d'un bruit
multiplicatif complexe de module égal & 1, gue 1'on
appelle gigue de phase -et gui peut aussi rendre
compte d'une dérive de fréquence-. Enfin 1'observa-
tion est toujours entachée d'un bruit additif. Ainsi
1'observation s'écrit

jelt)

(43) x(t) = (2 a; s(t - iA)) e + b(t).

i
Nous faisons les hypothéses statistiques
sulvantes, sur les messages, le bruit additif et 1la

gigue de phase

(48-c) { b(t) est aléatoire, centré, stationnaire, de
puissance finie czb,

eje[t]

(40-d) est aléatoire, staticnnaire

.1, blt), I8

(40-ge) { Les é&léments {..., a3,

sont indépendants

(40-) Les moments d’ordre 4 des messages et du
bruit sont finis

2
b" 8 Elfa [H) - & <o n? a E(bi)][F) < w

(notons gue dans le cas de données, ol les ak prennent
un nombre fini de valeurs, la premiére condition est
toujours remplie).

A 1'entrée du récepteur 1'observation est

échantillonnée au rythme d’émission des données, en
vue d'un traitement numérique, puis elle est traitée
dans un filtre numérique non récursif autoadaptatif H.

Le schéma du systéme de transmission est porté sur la

figure 1.
.,ai,.
Sourc
3y
< gcisions T
‘
| (12)
ion
estimateur lingaire numérique
FIGURE 1 : Systéme de transmission de données

A partir du message estimé Yi» une décision
ék est prise sur le message numérique a, en fonction
de la position de yx dans le plan complexe par rapport
aux données possibles.

Lorsque 1’estimateur ﬁk gst proche de 1’opti-
mum ﬁx’ 1'écart ek(ﬁk) entre Y et a est le plus sou-
vent tres faible, et si le régionnement de C est

correct , la probabilite
(44) Pr [ék = aK] =1-¢

de décision correcte est trés proche de 1. Dans ce cas
on peut continuer de faire marcher les algorithmes
adaptatifs aprés la fin de ls période d'apprentissage

en remplagant dans (12) la donnée vraie a, par la

décision ék presque toujours identique. Cfest ce qui
est illustré sur la Figure 1. On observe alors que
malgré les quelgues erreurs de décision, les algorith-
mes (12) continuent de poursuivre 1'optimalité de
1'estimateur, pendant la phase de transmission de

1’information.

Pour que l'estimateur optimal

5 A -1 >
(45) H’< = 5 T

soit utile, il faut que le vecteur ?, défini par (9)
soit non nul. Or il est immédiat sur (43) que
aZ E(eje(t)] x

S

>
(48] T = o
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e e e

's’TO = (5 (= LAY, vvv, 5(0), +uus SINAY) o

(47)
Ce dernier vecteur est non-nul, en particulier parce
gue l'instant d'échantillonnage est choisi de telle

sorte que |s[o]| soit grand. Quant & la condition

(t)

(48) 6=cee® Yy s

elle est en particulier satisfaite lorsque 6(t) est
une fonction gaussienne ou si 6(t} est la somme de

composantes spectrales de phases aléatoires équirépar-
ties et indépendantes, le premier cas correspondant
plutdt & la dérive de fréguence entre 1'oscillateur
local et sa référence (6(t) trés basse fréquence) et
le second correspondant plutdt aux harmoniques du

secteur rencontrées dans la gigue de phase.

VI-c) Vérification des conditions de convergence

Nous ne discutons pas ici 1’inversibilité de
la matrice 5, que la plupart des suteurs admettent im-
plicitement. Disons seulement gu’'en 1'absence de bruit
additif, les conditions d'inversibilité de 5 sont les
mémes en présence et en l'absence de gigue de phasex
Ces conditions sont remplies dans la pratique dans le
cas de la modulation MAQ, pourvu gue 1’instant initial
soit choisi convenablement. Enfin, méme s'il n'en
était pas ainsi, le bruit additif garantira toujours
1'inversibilité de 5.

En utilisant judicieusement les hypothéses
(40-a, ., f) on peut calculer et borner les gran-
deurs Por Pqr Py gui interviennent dans les conditions
de convergence (24). On trouve respectivement

2

(49) 5 < az[N+L+1J (a2E+02b] + bE < »

2 4
(50) o, < |8] a?(NeLe1) /E'(J—S—'E‘-—J—E . 2a25+2c§1 < o

a (N+L+1)
c m,
(513 o, < |b2—a4152+(N+L+112 a2E2£2a2+4 ?b + 242] <
a’E
ol G et E2 sont définis par
(52) 6 - e(ed®(t)y
(valeur moyenne de la gigue)
et par
oo N
(53) E,= I [ g 152[(i+j)A]|J2
j=-

j=-L

quantité qui est finie grédce & 1’équation (40-b).

La condition d'indépendance (25) est acduise
en espagant autant qu'il est nécessaire les indices des

vecteurs (a ;K) utilisés dans 1l'algorithme.

K
Ainsi, pour un canal de transmission du
tupe (43) et sous les conditions (40-a, ..., f) concer-—
nant les dommées, la distorsion du canal, le bruit
additif et la gigue de phase, les algorithmes (12)-(13),
et (12)-(14) convergent au sens des théorémes 1 et 2

vers l'estimateur linédaire optimal des données.
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