COLLOQUE NATIONAL SUR LE TRAITEMENT DU SIGNAL

ET SES APPLICATIONS

NICE du 26 au 30 AVRIL 1977

ETUDE DES RELATIONS STATISTIQUES ENTRE DE&UX SIGNAUX TEMPORELS

PAR ANALYSE INTERSPECTRALE.

A, KNOB., J,L. LACOUME

CENTRE D'ETUDE DES PHENOMENES ALEATOIRES ET GEOPHYSIQUES (associé au CNRS)

B.P. 15, 38040 - GRENOBLE-CEDEX

RESUME

La recherche des liaisons statistiques entre
deuxr signaux temporels est un probléme trés
important en physique de la mesure. Les li-
atsons entre deux signaux peuvent &tre de na-
ture trés diverse. Nous nous limiterons ieit

d la earactérisation de liaisons linédaires

et stationnaires entre deux signaux temporels

appréhendés Q@ travers une réalisation parti-
culiére de duréde finie de chacun d’entre eux.

Nous montrons tout d'abord que, dans la situ-
ation déerite ci-dessus et dans le cas de
stgnaux localement blancs, la méthode optima-
le de recherche et de caractérisation des
dépendances linéaires est une analyse inter-—
spectrale s'appuyant sur la mesure des densi-
tés spectrales de puissance et de la densité
spectrale de puissance croisée.

Nous menons ensuite l'étude compléte de la
méthode de mesure de la matrice interspectra-
le dans le cas d'un dispositif réalisant la
transformée de FOURIER des fonetions d'auto-
et d'intercorrélation et nous discutons les
propriétés au second ordre de l'estimation de
la matrice interspectrale ainsi obtenue. Nous
étudions également les problémes posés par la

quantification des signaux dans le corrélateur.

Enfin, nous présentons les résultats obtenus
dans un cas pratique d'étude de signaux magné-
tiques naturels de la gamme de Hertz captés
a1l 000 km de distance.

SUMMARY

The search of statistical relations between
two signals 1s a very important problem in
measurement physics. The relations between
two signals may be of much different kinds.
In this paper we shall deal only with the
characterization of linear and stationary
connections between two signals apprehended
through an individual record of finite dura-
tion of each one of them.

At first we show that, for the above situa~
tion and for the case of locally white
signals, the optimal method of research

and of characterization of the linear depen-
dencies 1s an interspectral analysis, based
on the measurement of spectral densities and
of the cross spectral density-

Thereafter, we study the method of measure-
ment of the interspectral matrix, for the
case of a device performing the FOURIER
transform of both the functions of autocorre-
lation and intercorrelation. We discuss the
properties at the second order of estimation
of the obtained interspectral matrix. We

deal also with the problems of the quantifi-
cation of signals in the correlator.

At last, we bring up the results we obtained
in an actual case of study of natural magne-
tie signals of the order of one Hertsz,
recorded at two points 1 000 km distant of
each other.
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1. INTRODUCTION.
Dans de nombreux problémes de mesure ou d'estimation,
(N22)

l'observation est constituée par N signaux

temporels, connus sur la durée ~-T, +T . Le but pour-
suivi par 1l'expérimentateur est de rechercher si ces

N signaux dépendent d'une cause unique ou s'ils sont
issus de plusieurs causes indépendantes. De nombreuses
études ont été consacrées & ce type de situation, dé-
crit de maniére générale.

Nous allons présenter l'étude de cas ol la liaison

cherchée est linéaire et stationnaire (filtrage). On

sait alors gu'en l'absence de perturbations la densité
spectrale de puissance croisée (fonction spectrale
dfintercorrélation) est égale au gain complexe du
filtre représentant la liaison et que la fonction de
cohérence, ou fonction spectrale d'intercorrélation

normée, est égale & 1 en module.

2. ANALYSE THECRIQUE : RECHERCHE DU TRAITEMENT OPTIMAL

2.1 Description du modéle

Nous nous limitons & l'étude de deux signaux et nous
considérons les deux situations suivantes, dénommées

H et H, :

0 1
Bour HO
Rl(t) = Bl(t) -T < t<T
R, (t) = B _(t) -T< £<T
2 2
B1 et B2 : fonctions aléatoires, gaussiennes, cen-
trées, YBI(V) = YBZ(V) indépendantes.
P
our H1
R, (t) = s{t) + Bl(t) -T < £ < T

R, (t) =?ES(t)] +By(t) -T <t <T

s{t), B, (t), B2(t) : fonctions aléatoires gaussiennes

1
centrées indépendantes.

¥

G(V)e

filtre linéaire et stationnaire de gain complexe
Jjo (v

L*hypothése YB1(v) = YBZ(v) est évidemment restric-
tive. Nous supposerons que le signal est assez fort
pour que la détection ne pose aucun probléme, alors
nous admettrons gu'au cours du temps on passe du cas
HO au cas H1
la détection. On peut alors ajuster les gains lorsque

et cela sans ambiguité au niveau de

H est réalisée et 1l'hypothése faite revient & suppo-

0

ser les bruits Bl(t) et BQ(t) stationnaires.

2.2 Base de KARHUNEN-LOEVE.

Les signaux étant définis sur -T, +T , soit la base

orthonormale :

?iéft) = YEE_BK(t)

avec

8,.(t) = :_lﬁ T, (t) 2T3KV,t [t] € [-T, +T]
=0 si [t] > T

Vo < é’ﬂ:

Le ccefficient de corrélation entre deux composantes du

signal s'écrit :

E[R* R =

~ *
W : - -
SKTIK, 5K IR(u)wiKZ g(u Kl\)o)g (u K2\)o)du

ot g(u) = TF[HT(t)] TF transformation de FOURIER

= T
YW = TF (L (D]
Cette base est de KARHUNEN-LOEVE si l'on a

*
lR(u).g(u—Klvo)g (u—szo) = 6K1—K2

A

. . K . =
sr 7 LEVe) By = 85 A,

Ces conditions sont approximativement remplies si la

matrice interspectrale est peu différente d'une constan-

te sur une plage de fréquence

B = BV,

o BN 10

La valeur de 1l'approximation est chiffrée dans [7]
et définit ce que nous appellerons un signal localement
blanc . Nous avons également montré [5] que, en fonction

de £ les corrélations résiduelles relatives Al vé-

AK
rifient :

AT < ==

soit une précision de 2,5 % pour B = 10. Notons que
cette condition doit étre vraie pour B. , B

S(t)
0
et pour le filtre ﬁ‘ N

1 ’

2.3 Fonctionnelle du rapport de vraisemblance.

Calculons la conditionnellement & G(V) :

P (x)
frolo] - el
R,Ho
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Posant L on obtient facilement

G
avec Bl(t)’

= Log[A(x(t) |G(Vv))]

B2(t) bruits blancs gaussiens de dsp

N, ; S(t) fonction aléatoire gaussienne de dsp Ys(v)
2m3V,K
r1 = 1//20<e” VK py (1) 55 xp =1/TT<e TV N 1, (00>

LG=L1+£A(Kv°)[IrrK|2+|G(KV°)|2|r2K12+G(Kv°)r1Kr2;
+G" (Kv,) rlI:rzK]

ou Lj=

1 z L N,
2L °d N, v (K0, [1+]G (Kv,) [7]

Y (KV,)
2N°[N°+ys(xv°)(1+|G(Kvo)[‘)](1+|G(Kv°)12)

ARV )=

nous allons trai-
g

A partir de cette expression de LG

ter les problémes d'estimation de la phase de

2.4 Estimateur optimal de la phase du filtre
ig(v)

Ecrivons G{v) = |G(v)[e . L'estimateur du ma-

ximum de vraisemblance de ¢ est solution de

L
W&fo
MV
Soit N
ig (Kv,) i, . (Kv,)

. * ° * MV °
ZlA(Kvo)IG(KV°)|[r1Kr2Ke “ryra e =0
K
Supposons ¢ (V) constant sur K;v,, Kpv, et -Kjv, ,

-K2v, ; alors

Kz (-K2) "
- z M(K)FIKFZK
e21¢MV(KV°) _ Ki(Kyp) N
K2 (=K2) N T ON*
LMNO Ty, To

K1 (-Ki)

M(K) : facteur de pondération réel dépendant de

Yg&v,) et [G(xv,) | .
En revenant a la définition des riK , 11 vient ;
+2T
N = F(v) T, (V) av
o 2R
ol
T+V
L. *(6) r(t-v)at <0
57 r r(t~v v
FzR(v) = =T
T
L *(t) r(t-v)at >0
57 r r(t-v v
-T+V
avec Kp-Kj; = ZEM (K»-K; pair)

Ky +K
= =2 -
K==L+ p K, +

P

F(v) = H(V) cos ZwKMvov + j sin 2ﬂKMv°V
+P .
21iP
Hiv) = § Mm@y e IV
-P
M

Ces résultats montrent que ¢ est la phase d'une

Mv
estimée de la dspc obtenue en prenant la transformée

de FOURIER d'une estimée (v)) de la fonction de

(FZR
corrélation multipliée par une fonction de pondération

H(v) . Nous obtenons donc le dispositif d'estimation de

¢ suivant : ~
T (v)
RJ(ET__—_ 2R1R€$a R
] corrélateur \£ TP M
R, (t)
2 FIGURE 1
H(V) —_—
T, (v) est l'estimée de la fonction de corrélation

2R
définie plus haut

H(v) est une fonction de pondération dont nous donnons
la forme dans deux cas typiques (figure 2).

Nous retiendrons seulement que H(v) est limitée &

" o _ 2T Z_ ; _Ki1-K»
T P 00 Ty = 2PM+1'\'P PP T2
MQ(P) “ Ho(v)
Hy (v)
Mp(P) Hy (v)
I
My (P) FIGURE 2
F D - v
M +PM Z/?EM

3. DEFINITION ET ETUDE DE L'INSTRUMENT DE MESURE.

Aprés avoir établi que l'estimateur optimal en présence

de signaux et d'un filtrage localement blancs est la

phase de la dspc, nous allons étudier les propriétés
d'un instrument de mesure de la phase de l'interspectre.
L'estimation d'une dspc peut étre faite selon plusieurs
précédures éguivalentes. Nous avons mis au point une
méthode de mesure par transformation de FOURIER de la
fonction d'intercorrélation, appliquant les résultats
précédents. Le dispositif étudié réalise donc le calcul
de la transformée de FOURIER d'une estimée de la fonc-
tion d'intercorrélation EXY(T). Plus précisément, nous
calculerons la T.F. de F(T1) fxy(r) oa F(1) est

une fonction de pondération nulle au deld d'une certai-

ne valeur Tm de 1

Aprés avoir étudié l'estimateur de la fonction d'inter-
corrélation, nous étudierons les différentes causes
d'erreurs (erreurs statistiques dues au temps d'obser-
vation fini et erreurs de quantification). Nous termi-
nerons par une caractérisation expérimentale de l'ins-

trument de mesure ainsi réalisé.
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3.1 Estimation de la fonction de corrélation :

Les corrélateurs habituels calculent une estimée de la

fonction de corrélation définie par

+T
H 1
r = ~-T
1R1R2(T) 5T Ri{t) Rz (t-T7) dt
-T
différente de l'estimée FZR R définie plus haut. On
1R2
peut cependant montrexr [ 1] que si le support de la dsp

Ys(v) est grand devant le support du gain complexe
du filtre 3 , ces deux estimateurs sont équivalents.

Plus précisément, il est montré dans [1] que

- bien qu'au premier ordre les deux estimateurs soient

diffé
ifférents (F2R1R2(T)

est identique, car la présence d'un biais revient

est biaisé), le résultat final

4 modifier légérement la fonction de pondération

F(T) ;

- au deuxiéme orxrdre (variance) dans les conditions
indiquéas plus haut, la différence de comportement
est négligeable. Nous aboutissons donc au schéma
fonctionnel représenté sur la figure 3} pour le dis-

positif de mesure :

F(t)
Rz(t) ' R
——.——1Corré%ateur Yp.5, (V) «
szff classique R TF _—_¢Mv
FlRlepv

ESTIMATEUR PRATIQUE DE LA dspe - FIGURE 3

3.2 Caractérisation des propriétés de second ordre du

dispositif de mesure de la dspc.

Il est bien connu que, dans le cas général, 1l'estima-
teur de la dspc défini en 3.1 est biaisé. Dans le cas
considéré ici avec l'hypothése de signaux localement
blancs, le biais est petit et nous le considérerons

comme nul. L'estimateur Y (V) est alors caractéri-

RiR2
sé par sa variance, qui mesure la dispersion des ré-

sultats. La variance 029 a deux causes principales

que nous allons étudier successivement
- les fluctuations statistiques venant de 1'utilisa-

tion d'une observation de durée finie

- les erreurs supplémentaires introduites par la quan-

tification des signaux dans le carrélateur.

3.21 Erreurs statistiques dues & la durée finie de

l'échantillon.

En reprenant les méthodes classiques de calcul des
variances de l'estimation de l'intercorrélation, on a
réalisé dans [1,2] le calcul numérique de la covarian-

ce de l'estimateur de la dspc YRlR(v)
T

En posant :

YRiR, (v} = [R+ i3]z

Z : nombre complexe de module unité proportionnel &

YRle(v)'

La covariance

RR RY B RR
se réduit & [=

r r 0 r

=
]

Ceci nous indique que les erreurs proportionnelles &

YR R (V) (erreurs sur le module) et les érreurs dans

'] &

la direction du plan complexe perpendiculaire &

Y (v) (assccides aux erreurs sur la phase) sont dé-
R1Ry

correlées.

FRR est donnée (pour Tm << T) par l'expression

classique (pour la dspc)

r 2| r (0 | 2ar
g2 = RR =
RR 0 2 2T
IYR1R2 v ]
soit pour
2T
P _ m
F(T) =T, () €n= T
m
Tm
F(1) = (1 ~ ?—-) HZT (1t) fonction de pondération de
" BARTLETT :
2T

B 1
RR T /3

P T B T P -
= —_— t -
€ T et £ =« 5t ont été représentés, en fonc
m m
. T .
tion de 2 sur la figure [4].

m
L'erreur sur la phase définie par FJJ ne peut se

calculer simplement. On a montré dans [1,2] que

(—ELﬁ est représenté sur
I =g (5—)r AT P
JJ F\ 2T RR

m la figure 4.
T
Iglw—)
F 2T, €pp
4. porte 4
——_——_—
0,41 2. BARTLETT 0,8
2
0,8+ 1 0,4
2
a 5 70T 5 107
FIGURE 4

Tl résulte de cette étude que, pour ce qui concerne

les fluctuations dues au temps fini d'observation :

- l'ellipse isodensité des fluctuations de la dspc
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a son axe principal dirigé vers l'origine dans le

plan cohplexe ;

- en augmentant le rapport T/2T le petit axe de
m
1'ellipse isodensité décroit plus vite que le grand

axe.

3.22 Erreurs dues & la quantification des signaux_par

le corrélateur :

On prend pour la quantification le modéle suivant 4,

6]

ng(t) = Rl(t) + Bgl(t)
Rzg(t) = R2(t) + Bgz(t)
Bgl(t> et BgZ(t) sont les bruits de guantification.

Ces bruits sont :
- centrés,
- indépendants entre eux et indépendants des signaux,

- leur densité de probabilité d'amplitude est constan-

te sur le pas de quantification.

Nous avons également besoin de la fonction de corré-
lation des bruits de quantifidation qui sera unique-
ment saractérisée par la bande passante équivalente

eq
r, (@
. Bg _ Yx(v)dv L
- =
eq JFB (¥)ar YX(O) 0(0)
°f
En posant alors, comme précédemment
Yy = [R + iT]z
il vient
9 g
TRR FRJ
9 .
N g g
l-‘RJ' 1-‘JJ
avec
g _
FRJ =0
2
g _ 9 O (Y, (WM+y_ (V)
Ter ™ Tz o 2R Rz |F(D) | 2at-
2T B
eq
lorsque

- le bruit de quantification est faible,

En tenant compte des résultats de 3.1 il vient :

Q 2
EEE i ol O(O)IYRl(V)+YR2(v)|
2
Ter 2|YR1R2(v)|
REMARQUE : 0(0) a été déterminée :

- théoriquement & partir des résultats de [4], ou il

est montré que

r, (1) a & &
B
g
4r?o?
= —7r—
q
9%(1) fonction de corrélation normée du signal,
0; variance du signal quantifié.

On obtient ainsi

B = ¥2Ta B
eq R

B bande passante du signal quantifié

R
- 2 1 <
BR =1V YR(V)dV/ YR(v)dv si Beq Fech
par ailleurs vBeq est bornée par Fech CEech : fré—

quence d'échantillonnage) .

- Expérimentalement, en calculant la variance des
erreurs sur un point de la fonction de corrélation

avec at sans quantification.

Les deux approches donnent le méme résultat dans la

zone utile (figure 5).

B
eq
4
2
10 10? 10°  Lag Egéo—)
FIGURE 5 : B théorique et expérimental. 4

eq

3.23 vVérification expérimentale des résultats sur les

erreurs.

Nous présentons sur les deux figures suivantes la
comparaison des résultats expérimentaux et des évalua-

tions théoriques sur la dispersion des mesures.

Le signal traité est un bruit blanc filtré par un

filtre de BUTTERWORTH j 24 dB par octave. Nous précisons
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dans chaque cas sur les figures

- la fréquence de coupure fc

- le temps d'intégration T

~ le nombre de pas de quantification (sur -36 , +36 )

- le nombre de "filtres" sur lequel se fait la moyenne

(AK = K2—K défini en 2.4).

1
sur la figure 6 on voit la forme allongée vers l'origi-

ne de l'ellipse isodensité de probabilité.

La figure 7 montre la réduction des fluctuations sta-
tistiques apportée par un changement de la

d'apodisation.

*y £ =130Hz %
T=1sec
(X3 AK=1 O (24
N=16
-1> T ] i/" r ” ;:' # ;/"
et f =800 Hz
T=10 sec  fwm
AK=100
- WLWW\N&“‘ N=16 - fN\N\M\M\
° 2.4 nnm e % e M

FIGURE 7

4. APPLICATION : MESURES DE PHASES QU DE RETARDS.

4.1 Etude des propriétés au second ordre de l'estima-

teur de la phase :

En revenant au modéle décrit dans 2, soit :

Rl(t) = S(t) + Bl(t) )]
) -T<t<rT

Ry =Flsrl+ (00 )
ol Yo (V) =y (V) =N,

B1 B2

Ys(\)) = Ng

[
fﬁ : filtre de gain complexe G(V)

S (v =a6(v ei¢(\))

Gm~a vu que l'estimateur M.v. : é de la phase

est la phase de la dspc.

Les résultats du 3 nous permettent d'obtenir les pro-

priétés & l'ordre 2 de cet estimateur [1,2,3]

- Ef%]= ¢ (hypothése signaux et bruits localement
blancs)

_ T F(1)|%ar 1
ot 5 (] el o g

o
o
Y V)
[cly)] = —F2R2
YRI(v).YRév)

est la fonction de cohérence ou dspc normée.

On voit, comme cela était prévisible, que les erreurs

dépendent :
-~ du temps d'intégration,
- de la fonction de pondération F(T)

- de l'importance relative de la partie utile sur la
partie inutile (rapport signal sur bruit) représenté

ici par lc(v)'.

Notons qu'il n'est pas nécessaire de particulariser
les bruits de quantification qui sont pris en compte
dans c(v).

Sur la figure 8 on représente le résultat de l'estima-
¢ (V)

& 24 dB/oct. de fréguencesde coupure :

tion de pour un filtre passe bande de BUTTERWORTH
50 et 300 Hz en

fonction de lc(v)l(obtenu par adjonction de bruits
blancs gaussiens indépendants) avec une fonction de
pondération de BARTLETT. On voit nettement la dégra-

dation des mesures de phase lorsque [cf diminue.

ety mour1

o 'AVO&L’
1 00 b

oty s 1

otv) 5087

FIGURE 8 : Phase de la dspe estimée.

4.2 Application 3 des signaux magnétigues naturels

Les Pcl sont des pulsations magnétiques naturelles de
la gamme du Hertz. Ces pulsations ont &té 'enregistrées
en 2 points du globe situés & 1 000 km de distance
(sv-50) . L'observation de la représentation temps-fré-
quence des Pcl montre une certaine analogie entre les
signaux regus aux deux stations. Afin de préciser ce
point, nous avons appliqué la méthode de mesure par

interspectre & ces signaux avec le modéle suivant
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Rso(t) = S§(t) + Bso(t)

R _(t) = S(t + B _(t
o® =Fsml+ s
ﬁi est supposé formé d'une superposition de filtres

passe bande parfaits disjoints et nous chexchons le

déphasage introduit par chacun des filtres

G(V) = Z G, (V)
1

[
"
<
"
-

sur + V., o+ (v, + Av)
i - Vi i

®, (V) = 2T,

Ti : retard introduit par Gi . Les résultats obtenus
dans un cas particulier d'étude sont présentés sur la
figure 2 . On voit apparaitre (et ceci est surtout

et G, . Le filtre

1 2
G1 est relativement bruité, son support est contenu

clair sur c(v) ) deux filtres G

sur 0,1 - 0,55 Hz. La variation de phase est linéaire
(aux fluctuvations statistiques prés) et 1l'on voit une
fluctuation de phase importante associée & un "trou"

de c(v) . Pour ce filtre prenant |c(v)| N 0,4,

on obtient :

o F(v)*ar 1
—_ = . = 0.,=0,1 rd (6°
[g(ZT ) =01 T 30 ) 8¢ xd (69
-m.
b g
1t !
wrt
LERNICK
w? tra
SUDSYALL sott
FIGURE 9
wl 17 —_——
Mesure du déphasage
w3

entre des signaux
magnétiques natu—
rels.

LERMICK-SURDSYALL

0
i)

)
WAl
Il

kS

-

=

A
|

s'étend sur la bande de fréquences

-

Le filtre G2

1,3 - 1,7 Hz , il est beaucoup moins bruité. Pour G
= 0,076 rd (4,5 degrés).

2
avec |e(w | =0,6 , ©

8¢

CONCLUSION.
Nous avons étudié une méthode de mesure de déphasage
entre signaux bruités. Ce probléme se raméne & la

recherche de dépendances linéaires entre signaux.

Dans une situation localement blanche, nous avons
montré que l'estimateur optimal se déduit de 1l'esti-
mation de la dspc (ou fonction spectrale d'intercorré-
lation). Dans cette partie de 1'étude certains points
ont été traités complétement (estimateur de la phase),
d'autres mériteraient d'étre poursuivis, en particu-
lier, il serait intéressant d'étudier le rdle du
coefficient de cohérence comme indicateur des dépen-
dances et de développer la notion de rapport signal
sur bruit contenue dans c(V).

Dans la partie pratique, nous avons présenté les
propriétés d'un estimateur sous-optimal en théorie,
mais pratiquement trés proche de l'optimalité. Cette
étude souléve de nombreuses questions concernant en
particulier la forme des fonction d'apodisation inter-
venant dans la procédure de mesure. Les résultats
essentiels obtenus sont la variance de l'estimation

de la phase obtenue par le calcul et vérifiée pér

simulation.

Enfin, la puissance de cette méthode de mesure a été
mise en évidence dans une mesure sur des signaux na-

turels complexes.
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