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RESUME

L’objet de ce papier est de décrire des méthodes
de modélisation et d'identification de modéles auto-
regressifs & moyenne glissante de processus stochas-
tigues. Ces modeles identifiés permettent d’'estimer la
densité spectrale de puissance avec une précision et
un temps de calcul améliorés comparativement aux métho-
des classiques. Elles permettent également le calcul
en ligne de la densité spectrale de puissance.

Le processus stochastique mesurable y (t) est
modélisé en supposant qu’'il est le signal de sortie
d'un systéme excité par un bruit blanc gaussien w (t),
N (0, o2).

Deux méthodes d'identification ont été testées
pour déterminer les ordres m et n ainsi que les para-
métres ¢i et §i de la recurrence qui lie les échantil-
lons de 1l'’entrée et de la sortie.

- La premiére méthode consiste & transformer le
mod&le ARMG en un modéle autoregressif. Les paramétres
de ce modeéle sont obtenus par 1l'estimation linéaire
des moindres carrés.

- La deuxiéme méthode consiste & trouver les
-paramétres de la récurrence par les technigues de la
programmation non linéaire.

La densité spectrale de y (t) s’aobtient instan-

tanément & partir du modéle.

Les résultats obtenus en excitant un filtre
linéaire par un bruit blanc ont mentré 1l'efficacité
de cette méthode comparativement aux algorithmes FFT.

La simplicité des calculs permet leur implanta-
tion en temps réel sur miniordinateurs ou microproces-
seurs.

SUMMARY

The aim of this paper is to describe the model-
ling and the identification techniques for autoregres-
sive moving average mgdels (ARMA) for stochastic
processus. The identified models provide a means of
estimating the power spectral density with improved
accuracy and computer time compared with the classical
methods. They are particuraly well suited for on-line
estimation of the power spectral density.

The observable stochastic process y (t) is
modelled assuming that it is the output of a linear
filter driven by gaussian while noise w (t),

N (0,07).

Two identifications schemes were tested to find
the orders m and n of the ARMA (m,n) model and to
estimate the parameters a; and b; of the recursion
equation relating the input and output signals.

- Le first scheme consists of transforming the
ARMA model to an autoregressive model. The parameters
of this AR model are obtained using least sguares
estimation technigues.

~ The second scheme consists in finding the
parameters of the ARMA by non linear programming
techniques.

The power spectral density of y (t) is instan-
taneously deduced from these ARMA models.

The results obtained by driving an electronic
linear filter by pseudo-while noise showed the
efficiency of this method compared with the FFT
algorithm.

The simplicity of the algorithm makes its
implementation very easy in real time on a mini-eor
micro-computer.
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INTRODUCTION

Les algorithmes de surveillance du fonctionne-
ment de certains processus industriels tels que
machines tournantes, moteurs a explosion ou certains
composants de centrales nucléaires sont basés le plus
souvent sur les technigues de diagnoestic externe.les
technigues consistent & comparer les densités spec-
trales de puissance des signaux observables calcu-
lées en temps réel & celles correspondant & un
fonctionnement normal. Le diagnostic se fait en uti-
lisant les résultats de la théorie de la reconnais-
sance des formes. Les spectres de référence sont
calculés avec une trés bonne précision statistique
en moyennant environ 500 & 1000 spectres imstantanés.
Par contre le spectre instantané obtenu en temps
réel par exemple par la transformée rapide de Fourier
est entaché d’un bruit de variance non négligeable.
Afin d'obtenir des spectres plus lisses on peut uti-
liser la transformée de Fourier de la fonction
d'autocorrélation pondérée elle-méme par des fené-
tres temporelles rectangulaires ou de Parzen ou de
Barlett. Cependant si la variance du bruit sur les
spectres diminue on augmente, le biais sur le spec-
tre il est donc nécessaire de faire un compromis
entre ces deux grandeurs.

Par contre en supposant que le signal aléatoire
est le signal de sortie d'un filtre linéaire excité
par un bruit blanc et gue 1’identification de 1la
structure du filtre est possible, on peut déduire
la densité spectrale de puissance théorigue avec une
précision qui ne dépend que de la méthode d'identi-
fication. Si 1’estimation des parametres du filtre
est consistante et non biaisée onh obtient une densi-
té spectrale de puissance qui est lissée et qui ne
présente pas de fluctuations statistiques.

L'étude qui suit présente deux méthodes d'iden-
tification d’un modé&le paramétrigue capable de re-
présenter & sa sortie le signal aléatoire analysé.
La premiére méthode est basée sur le principe des
moindres carrés hors ligne et récursifs; la seconde
méthode s’appuie sur les technigues de la program-
mation non linéaire. Une application est fournie et
montre 1'avantage de la modélisation du signal sur
les autres méthodes pour le calcul de la densité
spectrale de puissance.

1. - FORMES DE MDOBELES STOCHASTIQUES

Tout signal aléatoire, stationnaire et correlé
peut étre considéré comme étant produit par un signal
indépendant (bruit blanc) passant dans un filtre
linéaire.

Pour les filtres utilisés, on trouve le modele
& moyenne glissante (MG} & 1’aide duquel le signal
dépend de g valeurs précédentes du signal indépen-
dant. Il est de la forme

y, = B 6 w _0 w 8 w
t t 1 t-1 2 t-2 """ g t-g

(4—1}

Yy est le signal aléatoire & l'instant t

w, : 1’excitation blanche.

Une autre formule du modéle stochastigue est
celui appelé modéle autoregressif [(AR) et ol 1le
signal régresse sur lui-méme jusqu'd p valeurs pré-
cédentes en plus du bruit blanc & 1'instant t

- ¢D yt—p Yoo, (1-23
On peut remarquer que le mod&le AR est équiva-
lent & un filtre MG d'ordre infini et vice versa.

Ve =% B Veoq T 0y Vi

Si donc on choisit un filtre AR comme modéle
stochastique alors qu’en réalité il est de type MG,
on doit s'attendre & avoir un ordre assez élevé (le
systeme étant stable, les paramétres au-deld d’'un cer-
tain degré élevé deviennent négligeables). De méme en
prenant un filtre MG pour un AR.

Pour éviter cette surabondance, on peut former
un filtre qui soit un mélange des deux filtres précé-
dents et comprenant des paramétres autorgressifs et des
paramétres & moyenne glissante.

(1-33

Ve T Oa¥poqt pVppeOpVeot 0t Oqup g0 g

Et ainsi, avec ce filtre 13 appelé autoregres-
sif & moyenne glissante (ARMG) on a le mod&le contenant
le minimum de paramétres, raison pour laguelle il a été
adopté dans cette étude pour représenter un signal
aléatoire.

On peut mettre (1-3} sous la forme

- - 2 = = - g -
( ¢,8- 6.8 4 B7) g 11 - 8,8 ... 6g8T) wt (1-4)
. N i
avec B opérateur & retard b Ve T Vieg
Le systéme étant considéré stable : ¢_1(BJQ(B]

doit converger pouriB] < 1 (B étant un nombre complexe
pouvant prendre n'importe guelle valeur dans le plan
complexel). Cette convergence est satisfaite si les
racines du polyndme #(B) sont & 1’extérieur du cercle
unité.

De méme, on considére que le systéme est inver-
sible c'est-a-dire qu'on peut calculer y_ & partir de
toutes ses valeurs précédentes. Pour celd, il faut que
8-1(BY$(B) converge pour |B| < 1, ce qui est le cas si
les racines du polyndme 8(B) sont aussi & 1l'extérieur
du cercle unité.

A 1’aide des paramétres AR et MG de ce filtre
on peut retrouver la fonction d'autocorrélation théo-
rigue du signal gqui est obtenue & partir de 1'éguation
récurrente suivante

Pr ™ 4 Pr-1 " 2Pz 0Py K> @t

(1-5)

De méme sa densité spectrale
théorique est donnée par la relation

puissance

=32 T, _eqe—jZ an}z

_ -j2m pf;2
De |

N -

Ii—Bde
11_¢1e—j2ﬂf _

p(f) = 2 023 0 ¢f<

{(1-8)

2. - PREMIERE METHODE : ESTIMATION DES MOINDRES CARRES

Elle est faite en deux étapes

- d'abord on estime les paramétres autoregressifs
purs

-~ et ensuite & partir de ceux-ci on identifie 1'ordre
du ARMG et puis successivement les paramétres MG et
AR.

En reprenant 1'équation (1-4) on peut la mettre
sous la forme
_ a,-1 s P - -
(1-6,8 ... 6,8 ¢1B... 90,070 v, = 0, (2-1)

ou (1-Y B - 1{252 SV oy, Vel = e, (2-2)

qui est un filtre autoregressi+ d'ordre infini



69/3 L\/

MODELISATION ET IDENTIFICATION DE MODELES ARMG DE PROCESSUS STOCHASTIQUE
APPLICATION AU CALCUL EN LIGNE DE LA DENSITE SPECTRALE DE PUISSANCE

(2-3)

Et en se bornant & estimer jusqu’a 1’ordre s
seulement on trouve le modéle :

Vg © Yy Yeg T Bp Y By (2-4)

[ e R ¥ ol

i=1

ol e, est 1l'erreur de troncature du polyndme 1B}
et gUi devient négligeable pour un s assez élevé.

€ est le résidu de moyenne nulle, qui plus
1'ordre s augmente moins, il devient corrélé jusqu’a
tendre & la limite vers le bruit blanc ®@_, lorsque le
maximum d'informations aurait &té extrai% des dannées.

En disposant de N échantillons de mesure on a
d'aprés (2-2) le systéme vectoriel

Va1 Yg Yg-1 7770 ¥4 Y11 | s+
= ygﬂ y2 o i
) s
IN YN-1 YN-1 N
ou y=1[Yly+e (2-5)
et 1'estimation au sens des moindres carrés de § est:
A T, -1,7T
Y=y 1y (2-6)

Pour déterminer un ordre suffisant, on fait
accroitre s jusqu'ad obtenir une fonction d’autocor-
rélation du résidu trés peu corrélé.

Dans ces conditions, on peut déduire que 1’esti-
mation de y est non biaisée.

En effet évaluons l'espéra ce mat ématique de
1'estimateur :

El =g (v Yyl

et d'aprés (2-5)
1

YT[[Y)y +e ]

Ty € el £ V]

E[¥] = E [(Y'V)™

EQY] +E [V
€ étant devenu non corrélé et de moyenne nulle.

En outre, cette estimateur est consistent et
dans le cas ol la distribution de y, est Gaussienne
il est assymptotiguement efficace du fait gu'il devient

équivalent & 1'estimateur du maximum de vraisemblance,

Par ailleurs, l'estimation en ligne des moindres
carrés s'obtient & partir des relations :

A T _1
"t PPy B PP
T “1 T
Peoq =Py PPy (B Pyt 1) ¢ Py

ot PtT est le nouveau vecteur disponible & 1'instant
t o \Pt = [yt_1 eeaes yt—s]
Pt est la matrice de covariance des parametres :

Y 171

t.

- T
Pt = (Yt

Fad
Yeen

Comme valeurs initiales : Y_ , = 0 et P__ . egale
3 une matrice identité multipliée par une trés grande
constante (>100).

- Estimation des paramétres MG et AR

D'apreés (2-1) et (2-2) on a :

2

(1-6,8 - 6,8° ... qprp] - [1—615...quq][’l—)'1B—)’282..)

En comparant les termes relatifs au méme degré
de B on trouve le systeme d’équation :
01 = 0y v Yy

b =8 -8 Y v Yy

G =8, =0, Yy 0. Y 5 ... - 0¥ L+ Y, (277)
Voo = O Ye t Og Yieqeer 20 Vg 1= L2
(2-8)

ol ei =0 pour i >g

Des relations précédents on peut tirer les deux
équations matricielles suivantes :

[ r . ..0] ,
¢, 8, 1 o‘ ‘ v,
L) 2 |, 1 St N
- oy (2-9)
. 0 :
L 2 L en ) en—’l_en-Z . n
[ Y+ Yottt Yamal [ e, {2-10}
: Yn+’l""'-YnJ’I'I+7- :
. v .o :
n+1 n+m-1 . Yn en
Ainsi Y,...Yg étant connus, on peut résoudre les

équations (2—16] et (2-9) pour trouver respectivement
9 et ensuite ¢ ; mais pour 'gue cela soit possible il
faut que dans (2-10) la matrice contenant Y . ne soit
pas singuliére pour une solution unique de 6 et cela

est le cas lorsque les ordres n et m sont minimaux.

D’ol la méthode pour déterminer 1'ordre du
filtre ARMG, en testant cette matrice carrée & partir
de (n =1, m = 0) et en augmentant les ordres comme
suit (n =1, m=1), (n=2, m=0), (n=2,m=1) ...
jusqgu'a ce que 1l'ordre de cette matrice soit supérieur
3 son rang, en d’autres termes jusqu’a ce que le déter-
minant s'annule, ou plutdt devient inférieur & un nom-
bre positif et trés petit (étant donné gque les Yi sont

remplacés par leurs estimées.)

Une fois 1l'ordre déterminé, il ne reste plus
qu'a résoudre (2-8) et (2-10} pour trouver les para-
métres AR et MG de notre modeéle.

3. - DEUXIEME METHODE. ESTIMATION DES PARAMETRES DU
FILTRE ARMG A L'AIDE DE LA TECHNIQUE DE PROGRAM-
MATION NON LINEAIRE.

Elle consiste & estimer conjointement les para-
métres AR et MG du modéle en cherchant le minimum de la
somme des carrés des résidus dans 1l'espace des para-
métres, en se servant de 1'algorithme de Newton modi-
fié étant donné gu'on n'a pas toujours connaissance a
priori des paramétres.
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Le résidu est calculé & partir de 1'équation

£ = yt - ¢1 ytlﬁ'¢pyt—p+e1€t—1+92€t—2"eq Et—q
L'ordre exact du filtre est déterminé & 1'aide
du test statistigue F sur le critére (aprés conver-
gence de l'algorithme).
J, - J
1 0
F = S
c 2
o
N-P

Soit le rapport

Jg est la somme des carrés des résidus pour un certain
ordre

J1 est celui d'un ordre supérieur au premier

S est la différence de nombre de paramdtres entre
les deux Tillres

N nombre d"é&chantillons de mesure.

P est le nombre de paramétres du modéle d'ordre supé-
rieur.

En supposant gue le bruit blanc est distribué
normalement,Jq et Jg sont distribués selon=? et
donc £ est distribué selon F dont les degrés de liber-
té sont respectivement S et N-P.

Pour un intervalle de confiance donné on peut
trouver & 1'aide des tableaux, la valeur théorigue de
que

Fot,n2,07 501t Fyp» pour laguelle la probabilité

Fc soit supérieure est de 0,05.

5i donc on trouve gue FC >> Ft cela indigue
gue le modéle d'ordre supériedr qui Hoit gtre pris.

Ainsi, on fait accroitre 1'ordre du filtre
Jjusgu’d ce gue le F test calculé entre deux modéles
d'ordre consécutif soit inférieur 8 5 % de celui
trouvé théoriquement.

3. - APPLICATIONS

La premigre méthode d’estimation des paramétres
du modéle ARMG a été tout d’abord testée sur un modele
de simulation du second ordre et ensuite appliquée a.
un signal réel issu d'un circuit électranique.

A - Exemple de simulation

Soit le mod&le ARMG

8(B) _ 1 -0.58B
P(B] ~ 7+1.5 Br 0.625 B2 P
Le filtre autogressif pur equivalent est

¥(B) =1+ 2B+ 1.625 B° + (1.625/2) B2 +

=2, q =1

Ce filtre a été excité par un bruit blanc de
distribution normale de moyenne nulle et de variance
égale & 1’unité.

Trois ordres différents du filtre AR pur ont été
testés avec respectivement s = 5, 10 et 20 en utilisant
1000 échantillons. Le tableau suivant donne les résyl-
tats pour les différents ordres.

1 2 3 4 s | % b2 %
Valeurs [, 1.625 | 0.8129 0,406 [0.203 | 1.5 | 0.625| - 0.5
exactes
s=5 2.003 | 4.602 | 0.7208 0.2396 {0.0361 | 1.593 | 0.589 | - 0.41
s = 10 2,010 | 1.529 | 0.786 | 0.3858 J0.2842 | 1.521 | 0.645 | - 0.489
s = 20 2.009 |1.624 | 0.7814 0.3831 j0.273 | 1.519 [ 0.638 | - n.450
Tableau 1 Param@tres du modéle ARMG en fonction des

ordres

Le filtre autoregressif d'ordre 20 donne les
paramgtres avec la meilleure précision, ce qui est
conforme & la théorie. La figure 1 représente la fonc-
tion d'autocorrélation du résidu pour les trois filtres
On remarque que ce résidu est peu corrélé pour les
trois ordres.

31 B FONCTION D AUTOCORRELATION DU RESIDV
POUR LES DIFFERENTS ORDRES
-8t S.5 e
$:10 e
5: 20 eas
4
FiG i
0. PN VAVAVMWAW
L , ; s . ()
0. 1o, 23, 35, 4. 80,

Le biais que 1’on chserve sur les estimations
des paramétres est dd d’une part aux erreurs numérigues
et d'autre part & la statistique insuffisante liée au
nombre limité de points.

En appliquant l'algorithme d’estimation en
ligne pour identifier les param@tres du mod@léd auto-
regressif pur on obtient aprés traitement de 600 échan-
tillons les valeurs suivantes

Y, 2.002 I1 y a bonne concordance

Y, = 1.510 uniquement pour les param@tres
YS = 0.542 dont les valeurs absolues sont
Y4 = 0.157 grandes.

Y = 0.0307

B - Modélisation d’un signal réel

La figure 2 représente le signal de sortie d'un
circuit électronique excité par un générateur de bruit.
Un prétraitement a été effectué afin d'obtenir un signal
a moyenne nulle et & variance unitaire.

TEMPSE)
1.2

015 03} b.ué

Allure du signal de sortie
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La figure 3 représente la fonction d’autocorré-
lation du signal de sortie.

19 ?yy (3)
FONCTION D AUTOCORRELATION DU
el PROCESSUS STOCHRSTIGUE
bg
04
02 FIG 3
UIJ . RETRRID {s)
B LT .45 BEd

La modélisation du signal par un modéle ARMG a
donné lieu tout d'abord & 1'estimation d'un modéle
autorégressif d'ordre 20 en utilisant successivement
une estimation hors ligne et une estimation récursive
des paramétres avec 200 échantillons. lLes cing pre=

miers paramétres ont pour valeurs respectives :

Yy, = - 1.124 + 3.12 1075 Y, = - 1.140
Y, = 0.388 ¥ 4.71 10°° _ y, = 0.43

Yy = - 0.01993 + 4.803 10_5 yg = - 0.0728
Y, = - 0.03824 ¥ 4.801 10, ¥, = - 0.0161
Y, = 0.01707 ¥ 4.83 10" Y. = - 0.0148

La figure 4 représente la convergence du para-
meétre Y, en fonction du nombre d'échantillons. On
constate gue l’estimation converge vers la valeur
fournie par la méthode d’estimation hors ligne.

v“ . _CONVERGENCE DU PREMIER PRRAMETRE A.R. PUR
00
18
FIG 4
e
I ————
QJ 1 1 1 1 Tm“)
0.5 10 15 290 25 30

Le calcul de la fonction d'autocorrélation du
signal résidu obtenu avec 1’algorithme d'estimation
hors ligne montre que le signal est peu corrélé pour
un ordre égal & 20. L'estimation de la variance du
bruit d’entrée donne une valeur égale & ow® = 0.244

L’ordre du filtre ARMG est estimé en vérifiant
gue le déterminant de la matrice étudiée au para-
graphe 2 est inférieur & un nombre petit et positif.
L'évolution du déterminant en fonction des ordres a

été la suivante :

p =1 g=1 o] = 1.124

p=2 g =1 0.387
g=2 0.1359

p=3 q=1 0.01993
g=2 0.01561
q-=3 0.000082

L'ordre du modéle ARMG retenu a été p = 3, g = 2,
les paramétres des modéles AR et MG ont été ensuite
identifiés et on a trouvé les valeurs suivantes :

¢, = 1.108 6, = 0.0155
¢, = 0.3804 et
93 = 0.0136 6, = - 0.000108

La connaissance du modéle ARMG permet de
déduire la densité spectrale de puissance du signal.
La figure 5 représente les densités spectrales de
puissance obtenues par transformée directe de Fourier
du signal, par transformée de Fourier de la fonction
d'autocorrélation en utilisant une fenétre de Bartlett
et en utilisant un modéle ARMG.

037 ) SPECTRE DE PUISSANCE THEORIOUE (H.L.) LLL]
o

SPECTRE DE PUISSANCE PAR F.F.T. vae
SPECTRE DE PUISSANCE PAR F.DE LAUTOCOV, e
L1SSE PAR FENETRE DE 8RRTLETT

ol

\ N f
T .Y T,
L. 8. 12. 16,

On observe un léger décalage entre les deux
derniers spectres di aux effets de la fen&tre de pon-
dération de Bartlett.

Une comparaison a été effectuée entre les
densités spectrales déduites des modeles ARMG calculés

La figure B représente les tracés correspondant
Dn constate une trés bonne correspondance entre les
amplitudes.

O3 €. ff) SPECTAE DE PUISSANCE THEORIGUE (H.L.) wam
SPECTRE DE PUJSSANCE THEORIGUE [E.L.) ...
SPECTRE DE PUISSANCE PAR F.F.T. oos

4. - CONCLUSIONS

Les études entreprises dans le cadre de la
modélisation d'un processus stochastiques par un mo-*
déle autorégressif et & moyenne glissante montre qu'il
est possible par les techniques d'estimation de para-
métres d'obtenir une récurrence qui représente de fagon
satisfaisante le comportement d’un signal aléatoire
stationnaire.

En particulier,” la comparaison entre les algo-
rithmes d'estimation hors ligne et en ligne de para-
métres ont montré une bonne concordance entre les
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valeurs estimées. De plus l'algorithme d'estimation
récursif permet par sa simplicité une implantation
aisée sur mini ou micro-calculateur. La comparaison
des densités spectrales de puissance obtenues par
transformée directe de Fourier et par le modéle ARMG
montre gue la transformée-de Fourier déduite du modé-
le ARMG n'est pas entdchée de fluctuations statisti-
gues importantes. D'autre part, le nombre de points
nécessité pour le calicul du modéle ARMG est inférieur
a celui demandé par le calcul de la transformée
directe de Fourier.

L’utilisation du mod&le ARMG, dont on connait
a priori l'ordre, est une voie trés prometteuse pour
une estimatien récursive des densités spectrales de
puissance.



