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RESUME SUMMARY
On passe britvement en revue les méthodes A short review of current methods in cluster
courantes de recherche de clusters, considérant analysis is presented, with emphasis on the case
particulitrement le cas d'ensembles statistiques of large statistical samples having high dimensiona-
importants et de dimension élevée dont on cherche lity whose probability density function is to be

3 étudier la loi de probabilité, investigated,
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L. INTRODUCTION

L'analyse statistique multidimensionnelle s'ap-
plique a des problemes aussi variés que la taxinomie,
I'estimation paramétrique, la reconnaissance de
formes, l'identification de processus aléatoires quel-
conques. Elle se définit par le fait que chaque échan-
tillon ou événement aléatoire est décrit par plusieurs
variables et se caractérise, des que le nombre des
variables dépasse 2 ou 3, par la quasi impossibilité
pour l'analyste de se faire une représentation intui-
tive des données,

La nature de ces données est tres variable,
Chaque composante peut représenter, pour ne pren-
dre que trois exemples :

une caractéristique des individus d'une popula-
tion; elle peut ne prendre que des valeurs
discretes,

un coefficient de la décomposition d'un signal
suivant une base de fonctions données,

une variable cinématique affectée & une parti-
cule de l'état final dans une réaction entre

particules élémentaires/ 1 /.

Dans tous les cas l'ensemble statistique se pré-
sente comme une famille de N points dans l'espace
R (n}] Nous nous plagons dans le cas ol le "nuage"
de points est de nature statistique, le probleme posé
étant d'en extraire le plus d'informations possible
sur la fonction de distribution p () 2 laquelle il
obéit, On suppose que l'information a priori sur
cette distribution est soit inexistante, soit de nature
essentiellement qualitative (par exemple, que ID[JC
représente la superposition d'un nombre indéter-
miné de processus indépendants dont la loi n'est pas
donnée analytiquement); en d'autres termes 1'étude 2
mener n'est pas paramétrique,

L'estimation directe de la densité de probabilité
multidimensionnelle est généralement impraticable.
Remarquons que le nuage est extrémement peu dense,
Si l'on divise l'intervalle de variation de chacune des
variables en 10 le nombre de points dans chaque
hypercube élémentaire est en moyenne N /1 o or N
dépasse rarement quelques milliers,

De plus d&s que la distribution présente quelque
structure cette densité varie énormément d'une
région de l’eipace a l'autre. Aussi est-il exclu
d'estimerID(a‘/) 3 l'aide d'un histogramme multi-
dimensionnel, Parmi les estimateurs non paramé-
triques qui s'adaptent 2 la densité locale le plus _
populaire est celui des K-plus proches voisins /2 /:

PIE] = k/N V(%)
ol V (x) est le volume de la sphere qui contient les
k_pomts du nuage les plus proches de X . On montre
/ 3/ que le biais et la variance tendent asymptotique-
ment vers 0 pourvu que k dépende de la taille de
1'échantillon selon une loi vérifiant :

dim k()\/):—.oo lim M= 0
Ne. oo Noow N

Mais pour un échantillon & 11 dimensions le biais est

donné par :
£[p5))-pic)s L) 219 [
Z/’Z[mtz/} pihiE) | N )

ot p”est la matrice des dérivées secondes de . La
densité p étant faible et sa variation rapide il faut
s'attendre pour les statistiques finies, 2 un biais tres
important presque partout.

Si l'estimation directe est impossible, 1'idée sous-
jacente, de caractériser la densité locale en un point
du nuage par la distribution de ses plus proches voi-
sins, n'en est pas moins a la base de la plupart des _
méthodes d'analyse, avec des variantes diverses Lé}__/

Ce qui vient d'étre dit ne s'applique pas, du moins
pour N grand, au cas de deux dimensions; ce cas cst
tres différent des autres pour une autre raison, qui
est la remarquable aptitude de 1'oeil & extraire 1'infor-
mation contenue dans une image, en effectuant tres
rapidement des opérations élémentaires telles que :

estimation de la densité locale de points,
estimation du gradient de cette densité, et des
directions principales,

partage du plan en régions disjointes séparées
par des zones de faible densité,
reconnaissance des structures 3 une dimension
(points groupés le long d'un arc de courbe).

Selon certains auteurs / 5 / ces performances
reposent sur la construction instinctive d'un squelette
du graphe dont les sommets sont les points du nuage
(arbre minimal),

2. POURQUOI CHERCHER DES '"CLUSTERS" ?

D'un point de vue purement probabiliste, l'analyse
d'un ensemble statistique multidimensionnel peut se
concevoir comme un effort pour se ramener & une
situation idéale dans laquelle la distribution des points
est uniforme, ce qui implique que la densité de probabi-
lité peut &tre complétement factorisée, En général ce
programme n'est pas réalisable globalement, mais on
peut chercher a structurer l'information & plusieurs
niveaux en faisant intervenir plusieurs lois de distri-
bution dont le mélange rende compte de la distribution
observée. L'idée est que chaque point du nuage résulte
d'un double tirage au sort, d'abord celui d'un type de
processus auquel correspond une fonction de distribu-
tion P‘Y (x), ensuite celui du point selon la distribution
de fréquences correspondante. La fonction de distribu-
tion totale est alors une combinaison linéaire convexe
des fonctions qui rendent compte des différents pro-

| F/«i./:“Z/L,CIDx{f)

Cette démarche est naturelle lorsqu'on s'attend &
ce que certaines des 77 variables soient fortement cor-
rélées entre elles mais avec une corrélation différente
selon le domaine occupé par un autre groupe de varia-
bles (par exemple, les variables d'environnement s'il
s'agit de mesures de propagation).

Si les fonctions a(ﬁc’) sont connues a priori, flit-ce
3 la valeur de certains parametres pres, on est évi~
demment ramené a un probleme d'estimation paramé-
trique. Dans le cas contraire il faut les construire 2
partir de 1'échantillon lui-m&me en imposant certaires
conditions dont la plus naturelle est qu'elles aient des
domaines disjoints. Ainsi l'approche statistique ini-
tiale conduit & considérer pour commencer un pro-
bleme de classification consistant & partitionner
I'espace et & distinguer dans le nuage de points des
amas (clusters) dont chacun constituera au moins de
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maniére approchée un ensemble statistique homogene
au regard du processus aléatoire sous-jacent, Une
autre idée et un autre espoir sont ici implicites, c'est
que chaque agrégat a des chances d'obéir a une loi
plus simple, notamment par la réduction du nombre
des variables significatives, c'est-a-dire de la
dimension intrinséque de l'ensemble,

Depuis les débuts de 1'analyse statistique une
assez grande variété de méthodes de regroupement
et de séparation ont été développées; chacune a ses
mérites et son domaine d'application privilégié, car
il est clair que le probleme n'admet pas de solution
universelle. Elles n'ont pu connaitre leur plein
développement qu'avec l'apparition d'ordinateurs
rapides et a grande capacité de mémoire et, ce qui
n'est pas moins important, de leur utilisation en
mode interactif. C'est en effet 1'oeil qui demeure le
meilleur juge de la réussite et la visualisation des
résultats, qui suppose une projection & deux dimen-
sions, est le meilleur moyen de contrdler les algo-
rithmes et d'en ajuster les parametres,

11 est possible de classer les méthodes de recher-
ches de groupements locaux suivant quelques carac-
téristiques en distinguant :

D'une part, des méthodes de recherche guidée
et des méthodes globales. Les premitres consistent
3 réduire la masse des informations pour faire ap-
paraftre plus facilement des structures, générale-
ment par une application sur un espace de dimen-
sion plus faible. Cette application peut &tre linéaire
(projection) ou non. Les méthodes globales au
contraire utilisent la donnée des N composantes et
cherchent a classer directement les points, c'est-
a-dire 2 construire une application de 1'ensemble des
points dans un ensemble fini obéissant & certaines
conditions.

D'autre part, des méthodes reposant sur la
métrique de l'espace, et des méthodes qui ne font
intervenir que la notion de proximité entre les points,
c'est-a-dire une fonction définie sur les couples de
points et vérifiant :

d(x;,

("‘ir /) "{ )

mais non l'inégahte triangulaire,

G0 =t

3. METHODES DE REDUCTION

3.1 Préliminaires

Le fait de représenter les données dans /Rnintro-
duit implicitement une notion de proximité, et me&me
une mesure de cette proximité, par exemple 2 l'aide
de la distance euclidienne, Toutefois cette mesure ne
fait pas nécessairement partie de l'information conte-
nue dans les données; il est fréquent que les gran -
deurs portées sur les axes soient de nature différente;
le choix des échelles est alors arbitraire; certaines
variables peuvent &tre discretes, Souvent le choix
des variables est lui-m&me largement arbitraire, I1
y a donc une étape préalable a la recherche des clus-
ters, qui est de définir un premier systéme de coor-
données tel que des points ''voisins'' au sens intuitif
(compte tenu des plages de variation des parametres,
des erreurs de mesure dont ils peuvent étre affectés,
etc. ) soient dgalement voisins dans l'espace et inver-
sement.

3.2 Méthode des composantes principales

Le premier usage possible de la métrique est
I'analyse en composantes principales, Soit V un sous-
ensemble du nuage de points et C la matrice nx f' de
coefficients :

'JJ. = Z (acL_.x )[x x

ol JC est la valeur moyenne sur V de la coordonnée
X, La diagonalisation de cette matrice fournit f1
combinaisons linéaires ? L/ orthogonales des X,
dont les variances (relativerment & V ) sont les
valeurs propres L, R On en tire les infor-
mations suivantes :

Ay s Ay

la direction l#,qu1 correspond a la plus grande
valeur propre est de toutes ces combinaisons
linéaires des variables originales, celle qui est
la plus dispersée, et ainsi de suite dans 1l'ordre
décroissat des valeurs propres;

le nombre de valeurs propres non nulles ou non
négligeables est la dimension effective de
l'ensemble de points, ou plutdt du plus petit
espace linéaire dans lequel il peut &tre plongé.

Appliquée 2 l'ensemble des données cette méthode
n'apporte en général rien de plus que la détection
éventuelle de dépendances linéaires entre les varia-
bles, et ne permet pas de déterminer la dimension
intrinstque du nuage : des points répartis uniformé-
ment sur une hyperspheére donneront une matrice ¢
égale 2 1'unité, Quant aux axes principaux, ils four-
nissent les variables, linéaires dans les &/, dont les
histogrammes ont les largeurs les plus grandes, Ce
ne sont pas nécessairement ceux qui sont les plus
structurés au sens de la formation d'amas,

En revanche la méthode des composantes princi-
pales appliquée au voisinage d'un point, défini soit
par une sphere de rayon fixe centrée en ce point, soit
par les K plus proches voisins du point (k>n) rensei-
gne sur la dimension locale du nuage. A condition que
la statistique soit assez fournie on peut ainsi détecter
les zones ol la dimension réelle est inférieure & 7,
l'analyse en composantes principales fourni ssant la
variété linéaire tangente au lieu des points /6 /.

3.3 Méthode ""projection pursuit!

Si 1'on veut trouver la projection linéaire a une ou
deux dimensions qui fait apparaftre le maximum de
structure il faut se donner une mesure de cette struc-
ture, On peut définir un indice de projection &
dimension /7 / de la forme :

I(u) = s(u) d{u)
ol $ (U) est la variance de la famille de points obtenus
par projection sur la direction i, et une fonction
qui mesure le degré d'agglutination de ces points, par
exemple : N N

[ - £ Z (),

étant la distance entre les projections des points
{ une fonction décroissante de ', nulle
pour les valeurs supérieures & un seuil K. Ce para-
mbetre R définit la taille (en projection)de la struc-
ture cherchée.

une
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On cherche alors la direction de projection qui
rend maximum 1'indice [, c'est un problédme non
lindaire de maximisation & N./inconnues. La géné-
ralisation & deux dimensions consiste & chercher deux
directions orthogonales U et V telles que l'indice :

I{uv) = sfu)s(v) d[uv)
soit maximum, la fonction a/ étant encore définie
par la formule (1).

Cette méthode est souvent tres efficace pour
déterminer les directions pour lesquelles 1'histo-
gramme 2 une ou deux dimensions présente des
concentrations importantes. On peut répéter son
application en masquant les régions de haute densité
déja trouvées, et faire apparafitre ainsi des picsdans
d'autres projections linéaires; alors que la méthode
des composantes principales ne permet pas de con-
clure lorsqu'on a affaire 2 plusieurs amas dont les
axes principaux ont des orientations différentes,

3,4 Applications non linéaires

L'idée de déformer le nuage de points, c'est-a-
dire de changer les distances tout en respectant une
notion qualitative de proximité est ancienne, Elle
s'applique, par exemple, 2 la recherche de la dimen-
sion intrinséque /8 / En ce qui concerne la recherche
d'agrégats la méthode de SAMMON / 9 /consiste a

‘trouver une configuration de N points dans un espace
de dimension plus faible, généralement 2, dont les
distances mutuelles DL" soient aussi proches que
possible des distances euclidiennes C[I:/ dans R™ on
cherche le minimum de la fonction :

o 2 [y dy
E(%I,..,,yﬂ'):: —_— Z Z _u
k; dbg ial f=141 dz}

2

par rapport aux 2/Ncoordonnées des vecteurs %‘.

L'avantage de cet algorithme est d'8tre indépen-
dant de toute hypothése sur les données et de tout
parametre de contrdle, en laissant le soin de déter-
miner les groupements sur la carte ainsi obtenue a
l'oeil de l'observateur. Le prix a payer est une
minimisation oli le nombre de parametres augmente
comme N et le temps de calcul de la fonction comme
N?% ce qui limite le domaine d'application de la
méthode aux ensembles n'ayant pas plus de quelques
centaines de points.

Remarquons qu'il n'est fait usage que des dis-
tances mutuelles des points dans 1'espace d'origine,
qui peuvent &tre en fait de simples fonctions de
proximité au sens défini plus haut.

4. METHODES GIOBALES

I1 y a deux grandes manieres de rechercher la
décomposition du nuage, l'une est d'ordonner 1l'en-
semble globalement suivant un ou plusieurs graphes,
l'autre de procéder par agrégation locale selon des
criteres de proximité; elles peuvent se combiner.
Les divers algorithmes ont en commun soit de com-
porter un ou plusieurs parametres de contrdle, soit
de conduire a un optimum local, dépendant d'une
classification de départ,

4.1 L'arbre minimal (Minimum Spanning Tree)

C'est une méthode de représentation des ensem-
bles de points multidimensionnels qui n'est pas
limitée.a la recherche d'une décomposition. L2
encore seule la notion de proximité des couples inter-
vient, On considire le graphe dont les sommets sont
les points du nuage, un arc reliant chaque couple de
points (Lf; ) avec un poids égal & d,;. L'arbre mini-
mal est le sous-graphe complet sans cycles dont le
poids total est minimum. Etant donné la matrice des
d,," il peut se construire des plus simplement, par
e)!emple en partant d'un couple dont la fonction de
proximité est minimum, et en ajoutant & chaque pas
le sommet relié & 1'un des points déja inclus par un
arc minimal, ainsi que l'arc correspondant / 10/, On
montre que dans le graphe résultant chaque point est
relié & 1'un de ses plus proches voisins. Il est facile
de voir que si le nuage est composé de groupes tels
que :

la distance entre deux points d'un m&me groupe
est inférieure 3 R,

la distance entre points appartenant a des grou-
pes différents est supérieure 3 R ,

il suffira de supprimer les arcs de longueur supérieure
5

3 R pour obtenir un graphe non connexe dont chaque
composante connexe correspondra a 1'un des groupes,

Diverses stratégies moins simplistes permettent
d'identifier les amas disjoints dans lesquels la densité
des points est variable, et m&me les zones_de contact
entre deux amas incompletement séparés / 5 / Parmi-
les autres applications de l'arbre minimal signalons
la recherche de la dimension intrinséque du nuage par
simplification progressive de sa structure /11 /,

Cette méthode a l'avantage de ne pas &tre limitée
par la dimension de l'espace, En revanche lorsque N
est tres grand le nombre des informations a4 conserver
en mémoire peut devenir prohibitif,

4.2 Méthode des plus proches voisins

_ Cet algorithme est d'une simplicité surprenante
/12/. On se donne a priori le nombre Kk de groupe-
ments cherché, et une classification arbitraire des
points en K catégories, que l'on modifie pas & pas
en associant & chaque point la classe 2 laquelle ap-
partenait a 1'étape précédente le plus grand nombre
de ses voisins, dans un voisinage de dimension fixe,
L'algorithme s'arrée lorsqu'aucun point n'a changé
de catégorie d'une étape i l'autre,

La réussite dépend de trois facteurs :

La tajlle des voisinages : s'ils sont trop grands
une classe absorbe les autres; s'ils sont trop
petits chaque classe reste scindée en groupes
disjoints,

Le caractere aléatoire de la classification ini-
tiale, S'il n'est pas respecté il y a formation de
"noyaux durs'' et la séparation ''naturelle' entre
classes ne se fait pas.

L'adaptation de la métrique aux données,

Lorsque ces facteurs sont bien réglés il suffit que
K soit plus grand que le nombre d'amas effectivement
présent, les catégories en surnombre disparaissent
d'elles-mé&mes. /
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4. 3 Méthode des nuées dynamiques

L'idée / 13/ est d'ajuster & chaque itération les
centres de gravité des amas, dont on se donne le
nombre a priori. Partant d'un ensemble de centres
aléatoire, on attribue chaque poirit au centre dont il
est le plus proche. Puis les centres sont redéfinis
comme étant les centres de gravité des amas ainsi
constitués, On montre /13 /que la somme des
variances intra-classe décroft 2 chaque itération.
11 en résulte que l'algorithme devient stationnaire
apres un nombre fini d'étapes, fournissant une par-
tition de l'ensemble (qui dépend du choix initial des
centres),

4.4 Une méthode de gradient non paramétrique

Cet algorithme publié récemment /14 /utilise &
la fois 1'idée de graphe et celle d'agrégation. Il
repose sur un estimateur de la densité locale qui
peut &tre soit du type de PARZEN (dont le plus simple
consiste & compter les points situés dans un voisinage
fixe du point considéré), soit celui des K plus proches
voisins, et comporte donc un parametre de contrdle,

—

Soit V| le voisinage du point X, utilisé par l'esti-
mateur, P, la densité locale estimée. On la compare
aux densités P, obtenues pour les points a'?'e \4 .
L'algorithme procéde par construction d'arbres
orientés dont les origines sont les points oli P a un

. AT i
maximum local, une branche reliant xf a x} si
l'estimateur du gradient de densité :

i,. _ F"f)"

g =

{ ﬁc'

est maximal sur l'enéemble des points x/ E Vb' .

Le graphe complet est la réunion des arbres
obtenus, dont chacun correspond a un agrégat,
l'arborescense partant de son point de densité
maximum.

Le fait remarquable est que 1'algorithme ne sup-
pose pas de classification initiale, détermine auto-
matiquement le nombre des amas, et ne comporte
pas d'itération. En contrepartie le résultat peut
dépendre de l'ordre dans lequel les points sont
traités,

5. CONCLUSION

Les méthodes qui viennent d'étre décrites se
pré&tent a un grand nombre de variantes, et leurs
performances dépendent évidemment beaucoup du
probleme considéré, Au reste l'analyse en termes
d'amas est rarement une fin en soi, mais plutdt un
moyen de faire apparaftre des structures, qui seront
l'objet d'une étude ultérieure. Mais c'est un moyen
puissant pour distinguer les divers processus aléa-
toires qui interviennent concurremment dans la
formation des données, non seulement lorsqu'ils sont
indépendants comme l'exprime la formule (1) mais
aussi lorsqu'il y a interférence entre eux comme
c'est le cas des phénomenes quantiques, Mé&me des
algorithmes apparemment simples permettent d'ar-
river & des résultats remarquables; toutefois la
masse des calculs 2 effectuer est en général une
fonction rapidement croissante du nombre de points

N . La tendance étant, en de nombreux domaines,
de traiter des ensembles de points toujours plus
nombreux, on peut penser que la recherche de

e

nouvelles méthodes s'orientera surtout vers des
algorithmes qui utilisent au maximum l'information
locale, et nefassent pas appel & la minimisation d'une
fonction de N variables ni & des processus itératifs,
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