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RESUME SUMMARY

Etant donné un systéme linéaire stochastique, A linear monodimensional stochastic system is
monodimensionnel, a temps discret, admettant une re- being considered in a Gaussian-Markovian discrete re-
présentation Gaussienne-Markovienne, on se propose de presentation.
réaliser numériquement un filtre quadratique optimal An optimal gquadratic filter of the dynamic noise
des covariances de bruits de dynamique Q et de mesure covariance ( and the measurement noise covariance R
R. is numerically realized.

Comme il a été montré /9/ , les estimateurs de ’ As it was demonstrated /9/, these covariances' esti-
ces covariances, construits 3 l'aide de fonctionnel- mators Q and R , built up with quadratic functionals
les quadratiques Q et R des observations y(t), don- of the measurements y{t), give an "exact" recursive
nent lieu & une solution récursive "exacte" ayant le solution, having a filter's structure.
caractére d'un filtre. We consider the case of a constant memory solution,

Nous considérons le cas d'une solution & mémoire i.e. using, among the products y(t) y(T), those for
constante, c'est-a-dire ne prenant en compte, parmi which : t-T € d.

les produits y(t) y(T) qu'induisent les observations,

que ceux pour lesquels : t - T < d.
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I . POSITION DU PROBLEME

On considére un systéme linéaire stochastique,
mono-sortie, & temps discret, décrit par les équations
d'état classiques

®(t+l) = F x(t) + w(t) x,we R"

(1)

y(t) = H x(t) + v(t) y,veR

Le systéme (F,H) est supposé complétement obser-
vable, et l'on fait les hypothéses habituelles suivan-
tes

1) w(.), v(.) sont des bruite blance gaussiens
stationnaires, non corrélés, de moyenne nulle et de
covariances respectives Q,R (R définie positive).

2) L'état initial x(to) est une variable alédatoi-
re gaussienne indépendante des processus (w,v), de

moyenne nulle et de covariance P(to).

Un tel modéle est d&fini par :
- les param@tres dynamiques : F
(Q,R)

H étant fixée par le choix d'une base dans 1'espace

- les paramétres statistiques
d'état.

La réalisation du filtre de Kalman associé 3 ce
modéle exige une connaissance exacte de l'ensemble de
ces paramétres.

S8i ce n'est pas le cas, 1l est nécessaire d'effectuer
une estimation préalable de ces paramétres.

Deux types de méthodes peuvent &tre appliqués a
ce probléme d'estimation :

1) Une méthode par corrélation (algorithmes de
réalisation stochastique)

- pour les paramdtres dynamiques : utilisation
de la fonction d'autocorrélation de la sortie y(t)/7/
ou de la fonction d'intercorrélation entre la sortie
et un pseudo processus d'innovation /4/

- pour les paramdtres s’atistiques, le systéme
&tant mis sous la forme filtre : utilisation de la
fonction d'autocorrélation de la sortie /3/, ou d'un
pseudo processus d'innovation /1/, /2/,/ 8/ , ou
encore de la fonction d'intercorrélation entre la
sortie et un pseudo processus d'innovation /4/.

2) Une méthode du type filtrage

- pour les paramétres dynamiques : utilisation
d'une nouvelle forme canonique et estimation optimale
conjointe de 1'état et des paramdtres dynamiques
(/9/,/10/).

-~ pour les paramétres statistiques

estimation

quadratique optimale.

Nous supposons dans cet article que les paramétres dy-
namiques F sont connus tandis que les paramétres sta-
tistiques (Q,R) sont inconnus ; et nous considérons
ces derniers comme &tant "a priori" des variables alé-
atoires.

D'autre part, dans tout ce qui suit, nous envisa-
geons le cas d'un systéme monodimensionnel : n = 1.

L'objet du filtre quadratique optimal consiste a
estimer , de manidre optimale, les covariances QetR
par des fonctionnelles quadratiques 5, R des observa-

tions y(t) ; c'est-a-dire :

L s
E(Qlk,d):ﬁ(k/hli).—.z > ME; s6)y©y6)
6=bo 62 sup(to, 6-d)

A oy
1"

@)
> Nk 6,6) yoys)

E(R/t,d) = R(t/,d)=
§=%, SCaup (t,5-d)

ol de RT représente la longueur de la fendtre que 1'on
déplace de manidre 3 avoir une solution 3 mémoire cons-
tante, en ne prenant en compte, parmi les produits

y(t} y (t') qu'induisent les observations, que ceux

pour lesquels |1'- T| < d.

On considére donc la classe des estimateurs qua-
dratiques qui est 1'espace vectoriel des formes linéai-
res définies sur :

Y(t,t') = {y(v) y (1), t,<T, 1<t}

L'estimateur optimal Q(t/t,d) est tel que l'erreur
quadratique d'estimation de toute fonctionnelle lindai-
re de cette variable soit minimum, c'est-3-dire :

2

T
® ez A©E/t,d) } = ninimum,

t=to
pour toutes valeurs de A(t) et de T »to.

~ -
Q(t/t,d) = Q(t) - Qft/t,d) est lteprreur d'estimation.

Théoréme :

Pour que 1'estimateur Q(t/t,d) soit un estimateur
optimal de Q(t) au sens du critére précédent, il faut

et il suffit que soit vérifife 1'équation de projection:

t T
() E{E'z(t/e,d)[&(e)«»z 2 Bl i) 3w'>gm]j=o

w=t, th,

pour toutes valeurs de Bl(t) et B(t;1',1).
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Par ‘application de ce théoréme /9/ , on montre
que l'estimateur Q (t/t,d) peut se mettre sous la

forme :

f A
Bty = Gttt d) + = Mt e]s50-Eosind
6= A“P(tglt-df)

de méme :
(s)

t ~
Al d)=R(Efe,d) # 2 NIEE, o) wye-Elgyed
‘ sz pup(by t-d)

ol E(y(t) y (0)/t-1) représente l'estimateur quadra-
tique optimal, au sens du critére (3), de la variable
y(t) y (o), 3 partir du champ bidimensionnel des mesu-

res Y(t,t') = {y(T)y(t'), to € T,2' < t - 1}-.

II . LES EQUATIONS DU FILTRE QUADRATIQUE OPTIMAL

Dans tout ce qui suit, nous adoptons la conven-
tion d'écriture suivante :

E(L.3/t,d) =[.3-E (C.3 /t,d)

Dtautre part, pour simplifier les expressions,
nous omettrons le paramétre "d" bien que les estima-
teurs quadratiques soient calculés avec une fenétre

de longueur "4".

Les bruits w et v &tant supposés stationnaires,
nous avons :

Q(t) = Q(t-1)

R(t) = R(t-1)
et par suite : .

Q(t/t-1) = Q(t-1/t-1)
(8)

ﬁ(t/t—l) = ﬁ(t-l/t—l)

Par simple soustraction de Q(t) et R(t) dans les

expressions (5), nous .obtenons :

t ~
Q)= Qle-4/1) - 2 M(k;k6) E (Y yeorfed)
(7‘) Gimf(bwt"(’)

R(tf) = R{fe-1) - 2 N(E;E,6) E(Ultwmlh-*)
&= duplbo b -d)

Calcul des noyaux M(t;t,0) et N(t;t,0) :

Ecrivons que les erreurs d'estimation al(f/t) et
%A(t/t) sont orthogonales d'toute information quadra-
tique de l'ensemble :

Y(t,t') = {y(1) y(1%), to € T, T' € t} et, en particu-
lier, au terme %(y(r) y{(t)/t-1) =

E [a(t/t) E (ytayte) /b-a)] =E [d(k—*/&«*)E(W’tﬂk)/ H)}

i :
- 2 M{t;t,5) E[E(g(t)w)/w) E(‘ﬂt)ﬂlt)/&*)} =0
5= A\"F (topt'ol')

De méme pour ¥ (t/t) -

Posons :

3y
= (t,057,1) E[B (y(t) vy (o)/t-1) ¥ (y(T)y(t)/t—l)\
Par suite, les noyaux M et N sont donnés par 1l'inver-
sion des systémes linéaires algébriques suivants :

ny o t -
E[Q(trl/i?l) E(y(r)y(t)‘/t'—-l‘)] ST M(t3t36) S(ty0,T.t)
o=sup(to,t-d)

(8)
y A% t
E[R(t—l/t—l) E(y(r)y(t)/t~1)] = I N(t3t,0) &(t,03T,t)
o=sup(to,t-d)

pour sup{to,t-d) €« v € t.

Calcul du prédicteur quadratique

Pour sup (to,t-d} € 0 €t :

(9:)E(y'(t')y(0)/t—l) = H B(x(E)y(6) /-1 HE(r{ )y €8) /t-1)

Avec :

(10). E(v(t)y(o)/t-1) ={0 ST O # T

ﬁ(t/t—l)si,c =t

- F'rg(x(tvl)y(o) /t-1) si o<t
(11) E(x(t)y(8)/t-1)

H E(x(t)x(t)/t-1) sioc=t¢t
(12) B(x{t) x(£)/t-1) = F2E(x(t-1)k(t-1)/t-1)+Q(t-1/t-1)
En résumé :

Le ﬁrédicteur quadratique E(y(t) y (©)/t-1) est calcu-
lable si 1'on dispose des quantités suivantes :

Q (t-1/t-1) B (x(t-1)x(t-1)/t-1)

R (t-1/t-1) E (x(t-1)y(o)/t-1)

Filtrage des quantités x(t) ¥(o) pour ¢ € t et x(t)x(1)

Les quantités Q et R étant filtrds 3 1'aide des équa-
tions (5) , il nous reste donc 3 filtrer les quantités
x(t) y(0o) pour 0 € t et x(t) x(t) suivant le méme type

d'équations :
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~ A {

E(xvyysife) = E (x(k)\jw)/k-‘l) 2 Blos;t
6=A“‘f(h’:*" A’)

) E(y(k )y(s") 6-1)

£ (z(r)x(e) /1) + Z Alt;t,s
S’ puplto t-dl)

5 (yto) y(§) /t-1)

é\(xtt)'x(f)/l:) =

pour sup(to,t-d) € 0 € t

Calcul des noyaux A(t;t,0') et B (t,o;t, o') :

De méme que pour les noyaux M et N, les noyaux A et B
sont obtenus par inversion des systémes linéaires al-

gébriques- suivants :

E[g(xmﬂm/e—q) E(y)gte) /t 4} Z Blt,s:t,6)
st Aur(bot 3)
) v BT, b)

E[Exmzt) fe4) E (yro gt fb- 1)) 2 AlEt,s)
sk ,bw‘o(kp)t cL)
B(tISIl .C/ )
pour sup (to,t-d) < T £t .,

I1 nous faut maintenant calculer les moments quatrié-
mes intervenant dans les expressions précédentes.
Remarquons tout d'abord que l'erreur de prédiction
quadratique peut s'écrire :

Bly(0)y(1)/t-1) = B Bx(t)y(t)/t-1) + B (v(£)y(r)/t-1)
pour sup (to,t-d) <€ 0 < t,

. YN s
Covariances entre {(, R et l'erreur de prédiction

guadratique :

Ces covariances interviennent dans le calcul des
noyaux M et N :

pour sup (to,t-d) € T<t :

E[ﬁ(k—uw) E(y(t) 3@)/&-4)}: HE[&(H/&-\)
F(am g(t)/w)] + £ [d(t—l/u) E (viv ym/m)}

Avec :

sl <t
E[d(w/e-«)g(x(*)‘i(t)/f")}: si Tt

[ Gl E (20 2y 1)}

lo] si tet

E[Q(k"/“) E ("m‘j‘t)/k'q)}: E[d (ba/e-) R (40 st oat

E[&(t-i/t-i) E(x(k)x(k)/t-J)} - F* E[c"i({-«/e-q)
E_(x(b-4)x({:-1)/k-4)] + E [d(h%/t-i)d(t—i/&-{)]

Nous obtenons des expressions identiques en rempla-

n 4
¢ant Q par R.

Covariances entre x(t) x(t),x(t) y(0) et l'erreur de

prédiction gquadratique:

FE [&’z(t—ﬁ/w) E (at) ym/t-o] '

Ces covariances interviennent dans le calcul des
noyaux A et B.

Pour sup(to,t-d)} 0,7 -t -

£ [ E (v 9(6)/t-4) E(yo yto /-4 = HE [E(m) ys)/t-9
E gz /t- 4)]+ [ (e yisyb-4) E(y(m vie/t- 4)]

Avec:

E[E (xlt) Y (6)/t-4) E (Y x(t)/t%)] =

si s,v<t:
£ E[ E (x4 3(6)/{—, 4) 3(1)1(&«/& 4}+|—_[Q(k-1)‘r(6,—c)]
si =t 16<1t j ou o=t , T<t:

i E[E’(x(b) Y& /b-4) E (k) xik)/t-ﬂ
si T=6=t:
HZE[E (e) 2 (1)) € (L) 3)]e-4)) + E[ REE) P,

Et pour 0 < t :
E[E(x YY) [b-4) E
Fﬂz[e(m )Y(6) /t-4)
FE [ QUb-4/b-4) E ([t

X8l [h-4)] =

(xtt-4) k1) /- *)] +
09 b-1)] + 2HF E[qe)pleag]

(
3

~

Ou:

T(s,7) = E[\j(‘)j(r)]
P(S,7) = E[msmm]

E[€ (219 y(6) /1) E(ym V(H/i-4)] =

si T,6<¢t
HE[ (%)P(’cz)] si <t 6=t
{R(H/k & (xth) y(s) /- 4)} $i t=t, o<t

~

HE[ RE-4/60) E (z) zlt) [e-0)]+ RE[R ) P(£4)]
8i =w=6:-¢
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Enfin:

E[f;’ (ot xte)/b-4) E (x) ka)/w)] =
Fe E[E (k-4) 2 (-4) /- 4)§(m.4)m—4)/&,«)]
+2F‘E[Q u/t: A E (z(e4) xle-1)/b4)) + E[W"(w)]
pafE[Q(t) Pe4, )] - e[ (ta/e-na & (b4/¢4)]

Et:

£ [ &(64[bt) Q{661 =

- € [QlE-4/6-0 Qb b))

De méme pour E(ﬁ(t—l/t—l)ﬁ(t—l/t—l)).

e al-)ate-)

Calculons maintenant la covariance entre x(t)x(t) et

1'erreur de prediction quadratique.

E[E (xto)xih) /6-1) E E(yl=)die) fe-)] =

H"E[E x[¢) x{e)/k 1) E (zue yxlt)/E- 1)]
+ E[R (k.4 fe4) E (2UEVT L)/ - )] si
HE[E (2 yo)/t-1) Elxtxip) /1) 81 %<

'C:{:
t

Covariance E(t,0;T,t) de 1l'erreur de prediction

quadratique :

TlEs; k) = H E[”( 1y y(e)/e-4) E (/]
E(v(t)ym/f ) E (yryte/t-v)

Le premier terme a dejd été calculé,quant au second

il est donné par:
E[E (vitryeo/b-4) E(yta g /t-1)] =

E[rvTLT ) si
2 £[RIE) P(E,6)] si
e [& (bo/b-n) By x i) /b-)]
HEE [R(E) PLE, t)] si

HEE[# (s/6-0) E (x0) 219 [6-0] +

| ZW E[ri0) PLE, £)] + e[ vim)- [K[H/uaf!«m)]
4 s=T=t

s, v <t

't':t ; G<+'

S—t’ - <t

Pour boucler l'algorithme,il ne reste plus qu'd don-
rier 1'ensemble des relations de l'etape d'actualisa-

tion des moments d'ordre quatre.

E[ R(b-1/-n R(kvi0)]

[ (m)Re/h
Tk, v, b) N(t; 7, ¢)

- Z Z N(t;E )
S, T= suF(ka,t
E[”[JcittRutl E[a u/u)
-3 S Mbshs) Tlbs;
6,T= SU-P(botoL)

£ 410) & (a0 sy t] = E[ e o) Erretfe-0]

R (L-4/t-1)]
7, k) N(E;<,¢)

£k
-y L Mtts) TlEsie ) A(t;T,t)
6,r Supltot-d)

E[R Ritw) € B (2t 2tb) /61) = £ [ Rt/ E (20 2t0) [44)
2% Nt%s '(t/S}T/k)A[E;'C,{:)
S, T=sup(f,¥-d)

[a /%)g(xt\:)fjw /t)] E[Qkuu 1(«:)3(«)/1:.4)]
%Z Mlt; t« ._J[l:,s,t, )B(Ct;t,{:)
& T= Sur(lcot CL)

E[REH) E (xt6) yio) /1)) ELRI-ADE E (216 y19)/t-4))
>t§ Ntk e) D(he;n ) BSE )
", T= supite t- a)

E[ 20 2t b E (ulmvc)/%)]: [(1(&):&)/%1) (m m/u)]

£
t &
-7 7 Alkts) Ste; T Alt; 7 )
5,7 5u‘:({—<,,\: 4)

E[E (et 2141 ) £ (219 915) H]-E E[Eng € Efetenyisye]
bt , ,

- T AlEE) T2 eh ) B(ES; Y
< T supltob-d)

E [E e i) E [ ye) 2t/ = E[E(IU:\j(S)H-i)ag(r)llf)/k-\)]
kot
-7 2 B(£§; ¢ S k,siTt) B (c,t; Tht)
6’[ !

D'autre part, nous avons les relations de récurrence

suivantes :

Efalb)T(s,7)]= k" g[aw P+ [ el 5(z-6)

E Qi) Blew,o)]- FE[a ) Pl D))

E [t Pl be] - FE(alb PlE]+ E[ale) Q)

De méme pour R au lieu de Q.

Pour terminer, nous devons donner 1'ensemble des con-

ditions initiales.
Si, par convention, t -1 est 1'instant immédiatement
antérieur 3 la premidre ooservation yfto), nous obte-

nons 1l'ensemble des conditions initiales suivantes :
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Q(to/to—l) = Q(to)

espérance initiale de Q(to)

E(QUr /t -1) Qlr st -1)) = E{Q(t )Q(x))

avec 5(to) = Q(to) - a(to)
~ ~ v vl
B(Q(t /t -1) E (x(to)x(to)/to-l)) = B(Q(t )P(t ,t0)

E(Q(to/to-l) Q(to/to—l)) = Q(tO)Q(tO)

E(Q(r JQ(t ) = Qlr )Qle ) + E (Qt ) Qe )

Nous avons les mémes relations pour R.
D'autre part :
B/t -1) Rt /t -1)) = E’(Q(tO)R(tO))
E(QCr DR(t ) = Qr DRt ) +E(Qlt ) R (£)))
enfin :
~ —
E(x(t Ix(t )/t -1} = P(t_,t )

O [¢] o (o] o]
B(EGe(e )x(e )/t -1) Blalt Ix(t, )/t 1) =

v (v} — -
3 E(P(to,to) P (to,to))+ 2 P(to,to) P(to,to)

— — v v
E (Q(to) Pt ,t N = Qx,) P(t ,t )+E(Q(t DP(t ,t ))
et

in _ — —_ v v
E(W (t) = 3 e Q) + 3 E(Q(to)Q(to))

11 -~ - v v
E(V (1)) = SR(tO) R(to) + 3 E (R(to) R(t))

En resume, les quantités du type ( ) (t ) et
E((. ) (t ) ( ) (t )) sont pour le flltre quadratique
ce que les valeurs initiales x(to) et P(to) sont pour

le filtre linéaire de Kalman.

IIT.RESULTATS DE SIMULATION »

Un systéme d'ordre 1 est simulé 3 1'aide des équa-
tions (1), les paramdtres H,Q,R, &tant fixés avec les
valeurs suivantes :

H=1,Q=10, R = 20,

Nous avons fait varier le paramdtre dynamique F

= {0.1, 0.5, 0.9}) ainsi que la longueur de la fend-
tre d = {1,2,3} ).

Dans chaque cas, nous générons un échantillon de

1000 points. Les résultats sont donnds par les figures
(1-6)

Nous avons tracé d'une part les estimateurs Q(t/t)

et R(t/t) (fig.(1,2, 5. 6)) d'autre part les moments

d'ordre quatre E (§(t/t) §(t/t) et E(R(E/6)R(t/1))
(fig. (3,4)).

x
o & o
X A
40t © o oa s 9%, N SAby X
& x AifAboaA 8%3025A5gxo Ao
o 4 o %o A oce o

gia. i

200 30 400 S0 600 - 70 B0 990 4009
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8
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-OxX§§A *
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%
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Péur les figures ,3,4) nous avons fixé d=1 .
* correspond & F
O correspond & F
o~ correspond & F

)

(1
=0.
=0.
=0

2
1
5
9
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Pour les figures (5,6) nous avons fixé F=0.5
0 correspond 3 d=1
A correspond & d4=2

% correspond a d=3

IV. CONCLUSION

Nous eenstatons dans chaque cas, la convergence’
de l'algorithme vers les valeurs exactes de Q et R,
ainsi que la convergence vers O des covariances des
em@msd%ﬂhmﬁm1&tk)et&th)

Cette convergence est d'autant plus rapide que
la valeur de T est plus prache de 1. D'autre part,
nous avons noté que l'estimation était fonction des
séquences de bruit générées. Enfin, 1'augmentation de
la longueur "d" de la fen&tre n'apporte pas une amé-
lioration trés sensible a l'estimation, ce qui nous
permet de conclure que la valeur minimale d = n =1
est suffisante pour construire des estimateurs 6 et ﬁ.
Nous remarquons aussi que la covariance R du bruit de

mesure est mieux estimée que celle du bruit de dynami-

que Q .
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