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RESUME SUMMARY
Cet article rassemble un certain This article summarizes a number
nombre de résultats de la théorie of developments in algebraic system
algébrique des systémes linéaires, theory applicable to the coding of
applicables au codage de nombres integers.
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Le but de cet exposé est de présenter certains résultats récents en théorie al-

ébrique des systZmes susceptibles d'€tre intéressants pour le codage algébrique.
4 q q

Les travaux de MASSEY (1968) et SAIN (1977) ont mis en évidence de fagon claire
le lien étroit existant entre certaines méthodes de codage et dédodage algébrique et les
problémes fondamentaux de la théorie des systémes linéaires. En effet, le codage comnvolu-
tionnel revient a4 faire passer le message & coder dans un syst&me linéaire dont l'espace
de sortie a une dimension plus élevée que l'espace d'entrée (en initialisant le systéme &
1'état z&ro), tandis que le codage cyclique peut 8tre interprété en termes de systémes li-

néairegd entrée nulle.

Plus précisément, 1'8tape essentielle du décodage d'un code cyclique (la solution
de ce que BERLEKAMP (1968) appelle "the key equationfjrevient 4 rechercher deux polynomes
a(z) et b(z) (ce dernier monique) tels que le degré de b(z) soit supérieur i celui de a(z),

que les r premiers termes du développement en série de a(z) suivant les puissances décrois-
b(z)
santes de z soient &gaux 3 r termes donnés (le syndrome) et que le polynome b(z) soit de

degré aussi faible que possible. Alors le numérateur indique la valeur des erreurs, le dé-

nominateur leur emplacement.

C'est le méme probla&me que celui de la réalisation minimale d'une suite d'entrée/
sortie partielle en théorie deo systémes linéaires : &tant donné les r premiers termes
d'une suite d'entrée/sortie, trouver un systéme linéaire en temps discret (X, F, G, H) de
dimension minimale dont les r premiers termes de la réponse impulsionnelle soient identi-
ques aux r termes donnés (rappelons qu'un systdme lin&aire (X, F, G, H) peut &tre inter-

prété comme le systéme d'é&quations

= + ”
Xn+] Fxn Gun
Yn+1 = Hxn+]
ot u_ appartient 3 R® (l'espace d'entrée), vy & rRE (1'espace de sortie) X, a4 X (l'es-

pace d'état), X &tant lui-méme un module sans torsion sur le domaine R. La suite d'entrées/

sorties d'un tel syst@me est sa réponse impulsionnelle

On peut noter que, dans leur formulation habituelle, le codage cyclique corres-
pond 3 des systZmes 4 une seule sortie (systémes dits scalaires), tandis que le codage
convolutionnel introduit des syst®mes multivariables (le nombre d'entrées et de sorties

dépendant du taux de redondance désiré).

Des algorithmes bien s@ir existent dans chaque discipline pour résoudre ces divers
problémes (c. f£. par exemple, BERLEKAMP (1968) pour le décodage d'un code cyclique ou
KALMAN (1968) pour la construction de réalisations partielles minimales). Ces algorithmes
classiques ne sont toutefois valables que lorsque les coefficients manipulés appartiennent

4 un corps.
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Des résultats nouveaux ont &té obtenus ces dernid&res années dans le langage des
systémes linéaires, qui permettent d'étendre considérablement les résultats habituels de
la théorie au cas oill 1es,éoefficients‘appartiennent 4 un domaine d'intégrité (ou plus gé-
néralement 3 un anneau ne possédant pas d'&léments nilpotents). Le parall&le évident entre
systémes dynamiques et codage rappelé précédemment laisse espérer que ces généralisations

ourront s'avérer utiles en codage également.
P g

Nous allons voir successivement trois types de résultats différents, concernant
respectivement le polynome de récurrence minimal d'une suite d'entrée/sortie, la dimension
minimale de 1'espace d'état d'une réalisation, et les modifications que l'adjonction d'une

boucle de réaction peuvent amener dans le fonctionnement d'un systéme.

Nous nous limiterons & exposer ces ré&sultats dans le cas ol l'anneau est un do-
maine d'intégrité, la généralisation au cas d'anneaux réguliers (pas d'éléments nilpotents)

étant immédiate.
Le polynome de récurrence minimal d'une séquence.

Les résultats qui vont 8tre mentionnés dans ce paragraphe - ainsi d'ailleurs que
dans les suivdnts - rel&vent d'un problé&me de "descente" : &tant donné une suite dont les
coefficients appartiennent & un domaine et qui satisfait 4 certaines relatiomns sur le
corps quotient de ce domaine, quand vérifie—t-elle des relations analogues sur l'anneau

lui-méme. ?
En somme, nous cherchons i montrer que le passage au corps quotient n'est pas
toujours nécessaire et que 1'on peut souvent obtenir les mEmes résultats sur 1l'anneau

lui-méme.

(1.1) THEOREME - Soit R un domaine d'int&grité noethérien, K son corps quotient. Soit §

une suite de matrices pxm dans R dont les coefficients satisfont une relation de

récurrence 3 -coeffictents dans: K. Alors ils vérifient aussi une relation de récur-

rence monique & coefficients dans R- (c'est-d-dire représentable par un polynome de

R{z] dont le terme de plus haut degré est &gal 3 I).

PREUVE : voir ROUCHALEAU, WYMAN and KALMAN [1972]

11 ressbft de ce théoréme que si une suite d'entrée/sortie'dans 1'anneau est
réalisable sur le corps quotient, elle l'est aussi par un systéme & coefficients dans
1'anneau. Ou bien, en d'autres termes, si l'on sait qu'une suite - de nombres entiers par
exemple - a &té obtenue par convolution avec un polynome 3 coefficients rationmels (ou
réels, ou dans n'iﬁporte quel corps d'extension des nombres entiers), elle aurait pu

1'@tre par convolution avec un polynome & coefficients entiers.

Ce résultat garantit donc l'existence d'une récurrence sur l'anneau, Mais il ne
dit rien sur la taille de cette récurrence. Elle pourrait @tre beaucoup plus longue que
celle qui existe sur le corps. On va voir qu'en général il n'en est rien. Mais tout

d'abord une
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(1.2) DEFINITION : Soient R un domaine, A une R - alg&bre., On dit qu'un Elément x de

A est intégral sur R s'il est racine d'un polynome monique i coefficient dans R :
g poly q

Un domaine R est intégralement clos si tout &lément de son corps quotient K qui

est intégral sur R appartient 3d R.

Notons que tout anneau factoriel est intégralement clos, et donc en particulier
que les nombres entiers et les polynomes i coefficients réels ou entiers forment des
anneaux noethériens intégralement clos.

Cette hypothése intervient dans notre probléme 3 cause du théoré&me suivant

(1.3) THEOREME : Soient R un anneau intégralement clos, K son corps quotient. Soient

£(z) et g(z) deux polynomes moniques de K [z] » h (z) leur produit. Si h(z) appar-

tient 3 R[z], i1l en est nécessairement de méme de f£(z) et g(z).

PREUVE : voir BOURBAKI [Algébre Commutative, Chap. 5, § 1, n° 3,
corollaire de la proposition IIJ. O

C'est 13 1'outil essentiel pour établir 1le

(1.4) THEOREME : Soient R un anneau noethérien intégralement clos, K son corps quotient,

$ une suite de matrices pxm sur K. Supposons que f(z) soit le pol&nome de récur-

rence monique de plus faible degré dans K [z] satisfait par S. Alors f(z) est né-

cessalrement dans R [z].

PREUVE : L'ensemble des polynomes de récurrence dans K[z] vérifiés par S
est un id&al J., D'aprés (1.1), comme R est noethérien, cet id&al contient
un polynome monique h(z) de R[z]. K[;]étant un anneau principal, J est
généré par un polynome monique de degré& minimal f£(z). £(z) divise h(z)

dans K[z], et donec, d'aprés (1.3), appartient i R[z]. a

Une condition nécessaire et suffisante pour que (1.4) soit vrai est que 1l'an-
neau R soit compl@tement intégralement clos (voir CAHEN et CHABERT [197%]). Ainsi donc
on ne perd rien en ce qui concerne l'existence et la dimension d'une relation de récur-
rence, que l'on travaille sur un anneau noethérien intégralement clos ou sur son corps
quotient. Il reste 3 voir dans quelle mesure cela peut influer sur le nombre d'éléments
mémoire nécessaires pour réaliser la suite d'entrées/sorties S, c'est-a-dire sur la

taille du module d'état du systd@me dynamique linéaire réalisant S.
II - Dimension minimale du systéme réalisant une suite §

Rappelons tout d'abord le résultat fondamental de la théorie classique des

systémes linéaires : un systéme est dit compl@tement atteignable si tout &tat peut &tre

atteint & partir de 1'état O par une suite d'entr8es, complétement observablé si le
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systéme partant de deux &tats différents ne donne pas toujours la méme sortie qu'elle

que soit la suite d'entrées ; si ces deux proprilté&s sont vérifiées, le systéme est

appelé canonique.

Alors, si les coefficients appartiennent 3 un corps, le systdme est canonique
si et seulement si la dimension de son espace d'état est minimale parmi tous les systé&-
mes ayant la méme suite d'entrées/sorties. De plus, cette dimension est égale au rang de

la matrice de HANKEL associde 2 la suite d'entrées/sorties :

Si nous essayons de généraliser cela au cas ol les coefficients sont dans un

anneau, nous devons introduire une distinction suivant le nombeme d'entrées et de sorties.

(2.1) THEOREME : Soit R un anneau noethérien intégralement clos, K son corps quotient,
t

S une suite d'entrée/sortie sur R & une seule entrée (m = 1) dont la
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systéme de dimension minimale n). Alors il existe un systéme sur R qui

réalise cette séquence , qui est canonique et dont le module d'état est

libre de rang n.

Si le systime a une seule sortie (p = 1), on peut encore garantir

1'existenre d'une réalisation libre de rang n sur R ; mais elle n'est

plus nécessairement compl8tement atteignable.

PREUVE : Ce sont des conséquences directes du théoréme (1.4)0

(2.2) THEOREME : Soit R un anneau principal, K son corps quotient, S une suite d'entrée/
P R ps 4

sortie multivariable sur R dont la matrice de HANKEL associée a rang n.

Alors il existe un systéme sur R qui réalise cette suite,qui est cano-

nique et dont le module d'états est libre de rang n.

PREUVE : Voir ROUCHALEAU [1972] o

(2.3) THEOREME : Soit D un anneau principal, R = Dfx] 1'anneau de polynomes en une in-

determinde sur D, § une suite d'entrée/sortie multivariable sur R dont

1a matrice de HANKEL assoriée a rang n. Alors il existe un systéme sur

R qui réalise cette suite et dont le module d'états est libre de rang n.

Mais ce systéme n'est pas nécessairement compl&tement atteignable.
. g 12 P

PREUVE : Voir ROUCHALEAU et SONTAG [1977] s

Ainsi donc, dans de nombreux cas (nombres entiers, polynomes 4 1 ou 2 indé&-
terminées), 1l ne sert 3 rien diélargir le domaine des coefficients admissibles pour
construire un systdme ayant un comportément déterminé : il est impossible d'abaisser la
dimension minimale en utilisant des éléients du corps quotient, ou d'ailleurs de tout

autre corps contenant l'anneau.
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Une distinction a &té introduite entre les réalisations minimales dont on peut
garantir qu'elles sont canoniques et les autres. L'importance de cette distinction va

apparaitre maintenant.
IIT - Modification de la dynamique par boucle de réaction

La théorie classique des systémes lindaires garantit qu'il est possible de mo-
difier arbitrairement les proprig&tés spectrales d'un systdme par réaction d'état si, et
seulement si, le syst&me est compl@tement atteignable. Ce résultat est particulidrement
important pour la synthése de syst&mes comportant des boucles de réaction. Dans le cas

qui nous inté&resse (nombres entiers ou polynomes), nous pouvons aussi &noncer

(3.1) THEOREME : Soient R un anneau principal, (X, F, G, H) un systéme de dimension n sur

R. Etant donné n éléments arbitraires a1 w~-, a, de R, il existe une

matrice K telle que le polyndme caractéristique de F - GK sorc
z® o+ ay L a, si et seulement si le syst&me est complé&tement

atteignable.

PREUVE : Voir MORSE [1974] =]

Il est facile de montrer par localisation aux id&aux maximaux de 1l'anneau R que

cette condition est nécessaire quel que soit R.

IV - Applications

Nous avions vu dans l'introduction que deux probl&mes &taient particuli&rement
intéressants pour le codage : la réalisation partielle de suites 3 une entrée et une sor-
tie, et l'inversion de syst&mes linéaires multivariables. Nous pouvons donc, 4 titre

d'illustration des résultats pré&cedents, citer les deux résultats suivants :

(4.1) THEOREME : Soit R un anneau intégralement clos. Le module d'&tats d'une réalisation

d'une dimension minimale sur R ést toujours monogénique. Si n est sa di-

mension, la matrice formée des n premi&res lignes et n premidres colon-

nes de s8a metrice de& HANKEL a rang n.

Ainsi donc, l'orsqu'on examine les colonnes de la matrice de ° HANKEL associée
a2 une suite partielle. pour déterminer le rang de sa réalisation minimale, on peut s'ar-
réter d&s que l'on a trouvé la premidre dépendance intégrale parmi ces colonnes : ce sera

12 le polyndme minimal du systdme, et son degré sera le rang du systéme,

(4.2) THEOREME : Soient R un anneau principal, K son corps gquotient. Soit S un systéme

sur K daont l'inverse existe sur K (¢c. f, par exemple WONHAM Linear

Multivariable Syst&ms, p. 103 ) et a dimension n., Il existe alors un

systéme S' sur R de dimension n tel que la composition de S’ avec s
systeme sur g p

soit un multiple scalaire de 1l'identité.

Le syst&me S' est donc un pseudo-inverse de S, en ce sens qu'il suffit de le

ol
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faire suivre par une division par un nombre particulier pour obtenir 1l'inverse de S.

J'espére que cette présentation aura montré & quel point les propriétés des

systémes linBaires & coefficients entiers étaient riches et pourra contribuer i leur

application.
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