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RESUME

On 8tablit pan La méthode des
produdits inginis £'Equation caractérnisiique de
L'equation difgerentielle Linéaire périodique. On en
déduit une méthode de nésolution de telles Equations
basée sur Le calcul préalable des valeurns propres.
On examine La convergence du déterminant infind qui
intervient, puis on en donne différentes méthodes de
caleul adaptes a fel ou tel fype de probleme.

On montre, surn quelques exemples
du 32me ondre, que cette méthode pemet L'étude
systematique de La sLabilite de sysitémes négis par
ces Zquations. On met en tuddence, pan d'autres
exemples choisis dans L'ordre 4, Le glissement des
fréquences propres provoquié par un coedficient
variable, et on étudie L'influence de L'ampLitude
de ce derwndenr.

* Nous nemerncions bien vivement M. PETIAU, Directeur
de Recherches au C.N.R.S. pour Les suggestions qu'il
a bien vouwlu nous faire tout au Long de ce travail,
en particuliern en ce qui concerne Les applications.

SUMMARY

The charactenistic equation for the
periodic Linean differential equation s established
by the method of infinite products.

A method is deducted for a solution of
fthese equations, based on previous caleulation of
charnacternistic values. The convergence of the
intervendng inginite determinant Ls examined, and
then difgernent methods gon its caleulation, adapted
to vardous types of problems, are proposed.

Using some 3/“1 onden examples, it L4
shown that this method makes it possible Lo canny
out a systematic study of the stability of systems
governed by these equations. With some othen 4xth
onden examples, the s&iding of characteristic
grequencies, which L5 induced by a variable coeffi-
clent, is hightighted; and the influence of its
amplitude {8 studied.
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S

soit Attlune matrice n x n formée de distribu-
tions définies sur® et 7'~ périodiques, (T € R+) .
Nous avons donc, Y& €R , A(t+T) = Ale) . .
% (£) désignant un vecteur de 27 une conséquence
du théoréme de LIAPOUNOV est que 1'équation diffé-
rentielle

(1) X(E)z Ae). B(E)

posséde une matrice fondamentale de la forme
Xe) - 5(6).4xf (8¢
avec &(€) T- periodique et B constante.

Les valeurs propres de §, que nous appellerons
les valeurs propres du systéme différentiel (1),
revétent une grande importance : leur partie réelle
est Tiée au comportement asymptotique de la solution,
c'est-a-dire & la stabilité du systéme régi par
1'équation différentielle. La partie imaginaire est
une pulsation propre.

Leur détermination, cependant, est ardue et
requiert 1a connaissance d'une matrice fondamentale,

ry[1]
Si czeradésigne la matrice de monodromie, nous

avons en effet Yit) RE+T) = €

D'autres méthodes, dont la plus importante est
celle de L. CESARI [ 2 ] - d'ailleurs également
applicable aux systémes non Tinéaires - sont essen-
tiellement réservées aux faibles perturbations
périodiques.

L'objet de notre propos est de déterminer les
valeurs propres & partir des seuls coefficients
périodiques, et d'appliquer cette méthode 3 1'étude
de Ta stabilité de systémes régis par une équation
différentielle linéaire périodique et i la recherche
de corrélation de fréquence.

I - DETERMINATION DES VALEURS PROPRES.

IT est préférable pour les calculs numériques
de décomposer notre systéme différentiel (1) en
équations du type

@) U™ T e U™ o 4 Joe) U=o

1.1.1 Les & (F) (7€ k<n)sont des distributions
réelles et 7r-périodiques. Elles possédent un déve-
Toppement en série de Fourier uniformément convergent

— +o emit
) fro= T b, - mEZ 1¢hin
M= ! ! ’

f
avec é&’g réel ot 5),4’/,‘ = gﬁz'm
(n-k
‘?(; " )est de carré sommable, ce qui

,{//’lﬁ_é 6',4,,,1/2 { o0

1.1.2.
entraine ¥4

Lorsque Jh = const. te , Vk, Tes valeurs propres,
que nous appellerons Z,‘ksont celles de 1'équation
differentielle & coefficients Bg o constants.

Nous avons établi par ailleurs [ 3] Tles résul-
tats suivants :

1.2.1. Les ~ valeurs propres Fk sont soit

réelles soit deux & deux complexes conjuguées
“h

1.2.2. 7 - iy
k=1 f(k k=r &

1.2.3. Soit ﬂ(@)://a, llte déterminant infini
formé des termes e

” -

= o (pes 2p4) " by g

(4) Z ((/L*Z/hly/h kﬂk ,
Am,m = 1 )

Ce déterminant converge.

Les valeurs propres ([,(k sont snlution de 1'équa-
tion caractéristique

n /4 T % P Tt
(5) Drg) = /= K /i shZ(u /!/e)zo
TS% k=1 Sﬂzll'(/a_‘Jk)

k=1 ﬂl’l'/"v ¢

Cette équation caractéristique généralise celle
qu'avait établi Hill [43 pour le second ordre.

1.3, Démonstration.

La demonstration que nous donnons ci-aprés est
basée sur Tes produits infinis.

D'aprés Te théoréme de Floquet, une solution
particuliére de (2) peut &tre mise sous la forme

ﬁ 4
6y Vie)= eF ¢(§) , € f,gé 7/'-/Lerl:>a{.

En développant ¢(!-), Ta forme générale de la
solution donnée par(6)devient

{((l' 1= 2mat
g Yiw=e /»2-—» Cm € 6 6 Cebpel

Nous portons U de méme que la valeur de qztirée
de (3) dans 1'équation (2). Par identification, nous
obtenons Te systéme homogéne et infini d'équations
infinies

g +o0 n-k g ’
£ i nd =
&) tpesren )= G, ’L/z-,r /\Z:,,afw PG fo g

Les n valeurs propres { sont solution de
T'équation déterminante qui Tui est associée

(10 D ://A?o ({14+Z/z,,-)m_/<19k
1.3.1 - Propriétés de @(f‘)-

el =7

a) Dig est 2i-périodique. En effet, ce determinant
étant infini, une translation de J Tignes et j colon-
nes, V/ € Z ,ne change pas sa valeur.

b) formons A (&%) . L'hypothase 1.1.1. et le fait

que la permutation de m en -m puis de p en -p ne change
pas la valeur du déterminant entrafnent

Diu*)= D)
On en déduit que les valeurs propras sont soit

réelles, soit deux 3 deux complexes conjuguées
(propriété 1.2.1),

1.3.2. - Identification de Prk)par une fonction
analytique. '

Les propriétés de &({4} nous suggérent de poser
n

Dip = /4/277 (eTF_ e %)
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(e

que 1'on peut développer en produits infinis

i) = A7 axp I (np+ k’i:f K“h) -
.g/—l—r)qfﬂ[ﬂ’(ﬂ_/ﬂ #2ma)]

(11)

Ima

Lorsque les 67,5, , sont tous nuls i’l £0
seuls les termes de la’diagonale principale ne sont
pas nuls et les valeurs propres, nous 1'avons vu,
sont notées T% -

Ta (Do) = ,4,77",‘4,,4/»%(0.# + ﬁZ %),

PR - :
Z' (Z/ru'/ ./,{T[kZ]:((a_Tk £2ma)]

Si nous divisens chaque ligne par le terme
diagonal correspondant, nous obtenons le déterminant
Atu)=1amp Iformé des termes (4), qui posséde les
propriétés 1.3.1. a) et b) de Drg). De plus

(12)

1.3.3. - ﬂ(f‘)est convergent.

Ce n'est que lorsque \7:1 < c% que /A({k)constitue
un déterminant de Hill au sens de MAGNUS et
WINKLER [57] c'est-a-dire que 1'on a

/hz /a'/"“/fv - ;’;‘//*'/ <@

. RRGAT Y Ad
ce qui suffit a assurer sa convergence.

Si les {91,7«— ne sont pas nuls V # 0, cette
condition n'est plus vérifiée. Cependant le déter-
minant demeure convergent. Nous donnons ci-aprés les
principales étapes de la démonstration :

a) soit é‘.( le déterminant formé du tableau
(€11)x(€r1)des termes Qp o donnés par (4), 0$m,ps€
Si 4¢ tend vers une limite finie lorsque
{ >o0 5 il en est de méme de B(u)-

b) D'aprés un‘ethéoré.rcne dii a HADAMARD [ 57]
1
—_— FX -
10 ¢ JT L2 12,/ ]%=Hy

Mm=0
Posons 2z 0 2
- -4
Am = /g; /a/;,f/ } 7"*—&/, /z
2fmef)d Do
(13) a7 = iom /& Cptaimy "

hd s Gh-R 2
/ Ea((a,cznu) ﬂk,p/
Nous avons, au numérateur un nombre fini de
sommes qui convergent, selon 1'hypothése 1.1.2.
Par ailleursq,,? est constitué du rapport de deux
polyndmes opf = 2(m) /®{m). Le degré en m de Z(m)
est 2n-2, celui de @(m), 2n.
On en tire /
z

00
2o (o0, Ho= T (1o )= H <=2
fn {0 m=0
c) Soit 741/,,, le mineur associé a al/f»‘ dans J,
{-1 2 !
[Agpl £ [/220 lay, ;1= 1T W < Hety Neew
4 Yz
4 g = f'Za (-1) o

ol L7
ad 14
ij" d—[—f = (”4) €/.,—.-,Za (—1) a.e//"'A[/f‘f = (1) ﬂl

aé,f . ’4/5,/\«

£-1 o
el € T gt Aepl SHZ 104 R

A
La somme j;g/&z,dv-'t’i,fv/converge donc vers le
rapport de deuX polyndmes 4(?)= P,/l}/@,/é/’ Bet)etant
de degrs n-1 et &, ({) de degré n.

e?::a(‘;@' 52—4) est donc formé d'un nombre fini
de sommes de suites alternées - module décroissant-
et dont Te terme général tend vers zéro. La limite de

existe donc et 4(u)converge.

1.3.4. Autres propriétés de Ac) .

a) ﬂ(&t) admet pour pdles
' Spr2ge , € Z
b) f‘ﬁwﬂ(ﬂ)”fPour que cette propriété soit

vérifiée, on s'apergoit en divisant (11) par (12),
gue 1'on doit avoir la relation bien connue de § 1.2.2.

11 vient alors

78 -k m
A T bt e 7—‘32 Py

(14)

qui n'est autre que le développement en produits infi-
nis de 1'équation caractéristique.

1T - RESOLUTION DE L'EQUATTION CARACTERISTIQUE.
INTEGRALE GENERALE,

La nésolution de L'Bquation caractiristique (5)
est facilitée parn La condition 1.2.2. et fa proprite
1.2.7. Les valeurs propres se déduisent d'un systeme
de n-1 dquations obtenues en portant dans {5) n-1
valeuwr de

Clest ainsi que £'on est amené & gvaluer n-1
deteminants complexes et inginis. Nous donnons dif-
{erentes méthodes adapties & el ou tel type de
probleme.

Sa diagonale principale &tant formée de 1,
1'importance des autres termes décroissant avec Teur
gloignement par rapport au terme qpo0 le déterminant
formé des termes (4) se préte bien & un développement
Timité. Soient 4,f,k,£,m,n, des entiers relatifs
différents, écrits dans 1'ordre croissant de leur
valeur algébrique ; nous obtenons, pour fc réel ou bien
pour g = 4L

Z](f()': 1_45: /ﬂ-j,/./.z
b T fagl el
L N4

ae) - % j‘/“;/f

/a,.,/./‘. [agel* apnl*

& ﬂ/‘,/‘ : ﬂ/‘,k : aﬁ,l}

—4;/'//'/(//”/"
A oy : z
+ 2k /;, A e S T
2 .
# /a,;/d-/. 2y k- P ﬂ-,,‘/g/

2k ] T

Ai, ;. %) k.2 Y
J//'fk,/ Yy ‘/’é 'é/é 4

*a/'lﬁ . aA/, -a//( - a’!/“
"R4}/'-a,é/4'-“/}l~4/,,¢ »+-——-
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Ce développement peut &tre poursuivi aussi loin
que 1'on veut, puis programmé. Si 1'on considére les
@, g comme des fonctions de m et de p, et si on Tes
calcule grace & 1'expression (4) au fur et a mesure,
i1 n'est pas nécessaire de conserver simultanément
en mémoire un double tableau encombrant. C'est donc
par un procédé de ce type que 1'on peut obtenir
toute la précision souhaitée et plus particuliére-
ment lorsqu'un harmonique de rang élevé prend une
valeur prépondérente.

2.2. - Caleul parn troncature.

Lorsque ce n'est pas le cas, et que le coef-
ficient de Ta dérivée d'ordre n-1 demeure constant,
on obtient une précision remarquable en tronquant
le déterminant (4) et en le ramenant & un tableau
Bocge) 5 (2€H1) x (2€41). En effet, 1'erreur
peut se calculer en prenant les termes négligés dans

te développement (16)
EA
A /ﬁ&; WA

Eplp) = .
2 (¢ 1t>€, (j1>04f /

Si de nombreux termes du développement entrent
en jeu et si 1'amplitude de 3 ou 4 d'entre eux, quel
que soit leur rang, vient fausser le calcul par
troncature, nous adopterons une méthode mixte:

Ai) = dgp) + £,( )
2.3. -~ Méthodes d'extrapolation.

On peut compléter les méthodes décrites ci-
dessus par une extrapolation basée sur 1‘'observation
du développement (16). Si a esten m~%, on

&crira , . A ,
Ay = By + 2 0T i,

Enfin, le tableau des approximants de Padé [6]
peut &tre appliqué & la suite

41-4‘ P) /A[—a+1 JAREY ] /dl 9 e ,{*‘(L -

de maniére 3 obtenir une accélération de convergence.

_ Une fois trouvée une valeur {, vérifiant a 2i
prés 1'équation caractéristique, on la porte dans le
systéme (9) afin d'obtenir la solutjon particuliére
correspondante. Lorsque {tp est réel, dans le cas de
la décomposition en série de Fourier, celle-ci doit
étre & symétrie hermitique, et 1'on doit avoir
Cm = CX,.

Ainsi devons-nous supprimer 1'équation corres-
pondant & m=0 et, en posant & =1, nous reportons
la colonne 4= dans le second membre de maniére a
obtenir, aprés résolution du systéme linéaire, la
valeur des G, en fonction des & , constantes arbi-
traires déterminées par les conditions initiales.

Les autres racines de (5) conduisent, si elles
sont différentes, & des solutions particuliéres
linéairement indépendantes, celles correspondant &
fp et @(ﬁ" étant complexes conjuguées.

“IIT - APPLICATIONS.
3.1. ~_Stabilite de £'intéghale géntrale.

Application & des exemples du 3° ordre,

Nous choisirons le cas particulier ot 1'un
seulement des 6%’0 n'est pas nul, soit &}/0 et

[93,0.71/3=00-

La condition (8) entraine alors

3
Z =0
f=1 (e

Posons iy = Zx/T , % ¢ R.
fz = (wxtdn)/ T = (ksf/ Yy ¢ C.

si 7?0 = @(‘7) [—S/Ifﬂ'ﬂa f—ZSAW’ﬁo/z .CDSWﬁ&/z]
A 2 Ac)[1+ AT fZC/e”ﬁo/z.CDsiﬁﬂ:z]

1'équation caractéristique devient s st €= 541
74 {3 . 10 {,z#(?_?l.)é - 7. ze
o5y =14 e msha_ e

2chx 2sf e

Sur les courbes de la Fig.2 , nous pouvons obser-
ver les trajectoires des parties réelles des valeurs
propres lorsque a, 1'amplitude du coefficient pério-
dique, varie. Pour a grand, 1'équation se rapproche
d'une équation du second ordre, si bien que 1'on
retrouve 1'existence de solutions particuliéres pério-
diques autour de @ # 5.

On étudie, Fig. 1, 1'influence de la fréquence du
coefficient variable. On remarquera que les valeurs
propres évoluent vers celles du systéme non perturbé
Torsque la fréquence augmente.

Les Gm ne sont que les amplitudes relatives des
harmoniques du spectre de la solution particuliére. La
partie imaginaire de permet donc de voir s'il exise
des fréquences qui ne sont pas des combinaisons 1iné-
aires des fréquences propres du systéme non perturbé
avec celles des coefficients variables. Le systéme
peut alors rentrer en résonance avec une excitation
extérieure & une fréquence imprévisible autrement que
par le calcul.

Nous donnons ci-aprés Fig. 3 des exemples choisis
dans 1'ordre 4, o0 il apparait de telles pulsations.

Exemple

Si &, désigne 1a pulsation propre du systéme dit
fixe, c'est-a~dire pour lequel Tes fgpm sONt tous nuls
sauf pour m = 0 , et w la pulsation propre du systéme
d coefficients variables, nous observons :

3.2.1. un accrochage du systéme non seulement sur
un multiple de la fréquence 1 du coefficient variable,
mais aussi sur la moitié de ‘ces multiples.

3.2.2. un glissement de la pulsation propre dans
d'autres cas = @z a4y, *o¢ (cf le cas de 1'équation de
Hit1)

3.2.3. la présence de domaines ol Tes racines sont
doubles, leur partie réelle &tant alors différente de
ZEéro.

3.2.4. Dans tous les cas la présence d'harmoniques
ne , d'amplitude décroissant avec n.
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CONCLUSTION

A pantin du spectre des coefficients pérniodi-
ques d'un systeme quefconque, La méthode penmel de
déteminen Le signal de sontie, sa pantie périodique
étant connue Egalement par son spectre.

S'i s'agit d'un spectre de Fowrien, outhe
L'etude systématique du comportement asymptotique
d'un systeme exclts et du spectrne de La sontie, nous
pouvons utilisen toutes Les possibilitis de L'analyse
haamonique [ § ] .

D'autres types de développement peuvent etre
utilisis, selon Le probléme. On emploiena, bien sln,
ceux qud convengent Le plus napidement.

On peut envisagen des applications & La

mécanique, @ £'aufomatique, & £'excitation paramé-
nique de cireuits électriques, ete....
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Fig. 1 - Ingluence de La fréquence d'un coefficient
varniable sun La partie nédelle des valewrs
proprnes d'un systeme du 32me ondre : Lonsque
n augmente, Les parnties rnéelles tendent
vers celles du systeéme non pertunbé, s0it

T+ 0,5, +0,5et-1.
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Al e \ s \ Fig. 2 - 1Influence de £'amplitude d'un
~ e \ : coefficient variable sun Les
AN T ey \ pulsations propres : Lonsque
~ . a devient grand, Le systime
~. . Y
S~ . dont Les trajectoines sont
Te— ~ notées (+) se napproche d'un
sD3U+(1+a.co8 2t).U = 0 e— > sysieme du second ondre a
2] coegficients variables, si bien
eD3U+a.cos(2t).0U+U = O que L'on retrouve L'existence
de modes pérniodiques autour de
a=15.
a
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/ syt Inctasle coefpicient vantable sur Les
i valeurs propres d'un sysieme
o \ , du 4eme ondre. On notera L£'exis~
. Fo — fence de zones ol Le systeme
b N | non exciti est, en général,
J | S P a presque périodique, toufourns
[+) O e -

stable, avec glissement des

| valeuns propres. 1L esit insta-

| !
! ble Lorsque Les valewrs propres
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) | «D4us7D2U +(2a.cos2t+10,56).U = 0 a accrochage sun ka fréquence
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