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RESUME

I1 est possible, moyennant quelques hypothéses
simples, de présenter de fagon unitaire les problémes
de reconstruction d'images & la fois en tomographie

par transmission et en tomographie par émission.

Une analyse des conditions physiques de la
mesure conduit 3 la détermination d'une fonction glo-
bale de distorsion du systéme (FGD). Cette fonction
permet de prendre en compte & la fois les effets

d'atténuation et les effets de diffusion.

A partir de cette dommnée expérimentale on
présente (dans le cas bi-dimensionnel pour simplifier
la formulation) les &quations régissant la formation
des projections et celles permettant la reconstitution

d partir de ces projections.

Une procédure type de reconstruction tri-
dimensionnelle est alors proposée et les difficultés

liées 8 la mise en oeuvre &valuées.

SUMMARY

Assuming some simple hypothesis one may present
in a single way the image reconstruction problems

both for transmission tomography and emission tomography.

An analysis of physical conditions of measure-
ment introduces the definition of a global distorsion
function for the system (GDF). This function includes
both the effects of attenuation phenomena and scat-

tering phenomena.

Taking into account that experimental data we
can expose (in the bi-~dimensionnal case for formu-
lation simplicity) the equations describing projec-
tions formation and allowing images reconstruction

from the projection measurements.

A typical tri-dimensionnal reconstruction
procedure is then proposed and difficulties for

digital implementation reviewed.
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I - Position du probléme de reconstruction en radio-
logie et en médecine nucléaire

Le probléme de la reconstruction des images &
partir d'un ensemble de projections se retrouve dans
des problémes tr&s différents de la physique appliquée
comme en radio-astronomie ou la microscopie Electro-
nique, et bien enfrendu en médecine ol des dévelop-
pements spectaculaires en exploration interne peuvent

8tre attendus de sa solution.

La radiologie utilise des informations concernant
la transmission 3 travers le corps étudié d'um fais-
ceau issu d'une source externe de rayons X. L'image
f(x,y) & reconstituer pour une coupe est en fait, dans
le cas présent, la cartographie des valeurs du coef-

ficient linéaire d'absorption des tissus traversés

K (X,Y)-
v ¥
source X____M
~
f(x,y)r>f(u,v)
u
U(X’Y)
8 5
0 x
p(u,8
Plan du - . R
dEtecteur Fig. 1 Formation des projec

———— L)
tions en tomographie par
transmission

Pour une intensité fixe de la source Io, le lo-
garithme de 1'intensité regue est alors proportionnel
a4 1'intégrale des coefficients d'absorption des tissus
travers&s., On peut alors définir une "projection'

p(u,8) (Fig.l) par la relation :
p(u,8) = f'f”(u,V) dv e))

—~
oi f(u,v) n'est autre que I'expression de la fonction

f(x,y) dans le nouveau repére fu,v}

f(u,v) = f(x Cosb~ y sinf, x sinb + y Cos?9)

-

Il est & remarquer que dans ce cas la mesure peut
8tre considérée comme la collation des mesures faites
par un faisceau infiniment &troit explorant successi-
vement et indépendamment toutes les directions et pour

chaque direction tous les pas en abcisse.

C'est cette hypoth&se de faisceaux non chevau-
chant qui permet en particulier de réduire en tomo-

graphie par transmission tout probléme tri-dimensionnel

reconstruction d'un objet f(x,y,z) — en N problémes
bi-dimensionnels — reconstruction des objets-coupes
£(x,y,z1) ie{l,N}. L'objet initial est alors reformé
par simple concaténation des coupes successives selon

1'axe 0Oz.

Le probléme est infiniment plus complexe en

médecine nuclBaire. Il s'agit dans ce cas d'utiliser

les informations concernant 1'émission produite par des
radioéléments répartis au sein du corps &rudié. L.'image
f(x,y) & reconstituer pour une coupe est ici la carto-
graphie des valeurs locales de la concentration e(x,y)
pour 1'isotope utilis&. Une "projection' dans une
direction d'angle8 , c'est-@-dire les valeurs du
comptage effectud sur les cellules du détecteur situd
dans ce plan, prend en compte les trois phé&noménes

suivants :

£f(x,y)r> g(u,v)

c(x,y)
ou c(ul,vl)

p(u,0)

Plan du

détecteur Fig. 2 Formation des projections

en tomographie par 8mission

- Valeur de la concentration de radio-&1léments au point

source par exemple c(uy,vy)

~ Distance du point source au plan de collimation (dans
notre cas vy + L) introduisant une atténuation dé-
pendant du coefficient d'absbrption des tissus tra-
versds sur le trajet source-détecteur.

- Diffusion de 1'émission incidente ; une source situge
3 1'abcisse uy crée, du fait de la diffusion dans le
milieu un rayommement capté sur le d8tecteur qui in-
téresse toute une plage d'abcisses autour de uj.

Les consdquences de la superposition de ces trois
phénoménes rend plus malaisée une modélisation simple
du mécanisme de formation des projections. En parti-
culier il n'est plus possible de concevoir le systéme
comme travaillant en faisceaux non chevauchant et in-
dépendants et par 13 m8me de décomposer sans précau-
tions supplémentaires les problémes tri-dimensionnels

en une somme de problémes partiels 3 deux dimensioms.
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Nous allons nous attacher dans le paragraphe
suivant 3 analyser les hypoth&ses raisonnables permet-—
tant en premiére approximation la modélisation du
systéme.

II - Hypoth&ses simplificatrices — Définition d'une
fonction globale de distorsion (FGD) du systéme

Reprenons la description d'un systéme de tomo-
graphie par &mission dans le cas tri-dimensionnel.
v h

f(x,5,2)

oo N\

T(x,2)
I’ \ bl

Plan de projection

Soit f(x,y,z) la fonction & reconstituer, représentant
dans le cas présent la concentration de radiog&lément.
Supposons que le plan de projection qui nous intéresse

-

soit paralléle au plan {0x,0z} et i ume distance L de

celui-ci ; sur le rayon II' 1'atténuation s'exprime ri~

goureusement par :

I'
m(x,2) = £(x,y,2) exp{-J[
1

U(x,y,2) dy} (2)

Sur un trajet quelconque II" 1'atténuation dépend
donc non seulement de la longueur du trajet parcouru
mais de la nature des tissus travers8s. En toute rigueur
le probléme de tomographie par &mission est un probléme
d'estimation des valeurs locales de concentration condi-
tionnellement 3 une répartition globale de densité.

Pour un objet dont la répartition des densités est in-
connue il est nécessaire de faire - par exemple au
moyen d'une tomographie par transmission - une esti-
mation de cette densité. Cette mesure préliminaire peut
dans certains cas €tre remplacBe par une connaissance a
priori de 1'objet ; si 1l'ignorance reste totale il est
possible de faire 1'approximation d'homogénéité : ceci
revient 3 dire que 1'objet et 1'environnement de 1'objet
ont une densité d'absorption homogéne u. Il est alors
possible d'attribuer 3 toute source interne situde 3

une ordonnée y + L par rapport au plan un coefficient
décrivant 1'atténuation de la forme :

= ~HHL)

Ky (y) 3

Ce coefficient prend alors-en compte de fagon approchde

1'éloignement de la source au plan de détection.

b) Phénoméne de diffusion :

L'effet de la diffusion dans le systéme de for-
mation des projections est facilement mis en &vidence
par 1'expérience ; il suffit d'enregistrer sur 1'ensem-
ble de détection la trace d'un objet source ponctuel ou
quasi ponctuel. Ce phénoméne peut traduire 3 la fois la
diffusion du rayonnement par interaction dans le milieu
traversé et toute diffusion pouvant prendre sidge au

sein méme du systéme de détection.

Pour un objet source d'intensité unité@ et locali-

s& au point S de coordonnées{x,y,z} la diffusion est
caractérisée dans le plan du détecteur par une fonction
de répartition du flux détectd. : g(x,%,5) (le paramétre
S est 1& pour indiquer que, sauf hypoth&ses supplémen-—

taires, 3 chaque localisation d'un point source corres-

pond une tache de diffusion différente).

Nous ferons ici aussi des hypoth&ses simplifica-
trices dont 1'une rejoint celle de quasi homogénéité

-

déja faite au point a) ; & savoir que la fonction
g(x,v,8) est invariante pour une translation de la source
paralldlement au plan de détection ; la fonction g peut
alors €tre vue comme caract@risant, pour toute source
situde dans un plan parall&le au plan de détection &
une ordonnéde y, un filtre lingaire spatial de réponse

g(x,z,ys)

Y :
/ﬁ%_ 82373 1]

/ ;k— g(x,23y9) [S,)
/A
/

impulsionnelle :

EV 8(x,257, [5,]
0 3 7 x
— 7
z TS {x,2) [qﬂ

T1 est bien clair que 1'étendue de cette tache de dif-
fusion est d'autant plus grande que le point source est
gloigné du plan de détection ; de plus, des considé-
rations physiques simples confirmées par quelques expé-
riences permettent de considérer une distribution de
type gaussien & symétrie de ré&volution autour de 1'axe
de projection comme une bonne mod&lisation mathématique
du phénoméne.

—kr2/s”
g(r,y) = e kx®/o ol ¥ est la distance

. .. 4
du point 8' 3 1'origine @

La variance de cette distribution varie approximative-

ment de fagon lindaire avec 1'ordonnée y :

g = By+y (3)
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Les phénoménes d'atténuation et de diffusion
peuvent &tre rassembl&s dans une notion unique 3 laquel-
le nous donnerons le nom de fonction globale de dis—

torsion (FGD) ; nous 1'&crivons
d(u,v,w) = Ka(v) g (u,v,w) (6)

Les coordonnées{u,v,w} sont indiquées ici pour
montrer que d a une méme expression dans tout repére
1ié au systéme de projection considéré ; (projection

orthogonale dans un plan parallzle au plan{Ou,0w}).

On peut alors décrire les différentes &tapes de

la formation d'une projection de la maniére suivante :

. soit f(x,y,z) 1l'objet & projeter

. soit 7 le plan de projection défini par exemple par
les angles 0 et dde son intersection sur{0x,0y} et
{0x,0z}.

. on peut lier & T un systdme de coordomnBesiu,v,w}
ayant en particulier comme axes u et w les intersec-
tions pré-citées.

. Dans ce systéme f s'dcrit f(u,v,w) en utilisant les
formules classiques de changement de repére.

. La projection sur le plan{Ou,Ow} s'écrit alors
o~
m(u,w; 6,6) = [f(u,v,w)d*wd(u,v,w ]dv (7)
)

ol K décrit la convolution bi-dimensionnelle en u et
w. Dans tout ce qui suit nous nous contenterons du for-
malisme 3 deux dimensions, c'est=~3-dire le cas de la
projection sur une droite (y=o, w=o0) d'un objet bi-
dimensionnel f(x,y). La fonction globale de diffusion

est alors d(u,v).

III - Equations générales et algorithmes de reconstruc—
tion ¢

III - 1. Equations régissant le systéme de pro-

Nous “considérons comme valides 1'ensemble des
hypoth&ses envisagées dans le paragraphe précédent. En
particulier nous considérons comme acquise la donnée
d'une fonction globale de distrosion du systéme (FGD) :
d(u,v).

Pour un angle 6 donné la projection p(u,9) est

donnde par application de la formule (7) :

p(u,8) =JTf(u~s,v) d(s,v) ds dv (8)
= ¢ (u,v) dv
avec ¢ (u,v) =‘I?ku—s,v) d(s,v)dv

Nous noterons : . F(U,V) la transformée de Fourier
bi-dimensionnelle de f(u,v) (on peut démontrer que

~ -~

f(u,v) a pour transformée F(U,V)

. P(U,6) la transformée de Fourier
uni~dimensionnelle de p(u,8) suivant la variable u.

¢ (u,v) s'exprimant comme un produit de convolution
selon la premidre coordonnée et comme un produit simple
selon la seconde, il est aisé de calculer par récipro~

cité sa transformde de Fourier bi-dimensionnelle :

¢ @,v) =|F (u,#) D,V-W) W (9)

Nous pouvons par ailleurs appliquer & la fonction
(u,v) le lemme fondamental comme sous le nom de théo-

réme de coupe-projection, & savoir Eﬂ :

La projection d'une fonction bi-dimensionnelle suivant
une direction a pour transformée de Fourier la coupe
de la transform8e bi~dimensionnelle de la fonction

selon la méme direction .

La transformée de Fourier P(U,0) de la projection
p(u,8) de la fonction %(u,v) sur l'axe des u est donc

ggale & la coupe de $(U,V) suivant l'axe des U

@) = [p0,0)] 4y =f'§<u,w>n(u,-w)dw (10)

On peut donc interpréter P(U,%) comme une projection
celle du produit des deux fonctions

F(I,W) et D(U,-W)
Compte tenu de 1'expression explicite de F, il vient

en changeant de plus la notation :

P(U,S)i}F(Ucose—Vsine,Usin9+ Veos?)D(U,-V) dv | (11)

TIT - 2. Application i divers cas particuliers :

a) Transmission simple :

Dans ce cas il n'y a ni phénoméne d'att&nuation

intrinséque ni phénoméne de dis nous
prendrons : >
(u,v)
dCu,v) = 8(w). 1(v) (12) &
u
oli §(u) note la distribution de %

Dirac. 1(v) la fonction constante

égale & 1 pour tout v.

Dans ces conditions il vient D(U,V) = 1(U).8(V). Soit

en reportant dans 1'quation (1) :

P(U,6) = F(Ucos®., V sinf, U sinb+ Vcos®) 1(U)8(V)av

r}(u,e) = F (UcosB, Usin®) (13)

Nous retrouvons ici strictement 1'expression du
théoréme de coupe-projection, ce qui est biennnormal
puisque dans ce cas la formulation de la projection est

celle donnée par la relation habituelle (1).

Le cas de la transmission simple peut donc &tre
vu comme un cas particulier avec une fonction de
distorsion de la forme donnée en (2). Il faut néanmoins

remarquer que cette assimilation fort intéressante sur

le plan algorithmique ne doit pas faire perdre de vue
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la nature différente des projections mesurées et de
1'objet reconstruit ainsi qu'il 1'a &té précisé au

paragraphe I.

b) Transmission simple avec int8gration lors

En fait il est impossible
de r@aliser 1'intégration décrite
par la formule (1) avec un

faisceau théorique infiniment fin

I1 existe toujours une certaine fonction d'intd-
gration dont on pourra supposer qu'elle est identique
pour toute valeur de v. Il vient alors

d(u,v) = g(u) . 1(v)

Dans ces conditions D(U,V) = G(U)S (V)

(14)

soit :

P(U,0) =

F(Ucos®, Usin8) G(U) (15)

Le probléme de restauration se double ici d'un
probléme classique - mais pas plus évident pour autant-

de déconvolution sur chaque projection.

Il est & remarquer que la formulation de 1'équa-
tion (15) représente aussi le cas particulier de re-
construction en tomographie par &mission lorsque le
phénoméne d'atténuation est négligé et oli la fonction
de diffusion est considérée comme indépendante de

1'ordonnée de la source.

IIT - 3. Procédure de reconstruction

L'&quation (11) permet d'envisager une procddure
de reconstruction utilisant les algorithmes maintenant
bien connus en tomographie par transmission ; {5} {6}

En effet, P(U,9) peut &tre considéré comme 1'ensemble
des projections dans le domaine de Fourier permettant

de reconstruire la fonction F(U,V) compte tenu de la
pondération introduite par la fonction D(U,-V).

L'objet e&t alors reconstruit par transformée de Fourier

bi-dimensionnelle inverse.

Les étapes de la reconstruction sont alors les

suivantes :

Donnée analytique a priori (par exemple par les for-

mules (4) et (5) ou détermination expérimentale de la
fonction globale de distorsion.

. Calcul de P(U,V) par transform8e de Fourier bi-dimen-—
sionnelle.

. Calecul de P(U,8) par transformée de Fourier uni-dimen-—
sionnelle de chaque projection.

. Reconstruction de F(U,V) i partir des P(U, 8 par
exemple par un algorithme d' it&ration utilisant

D(U,-V) comme coefficients de pond8ration.

+ Calcul de f(x,y) par transformée de Fourier bi-dimen-
sionnelle.

T1 est bon de noter que la généralisation de la
formulation et par 13 de la procé&dure décrite en cas
d'objets tri-dimensionnels ne pose aucun probléme, au
moins de principe, puisqu'il est possible de le décom—
poser dans le plan de Fourier en N problémes bi-dimen-

sionnels 3 W = cte,

TIIT - 4, Résultats préliminaires de simulation

Des simulations numériques ont &t& réalis@es dont
les résultats principaux seront présentés au cours de
1'exposé oral.

Les projections des images de simulation sont
effectuées d'abord en 1'absence de fonction de distor—
sion globale puis avec une fonction du type décrit &

partir des formules (3) (4) et (5).

La reconstruction est faite successivement par des
méthodes classiques ne prenant pas en compte les phéno-
ménes d'atténuation et de diffusion, puis avec la mé-

thode décrite plus haut.

Une amélioration sensible de la qualité des re-

constructions est constatée.

IV - Conclusions

Dans le trop bref exposd qui précéde nous avons
voulu montrer comment il &tait possible d'aborder de
facon systématique et unitaire les problémes de recons—
truction d'images aussi bien en tomographie par trans-

mission qu'en tomographie par émission.

I1 est néanmoins clair que pour ce faire nous
avons dfi effectuer un certain nombre d'hypoth&ses dont
celle de

qu'elle ne représente qu'une approximation &lémentaire

1'homogénéité en densité dont on sait fort bien

de la réalité.

Néanmoins, une amélioration sensible des images
reconstruites peut €tre espdrée lorsqu'on tient effecti-
vement compte des phénoménes d'atténuation et de dif-

fusion.
Ces résultats préliminaires appellent en fait de

nombreux prolongements, tant th&oriques qu'expérimen-
taux. Dans tout ce qui préc&de nous avons par exemple
8liminé les difficultés 1lides & la nature statistique
de 1'émission de la source ainsi qu'aux divers bruits

venant entacher la mesure des diverses projections.

I1 faut ajouter 3 ces probl&mes attachés 3 la
physique et & la modélisation du systdme ceux que posent
la réalisation numérique des algorithmes proposés, Ceux-
ci deviennent en effet de plus en plus complexes et
surtout volumineux, et on ne saurait congevoir une
évolution des méthodes de reconstruction sans 1'évolu-
tion simultanée des opérateurs rapides de traitement

des signaux capables de les réaliser.
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