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RESUME SUMMARY

Depuis quelques années, en particulier depuis The last few years have seen remarkable
1'apparition de 1'EMI-SCANNER, de nombreuses re- advances with the advent of the EMI scanner and
cherches et &tudes ont &té développées pour re-— its descendants to infer the structure of a .n
trouver la structure d'un objet situé dans R™ a dimensional object from a set of data known in
partir de données connues dans R ot . Seul 1l'em— Rn~1- The use of fast computer has allowed to
ploi de calculateurs puissants et rapides a permis solve these big pfoblems. The reconstitution .of an
de résoudre pratiquement de tels problémes. La object -density function- is made by projection's
reconstitution d'un objet —fonction densité- se method :
fait par des méthodes de projection : soit mathé- given a and \fa(x), find £
matiquement &tant donné plusieurs o et\?a x), Foo
trouver f telle que \Pa(x) = f(x cos ¢ - y sin a,x sin o + y cos-gdy

~c
+oo
&?a(x) =| f(x cos o - y sin a,x sin a + y sina)dy In this paper, to have new facilities
- -numerical, memory, speed..- the slice-projection

On se sert habituellement du "slice projec=- theorem is generalized. From this new theorem,

tion theorem". the theory of the problem of moments of Hausdorff

. . P is used.
Afin d'obtenir de nouvelles facilités, sur-— is used

tout dans les applications numériques on généralise
ce théoréme. A partir de relations qui en découlent
on peut utiliser les résultats du probléme des mo-
ments de Hausdorff pour résoudre le probléme

initial.
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Par reconstitution d'un objet, on signifie
la recherche d'une fonction densité p(M) ol
M e D. Pour se fixer les idées imaginons que D
soit une coupe plane du corps humain (fig.1).
Cette coupe du corps humain est passée aux rayons
X. On récupére ainsi du cOté opposé a la source
des rayons X, une image appelée projection.
En réalité au point m on mesure le cumul des den-

sités ponctuelles p(M) suivant le rayon r.
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Fig.l

Modélisation mathématique du probléme

(Afin de mieux percevoir géométriquement la
signification des résultats proposés, les énoncés

valables dans Rn, seront faites dans RZ.

Soit le repére 0XY, et f(X,Y) la fonction
densité cherchée.

Soit a 1l'angle de la droite avec 0X (fig.2)
sur laquelle se fait la projection. Soit Oxy le
nouveau systéme d'axes ainsi déterminé. On ap-

pelle projection au point x suivant o la quantité

P00 = j £OLY) dy (0
d

<
ol dy est la droite perpendiculaire & 0x au

point d'abscisse x. d, est un rayonm.

Le probléme ainsi posé est de déterminer
f+a partir de la connaissance de\Pa (x). Il
existe plusieurs typesde méthodes pour résoudre

ce probléme.

Fig.2
- méthodes directes (1]
- méthodes utilisant la transformation de
Fourier {2}, qui seront ici généralisées par la
m transformation.

~ méthodes par développement en série [3).

Définition d'une m — transformation

Soit m : u—s 7 (u) une application définie
1
de R dans € (e Lloc( R)) et

considérons une fonction g : (p = lou2)
P B P
RF_S _')C)eZ( R")

ensemble des fonctions & support

compact et sommables.

On considére la transformation, appelée 7
-transformation, g— § définie de la maniére

suivante :
si seRp ,teRp
g(s) =.j m (< s, t>) g () dt (2)
RP

P
ol <s§, t> = 1L s, L.
i

On appelle projection de £ (¢ Z( RZ)) au point

x suivant la direction o , la quantité :

\fz(x) =| f(x cos o = y sin a,x sin o + y sin.a)dy (3)

®
Clest 1'écriture de (1) dans le systéme d'axes
Oxy.

Probléme inverse : Etant donné diverses pro-

jections de f, trouver des moyens pour déterminer

-reconstituer— la fonction densité f.

R
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Définissant la 17 —transformée de V>a (a une
dimension) et la m —transformée de f (dimension

2), on montre alors

Théoréme 1 : La 7 —transformée de \P_ est
la tranche suivant 1'angle o de la w —trans-
formée de £ soit :

e “ .
\Pa(s) =f (s cos a, s sin o) (4)
. .. _ iu

Remarque : Si on choisit 7 (u) = e , on
retrouve le cas particulier de la transformée de
Fourier connu sous le nom de slice-projection

theorem [5} (4].

La détermination de f se fait généralement

par discrétisation (3) oude (4) (cas de Fourier),

ce qui améne 3 la résolution de gros systémes.
Dans [6] on retrouve —en particularisant m- des
résultats connus tels que : si f

est supposé& constante sur des rectangles &lé-
mentaires 8gaux, f peut &tre déterminée au
moyen d'une seule projection, ou bien des
résultats nouveaux par exemple concernant le

choix d'un maillage.

Cependant la = —transformation domne des
relations intéressantes permettant de déterminer
les moments de f, et par 13 méme d'avoir & ré-
soudre des systémes de petites tailles.

Calcul des moments de f

La relation (4) s'écrit encore :
SIR T'T(S.t)\?a (t) dt =

IERZ 7(s cos a %, *+ s sina x2) f(xl,xz) d}»{1 dx2

En choissisant :

1((u) = uk , on obtient :

g tk (t) dt = (cos a x, + sin ax )k
R “\Pa ®2 1 2

£(xp,x,) dx dx,

Ny S

c'est 3 dire e

=<
[

et
1]
IR
k
2 Cl cosza s
2=0"k

n posant

k
;= jt (_Ea(t) dt

- i b .
H,. —j X7y o, f(xl, XZ) dx1 dxz, on obtient

.k
in

@ Mopp T Yy

o

(tant que ces moments existent).

k =0,1,2... (5)

La détermination des moments Hole—1 (k fixé ,

2 =0,1,... k) est faite en éhoisissant divers

angles Bseee

aj....ak

, ce qui améne a la résolu-

tion d'un systéme linéaire.

soit

o]
Ck\
k-1
cos o
cos —a
E
~ k
cos GK

k
-

vl e




27/4

UTILISATION DES m TRANSFORMATIONS POUR LA RECONSTITUTION DE FONCTIONS

DENSITES.

Donc A=EC
soit encore A =DV C
ol V est une matrice de Vandermonde donc

soit

v =]‘L>j (tg o; - tg aj) QTT. . sin( o; ~ o j)

i>j
cos¥ k
Gy wewe €OS O
. k
= 0o i -
soit A cp ... cC k-1/1 sin ( o aj)
i>3

d'ol

Théoréme 2 : Les moments d‘'ordre k de f
peuvent €tre déterminés & partir des moments
d'ordre k de sa projection pour k + 1 angles

distincts.

Pour calculer les (k+1) moments
d'ordre k il suffit donc de ré&soudre un
systéme de (k+1) &quations. Cependant
ceci peut encore 8tre réduit en effet

considérons (5)

k
z_ C9” cos%x sinlé_jL =y
k k-1 ic
1=

multiplions les deux membres par cosd o siécik

et intégrons sur 1l'intervalle B“ ﬂ]

K ks

L+ . —(2+]
Z C by cos §J sin gk (2+3) doa = =

k kg
1=0
o

%

o

Yy do (6)

0
j =o,l. k

En regardant ce systéme lingaire, on re-

marque qu'il se décompose en deux sous—systémes

linéaires 1'un donnant les X3 avec j pair, et

1'autre donnant les X avec j impair.

Reconstitution de f

Une fois les moments déterminé&s par (5) ou (6)
f est obtenue A partir d'un développement en série
de polynomes orthogonaux (& deux variables) de Le-
gendre Dans le cas ol le domaine D est un rectangle
les calculs quoique complexes utilisent uniquement

les polynomes de Legendre & 1 variable.

Cependant on essaiera, dans le cas oli tous
les moments de f existent, de généraliser la solu-
tion du probléme des moments de Hamsdorff au cas

4 2 variables, proposées dans [7].
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