COLLOQUE NATIONAL SUR LE TRAITEMENT DU SIGNAL

ET SES APPLICATIONS

NICE du 26 au 30 AVRIL 1977

{0 U

REMARQUES SUR LES METHODES
ADAPTATIVES EN ESTIMATION ET DETECTION

Bernard PICINBONO

L2st - ESE - Plateau du Moulon - 91190. GIF

REIIIIINNISIONNNIAA—————_—————N_——— e - o - ]

RESUME

11 est de plus courant d'utiliser des systé-
mes adaptatifs en estimation ou détection. Cet usa-
ge est imposé par les fortes variations des para-
métres définissant statistiquement les signaux et
les bruits. I1 est malheureusement difficile de
concilier les notions d'optimalité, définies dans
un contexte déterminé, etd'adaptativité ol ce
contexte est variable. De plus 1'usage des signaux
numériques exige de tenir compte de la récursivité
et de la simplicité des algorithmes. Aprés avoir
présenté un cas d'optimalité adaptative on introduit
différents modes d'adaptativité, en particulier a
horizon fini ou non. On rappelle les solutions
récursives dans le cas a horizon infini et on en
donne d'autres & horizon Timité. On montre enfin
comment 1'algorithme adaptatif de Widrow peut
s'interpréter comme une approximation de ceux
présentés précédemment, et méme d'une certaine

forme de filtrage statistique récursif.

SUMMARY

The use of adaptative systems in estimation
and detection is now very common. This fact is due
to the strong variations of the parameters which
define statistically the signals and the noise.
Unfortunately it is difficult to conceive systems
which are simultaneously optimal, as in a determi-
nistic context, and adaptative because of the
variable context. Moreover with the frequent use of
numerical signals it is often necessary to take into
account of recursivity and simplicity of the algo-
rithms of signal processing. After presenting a
particular case of adaptive optimality we introduce
several kinds of adaptive systems, in particular
with finite or infinite horizon.

We recall the recursive solutions in the case
of a definite horizon and we give some other solu-
tions with finite horizon. Finally we show now the
adaptive Widrow algorithm can use interpreted as
an approximation of others algorithms and is also

connected with the statistical recursive filtering.
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I. INTRODUCTION

La plupart des systémes actuels d'estimation
ou de détection sont réputés étre adaptatifs, ce
terme &tant pour 1'instant pris dans un sens trés
général. La nécessité d'utiliser des systémes adap-
tatifs est devenue rapidement évidente afin de te-
nir compte au moins approximativement des importan-
tes variations des paramétres qui sont supposés
constants et connus dans les méthodes non adaptati-
ves. |'usage, déja trés ancien, mais justifié plus
récemment en détection [1] [2] [3], des contrdles
automatiques de gain (C.A.G.), est déjd une confir-
mation de 1'intérét des méthodes adaptatives.

Malheureusement les théories de 1'estimation
et de Ta détection sont présentées généralement de
maniére non adaptative. Ces théories supposent
connues un certain nombre de propriétés concernant
les signaux et les bruits et en déduisent des struc-
tures optimales compte-tenu de certains critéres.

On peut donc prévoir dés le départ une sorte

de tension entre optimalité et adaptativité.

Examinons ceci sur deux exemples trés classiques.

La théorie de 1'estimation 1inéaire en moyenne
quadratique (E.L.M.Q.) permet de trouver 1'estima-
teur optimal § d'une grandeur aléatoire y (supposée
scalaire pour simplifier) a partir d'une observation
¥ . Pour calculer § i1 faut connaitre les propriétés
du second ordre de l1a variable aléatoire (v.a.) mul-
tidimensionnelle (y, Y). Comme ceci n'est pas le cas
en général on peut étre tenté d'estimer ces propr%é-
tés, lorsque cela est possibie, et de remplacer les
grandeurs 1nc6nnues par leur estimation dans une

structure qui est optimale lorsque ces grandeurs

sont connues. On obtient ainsi une structure qui est
bien adaptative, mais dont le caractére optimal
n'est pas prouvé.

Le méme probléme se présente en détection d'un

signal déterministe dans un bruit gaussien. Le ré-

cepteur optimal est le filtre adapté qui suppose
connue la covariance du bruit. Si celle-ci n'est
qu'estimée on obtient un filtre adapté adaptatif
mais dont 1'optimalité reste & prouver. Ce probléme
d'optimalité est en fait trés complexe en détection
et a été &tudie en détail par ailleurs [2] [4].

La notion d'adaptativité est elle-méme trompeuse
car elle recouvre, comme nous le verrons, des réali-
tés parfois opposées.

Enfin deux autres notions viennent en général

compliquer la situation, celles de simplicité et de

récursivité. I1 est possible de trouver dans certains

cas des systémes optimaux et adaptatifs mais dont la
complexité est telle qu'on ne peut envisager de les
réaliser. Cette complexité peut étre d'ordre techno-
logique ou numérique.

Enfin 1'usage des suites numériques & la place
des systémes continus conduit trés souvent & recher-
cher des solutions récursives au 1ieu de solutions

globales nécessitant un trop grand stockage d'infor-

mation.

1T. OPTIMALITE

Toute Ta suite de cet exposé sera essentielle-
ment consacrée a des problémes d'estimation, ceux de
détection étant généralement plus complexes et ayant

été examinés par ailleurs [1] [2] [4].

2.1. Optimalité statistique

Soit y la grandeur & estimer & partir d'une
. - ' .
observation X . C'est par exemple le cas de la pré-
diction linéaire & horizon fini pour un processus
discret X Dans ce cas
>T

y = x, et X' = (xn—l’ Xp_ps teves Xn—r)‘

Si 1'on connait l1a v.a. (y, ¥) au second ordre,
c'est-d-dire les covariances

b= EQOXT) et o= E(X ) (1)

Xy
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1'estimateur optimal rendant minimum E[(Y-gTi)Z]

est donné par la formule classique

y o= 3% (2)
avec

s -1

a -—I‘X ny (3)

Cet estimateur n'est évidemment pas adaptatif.
IT n'est ni simple, en raison de 1'inversion de Tyo
ni récursif, mais peut le devenir par les manipula-

tions classiques conduisant au filtrage de Kalman.

2.2. Optimalité adaptative

Supposons qu'on ait fait une suite d'observa-
tions (yi, Yi), 1 <1 gn, etque T'on veuille en

- . > - .
déduire un vecteur a_ rendant minimum

i3
—
<
-
'
o
=
><b
=
[
ro =
—
4
N

Cet estimateur est évidemment celui des moin-
dres carrés, et dans le cas gaussien correspond &
celui du maximum de vraisemblance. On trouve alors

trés simplement

7 _ .-l
4 =Ty En (5)
avec
i T
Tp = Ij Xi X; (6)
1
n
ty = Yo vk (7)

Bien &videmment 1'inversion de Ty qui se pré-
sente en (6) comme une somme de projecteurs nécessi-
te que n soit supérieur & r, dimension du vecteur a.
On admettra ceci dans toute la suite.

On a donc construit un estimateur qui est
optimal (aux sens précisés ci-dessus) et adaptatif,
puisqd'il se construit sans aucune connaijssance
préalable des propriétés de (yi, Xi)'

IT est également trés intéressant de remarquer
que cet estimateur correspond & la structure évoquée

dans 1'introduction. On prend en effet la solution

optimale (3) dans laquelle on remplace les covarian-
ces par leur estimation données au facteur 1/n prés

par les Equations (6) et (7).

IIT. ADAPTATIVITES.
La solution (5)(6)}(7) est adaptative mais peut
dans la pratique ne pas &tre la plus intéressante.

En effet elle intégre toute 1'évolution du pro-

cessus de 1'instant 1 & n. Certes quand n sera grand
la contribution dans (6) et (7) des termes corres-
pondants & 1 << n sera relativement faible, mais
apparaitra cependant.

Si 1'on a des raisons de penser que les proprié-
tés du processus n'ont pas une stabilité trés grande
on peut tenter de trouver des solutions adaptatives
a horizon 1imité. Dans ce cas il suffira dans (4) de
remplacer la sommation de 1 & n par une sommation
de n-N & n. On retrouvera évidemment Tes solutions
(6) et (7) pour lesquelles les sommations vont de
n-N a n.

11T y aura finalement autant de solutions adapta-
tives que de valeurs de N. En principe une seule est
réellement optimale en régime stationnaire.

Mais un nouvel inconvénient apparait évidemment.

En régime stationnaire on voit assez aisément

. d
que lorsque n » o, En converge vers la solution a
donnée par (3).

Dans la solution adaptative a horizon fini ceci
ne pourra plus arriver et il restera obligatoirement

une fluctuation résiduelle de gn’V11’ d'autant plus

faible que N est plus grand.

Le probiéme que nous venons d'évoquer est bien
connu dans Ta présentation élémentaire des CAG, puis-
que Tle choix de la constante de temps est un probléme
important et délicat. Le choix d'une constante de
temps trés grande permet en principe une bonne esti-

mation de la puissance, mais ceci devient illusoire
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dés Tors que les nonstationnarités que 1'on veut
contrdler ont un temps de corrélation trop petit.
Ce type de compromis se retrouve dans la plupart
des systémes adaptatifs.

Pour spécifier les termes utilisés dans la sui-
te on parlera de solutions adaptatives & horizon
non limité (H.N.L.), applicables dans le cas sta-
tionnaire et pouvant conduire en attendant suffisam-
ment longtemps & des erreurs nulles, opposées aux
solutions & horizon limité (H.L.) qui sont les plus
inté}essantes dans 1la pratique mais comportant en

général des fluctuations résiduelles.

IV. ESTIMATION ADAPTATIVE H.N.L.OPTIMALE & RECURSIVE

IT s'agit de mettre sous forme récursive les
équations (5)(6)(7) donnant une solution gn qui est
par construction optimale et adaptative H.N.L.

La procédure est relativement classique et part

de la formule d'inversion suivante

B+bb Tt = aloyalep’al (g

ou

T 4-1

v = (1+b"alp)t (9)
On suppose évidemment dans cette expression
que A7, inverse de A, existe.
Appliquons cette formule a 1'inversion de [y

donnée par (6} qui peut s'écrire

_ T
Tyo= T + X, %y (10)
Si 1'on pose

A -1 (11)
Kn = n
on trouve immédiatement par application de (8)

et (9)
1 T
K = K - K. X X K
n n-1 T n-1"n"n “n-1
1+ Xn Kn-l Xo
(12)

Cette équation permet de calculer récursive-
ment la matrice Kn a partir des observations Xn.
IT se pose évidemment un probléme d'initialisa-

tion de 1'algorithme (12) puisque évidemment

X x

n%n est de rang 1 et n'a pas d'inverse. Mais le

probléeme existe &galement sur (5)-(7), et on ne pour-
ra calculer T;l qu'ad partir d'une certaine valeur
de n, 1'algorithme ne pouvant débuter qu'd ce moment.
On pourrait également utiliser les pseudoinverses,
mais nous n'analysons pas ce point dans la suite.

On peut maintenant donner une forme résursive
d la quantité gn définie par (5). Pour ceci on écrit

fh défini par (7) sous la forme

o = Cp-1 + p Xn (13)
d'oll 1'on déduit

T Ty~1
a, = [P + X, %] [ﬁn_l oy, Xl (14)

En appliquant 1'équation (8) et en notant de
plus gue
Ti-1 _ -1
[rn—l + Xn Xn] Xn =y Pn-l Xn’ (15)

on trouve finalement
(16)

Les algorithmes (12) et (16) permettent donc de
calculer de maniére récursive & chaque instant n la
solution En donnée par (5). Comme gn est optimal et
adaptatif, la solution récursive conserve ces pro-
priétés.

Cette selution exacte n'est évidemment pas simple
puisqu'elle nécessite a chaque &tape n le calcul d'une
matrice Kn et de divers produits de matrice. Mais i1
n'y a aucune inversion de matrice, & la différence

de (5).

Si Kn n‘est pas donné par (12), 1'algorithme
(16) ne donne pas & chaque instant la valeur exacte
de gn . Cependant il est bien connu qu'il existe une
large classe de Kn tels que gn converge presque

surement vers a, limite de 1'Eq. (5) quand -, [5].

On a alors un algorithme stochastique qui est asympto-
tiquement optimal. Sa simplicité dépend beaucoup de la

nature de K.
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V. ESTIMATION ADAPTATIVE H.L. RECURSIVE

La solution du paragraphe précédent n'étant
qu'une forme d'écriture particuliére (récursive) de
1'Eq. (5) prend en compte & chaque instant toutes
les informations du passé avec un poids égal. Elle
est bien adaptée & un cas stationnaire, mais il est
préférable, quitte & perdre le caractére optimal,
de trouver une solution ne prenant en compte le
passé qu'avec un horizon fini.

Plusieurs solutions peuvent &tre envisagées

et nous en présentons ici une de type "exponentiel”.

Remplagons les Egs. (10) et (13) par

. T (17)
Iy = aTg g+ b X
€, = BTty Xy (18)

o et B &tant en valeur absolue inférieurs a
1. L'introduction de ces coefficients permet de rem-
placer les solutions de type (6) ou (7) par d'au-

T

tres oll les informations Xn Xn et Y Xn sontpondé-

k et Bk limitant

rées par des coefficients type o
1'influence du passé trop lointain.

Reprenant tout le calcul précédent on peut
écrire la solution (5) sous une forme analogue &

(12) et (16)

=1 1 1 T
Ko =3 Ko - 27 Koo XnXpKnog
o LXn Ka1 %q
5 (19)
3223 o+ X (v -2xa ) (20)
n a n-1 nn Yn "5 *n -1

En particulier si onimpose o = 8, on constate
que 1'algorithme donnant gn n'a pas changé de struc-
ture. Seuls les K, ont éteé modifiés, rendant (20)
adaptatif H.L. Bien évidemment (19) reste toujours

compliqué a mettre en oeuvre.

VI. SOLUTIONS RECURSIVES APPROCHEES

La mise en ceuvre de 1'algorithme (16) nécessi-
te & chaque étape n le calcul du vecteur K, Yn’ oll
K, est la matrice F%l calculée par (12).

On évite trés souvent cette opération en rem-
plagant Kn par un scalaire Zun. On obtient alors un
algorithme trés simple, ne donnant qu'une approxima-
tion de gn mais pouvant étre asymptotiquement opti-
mal [5].

L'étape simplificatrice suivante consiste évi-
demment 3 remplacer Zun par une constante 2u, ce qui
donne alors 1'algorithme classique dit de Widrow [6].

Par rapport aux algorithmes exacts donnant la
solution des moindres carrés, le fait de remplacer
une matrice aléatoire Kn dépendant des observations
par un paramétre scalaire constant apporte une sim-
plification considérable. IT est toutefois certain
que ce que T'on gagne en simplicité doit étre perdu
soit en optimalité soit en vitesse de convergence.

L'algorithme de Windrow étant de loin le plus
utilisé, nous allons montrer comment il peut &tre
obtenu par différentes approximations.

6.1. Ddveloppement 1imite de P;l

On peut écrire (10) sous la forme

_ -1 T
I, = Tnq 1+ Too1 Xn X4 ] (21)
d'ol par inversion
-1 -1 T-1 -1
Pp = [T+ Tn-1 *n Xn] Ppop e (22)

On peut développer en série la matrice

-1 Ti-1 . _
[T+7, 0 X, Xpl et Timiter ce développement en
notant que d'aprés (10) le terme Xn Xl est un com-
plément petit par rapport a I dés que n est assez
grand. I1 vient alors en remplacant Tes F'l par K

v T
Ky % [T - Koo X Xnd Kooy (22)
Dans ces conditions 1'Eq. (14) devient, en
4 e

notant que ap = &, én s

-> T > >
= T7 -
a = [I Kn_lxnxn] Lan—l + Kn—lyanJ (23)
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Par une nouvelle approximation consistant d né-
. T . .
gliger le terme Kn-1 %5 %5 Kpe1 Y Lo il vient

alors

On retrouve donc ainsi trés rapidement un al-
gorithme ne différant de (16) que par le remplace-
ment de Kn par Kn—l' Ceci disparait dans 1'algorith-
me de Windrow ol Kn est remplacé par une constante

Zu.

6.2. Extension du filtrage de Kalman

Les algorithmes précédents ont une parenté
évidente avec ceux rencontrés dans le filtrage de
Kalman. I1 est donc intéressant d'approfondir cette
analogie.

Rappelons que pour ceci on considére le systé-
me représenté par les équations d'état et d'observa-
tions

X = A X, * U

n+1 n

In = By Xn * vy (26)

ot u_ et v sont des bruits blancs indépendants.

n n
Le filtrage de Kalman a pour but de calculer de ma-

niére récursive 1'estimation linéaire Rn de X, en

fonction de Yoo Y1» oo- Ypop- Le résuyltat s'écrit

Ynpp = ARt 6y (v - B %), (27)

ot le gain G, est donné par 1'équation

_ T
G = A Pn B,

T, 11
. (B, P, B, + Q7" (28)

Dans cette équation Q est la variance de v, qui
est un scalaire comme Y-

Par'a111eurs la quantiteé Pn peut aussi se cal-
culer de maniére récursive par une équation du type
Riccati discret qui s'écrit

T

. L Try o algr-l
Poer = AP A+ R-AP B[BPEB+Q B P A

(29)

o R est la matrice variance de Up-

Pour comparer avec les algorithmes (16) et (27),

s - . N -
posons a . = a, 4, ce qui est une simple translation

n
dans le temps, permettant d'écrire (16) sous la for-
me

ST >

= o, + K in (¥, = % o) (30)

Le modéTle de type (25) (26) générant (30) ol

A= B = X (31)

En remplagant A et Bn par ces valeurs dans (28)

on obtient
Gn = Kn Xn (32)
avec
P
K, = —1—— (33)
Q0+ Xn Pn Xn

Ainsi les algorithmes (27) et (30} sont identi-
ques, Kn étant défini par (33). L'équation (29) récur

sive sur Pn s'écrit aussi
1

P ———
.
Q+Xﬂ Pn Xn

) T
w1 =Py R - Py X, X, P (38)

qui doit &tre considérée comme 1'analogue de (12).
On constate donc une identité entre les algo-
rithmes d'estimation et une différence sur les algo-
rithmes du gain.
Cette différence disparait évidemment lorsque
1'on prend un algorithme du type Widrow ol Kn est

remplacé simplement par un scalaire.

11 faut bien noter que le modéle (25)(26)(31)
ne correspond pas exactement 3 la représentation
habituelle des systémes puisque la matrice Bn est

maintenant aléatoire et fait partie des observations.
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6.3. Adaptativité de 1'algorithme de Widrow. (4]  G.VEZZOSI, Détection d'un signal dans un bruit
Comme nous 1'avons indiqué i1 se déduit de (16) de Toi incertaine, Thése de Doctorat-

en remplacant la matrice Kn par le scalaire 2u. Il d'Etat, Orsay, 1976.

s'écrit donc [E] C.MACCHI, Itération stochastique et traitements
3n = gn—l + 2u ?n(yn - YE 3n) (35) numériques adaptatifs, Thése de Doctorat-

d'Etat, Paris, 1972.

On peut se demander quel type d'adaptativité [] B.WIDROW et al. Adaptative noise canceling :
posséde cet algorithme trés simplifié par rapport principles and applications, Pr. IEEE,
a (16) ou (20). Cette question est abordée dans un 63, 1962, 1975.
autre exposé de ce colloque [7], et i1 apparait que 0.MACCHI, exposé& au méme Colloque.

(35) posséde une adaptativité H.L., 1'horizon dépen-
dant précisément de la valeur choisie pour u.

Etant H.L. cet algorithme ne convergera pas vers

une valeur déterminée, mais il y aura toujours des

> l. E.
fluctuations résiduelles de gn + Laboratoire propre du CNRS et de 1'ES

I1 serait intéressant d'étudier si en rempla-
cant u par u, déduit d'une équation du type de
(19) convenablement simplifiée i1 ne serait pas
possible d'obtenir des fluctuations résiduelles
plus faibles tout en conservant Te méme horizon

d'adaptativiteé.
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