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RESUME

Dans le cas particulier d'un processus aléatoire
X(E) gaussien de spectre lorentzien (fonction de
corrélation de la forme a4 avec 0 <£Q;<1),on
étudie les propriétés de l'estimateur du maximum de
vraisemblance B de la puissance p de XI[&)} lorsque

1'observatdion a2 une durée finieT suivant 1'informa-
tion dont on dispose sur le parametre Qq

Dans le cas ol l'on dispose d'une approximation
J de @4, on compare les proprletes de r 3 celles
e 1!

estimateur usuel ( f X (&) clt) .

Dans le cas contraire ol l'on ne dispose d'au-
cune information sur Qgq , les propriétés de p sont
équivalentes a celles de r ; les hypothéses faites
sur la forme du spectre n'apportent alors pas d'amé-
lioration par rapport 2 la méthode usuelle.

SUVMIMARY

ESTIMATION OF THE POWER OF A GAUSSIAN RANDOM PROCESS
OF LORENTZIAV SPECTRUM BY THE MAXIMUM LIKELIHOOD
METHOD

In the special case of a Gaussian random processxa)
of Lorentzian spectrum (the autocorrelation function
is pa, '@ with 0<a,<1),ve study the properties of
the maximum likelihood estimator p of the power p of
X(t) for a finite time sample (T} according to the

a priori information on the parameter ay-.

At first, when we have an approx1matlon b1 of @y, ve
compare the propertles ofP to those of the usual

estimator (p = -—-— j Xz(l')dd‘

Secondly, when we have no information on a1, the pro—
perties of are equivalent to those of B P : the
supplementary hypothesis on the spectrum does not
improve the usual method.
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I - INTRODUCTION

Dans de nombreuses études expérimentales, il
est nécessaire d'estimer la puissance P d'un
processus aléatoire stationnaire X(b) , centré et
gaussien en ne disposant que d'un échantillon sur
un intervalle de temps fini [O/'T' 1.

Lorsque l'on ne dispose d'aucune information
sur le processus, l'estimateur utilisé habituelle-
ment est

¥ oL f"’ W (t) ot (n

T Jo

Si la fonction de corrélation de X(t) est égale 2

EfX(t) X(e-B)}= p C(7) (2]
avee ClO) =4

est un estimateur sans biais dont la variance
normalisée, définie par :
o~ ~ ~ 2}
v L E{(F- Epl) (3)
est égale 2% :

T
Tez(" Sm(r-IE) e (B

v
T oo .
Lorsque T o0 7 sz’)
la variance normalisée de 'Pv est donc médiocre quand
est petit,

y

H

Si l'on connalt 3 priori la fonction de corré-
lation normalisée €(&), c'est-a-dire toute 1'infor-
mation possible_sauf la puissance P , on peut estimer
quel que soit T , la puissance par la méthode du
maximum de vraisemblance.

Discrétisons le processus et posons
L
X 2 ( X“ IX“) l"[‘
avee )(é - X(ebe) b M= oo,

Xest une variable aléatoire 2 A dimensions qui
suit une loi normale 0,pl)avec

P puissance du bruit

[ - (n‘) matrice des corrélations

(M. C[-a1at) (5) )

A
L'estimateur rn du maximum de vraisemblance
s'obtient en minimisant l'expression (6) qui est
égale,a une constante prés, a moins deux fois le
logarithme de la densité de X.

n lo% P - [°1(°I°H r)) *_;. X X ()

En annulant la dérivée par rapport a F , on
obtient le résultat classique
7
A R4 rl’i b (7}
Pa &
Ce résultat peut s'interpréter en cherchant les
transformations linéaires (H)

Yo HX. (8)
qui "blanchissent" X , c'est-2-dire qui imposent & X
de suivre une loi normale W/O, PICS ( T matrice
identité).

Uy -
De la condition E{ Y 7’}:? L on déduit
1'équation matricielle définissant H .

HmH: (e

et 1l'on a n
Ltk AT (%)
» n

P P
L'estimateur f, est sans biais ( ESf;,S =P

et la variance normalisée Vi définie par

%<4 EL(R- HALY 3

est égale & :

Vo= 2 (1o
»n n
Pour une duréevrrquelcon%e, si 1'on fait
tendre N vers l'infini, alors P, converge vers P

en moyenne quadratique et l'estimateur P devient
parfait., Dans ls mesure ol il n'est pas certain qu'on
puisse physiquement extraire de l'information pour
des échantillons trés voisins, le cas limite {(N*® )
n'a pas de sens physique. Par contre l'intérét Rossi-
ble de cette méthode vient du comportement de V,,

en g qui est rapidement meilleur que la valeur
n

constante de :7 (4) pour T fixé. Des études expé-
rimentales [1l] ont montré que cet estimateur n'est

pas robuste, c'est-a-dire qu'une petite erreur sur la
fonction de corrélation normalisée peut entrainer

une erreur importante sur l'estimation de la puis-
sance. Plus précisément, Picinbono [2] a montré que
cette erreur provenait essentiellement d'une erreur
sur le comportement & l'infini de la densité spectrale
normalisée donc d'une erreur sur la forme de la fonc-
tion de corrélation.

On étudie donc, dans cet article, et pour un
cas particuliérement simple, les propriétés de l'es-
timateur du maximum de vraisemblance lorsque la
forme de la fonction_de corrélation est connue (ici
choisie égale 2 p a; avec 0 «& @41 suivant les
informations dont on dispose sur @y . Dams le
deuxiéme paragraphe, le biais et la variance sont
calculés pour tout M quand on connait une approxi-
mation b, de @y et le troisiéme paragraphe contient
1'étude, par simulation, du cas ot l'on n'a aucune
information sur Qg .

II - ERREUR 'SUR LE PARAMETRE a!'

On suppose donc que )

C(3): a't - e & (11)
-1

1
avec gy z T—
log @1

"durée''de corrélation

et que l'on connait une réalisation de X(t.) sur [0,1]
ce qui ne restreint pas la généralité de 1'étude
car, par changement d'unité de temps, on peut toujours

se ramener 3 cet intervalle. La valeur de Q.4 n'est
pas connue mais on dispose d'une approximation

b, (Zb: ._Li.b.)de Q4 et 1l'on blanchit l'observation
o

avec cette valeur b‘l . On étudie, dans ce cas parti-
culier les propriétés de Fn en fonction de &4 et b:
d'abord quand n est fixé puis leurs comportements

asymptotiques.

IT.1 - n_ fixé
3 %

On pose b: b," et @&z Qy ; en particulari-
sant (5) et en tenant compte de (11) ol l'on substi-
tue 3 @4 son approximation by, on a
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et on trouve que

4 _ o 1
-b I-l-b -b"
o l+b
e‘—,f_'__ \ - (‘3_)
TS ~ b o
O ~3 -b 148 b
X o -b 1_
Par récurrence, on montre que :
- 1
clcl’(p ) * - )n-l (14)

L' estlmateur P étant toujours défini par

,: = Iy X f'.')( il vient :

b -zbz“"‘*'

A A4
- a" I-b ‘I.L L . e l L
(:s)

n

la relation (8) devient :
y.‘ M~ X’

Y.t X
*xrr.r,a( 4

(16)
BY )  grta

avec P’ L 2
{ .
A= LY
-t
Dans le cas ol @ est égale 3 b , les VA

sont effectivement des variables aléatoires gaussien-
nes et indépendantes.

- -Calcul de E{ ﬁ.i

IT.1.1.

a
L' esperance mathemathue de " est donnéepar :
EL fnx - z Ety‘ }
P nr G

on trouve d'apres (16) :

{Pn}_ ,1 n‘l

- e
P n
A
En général r est un estimateur biaisé (sauf

si a=b ) Dans le cas ot b= O,onar --Z\‘s

tblb o)

(1%

et c'est donc l'estimateur classique f
discrétise le processus X (k)
qu'il est sans biais.

lorsque 1l'on
et on vérifie bien

~t
IX.1.2. - Calcul de V“

En utilisant une propriété vérifidepar des
variables aléatoires \/\ gaussiennes et centrées :

Efvivite EOYCDERYT w2 ey

on en déduit que i

Gl L Z

L% 3
APt o

(Efvy;})

RS 5.2 T (F-{Yf‘/g!)z]

n nP Lt 1gikisn
D'aprés les relatlons (16) on atu:s 2
(E{*/,*/;!) - L, la- ) a Jeun
2 j-c-1)

(b »)1"- big 2¢i<i¢n

et on en déduit : ) !(}°Z\
by ,e(b-o

Vn- 2 L/’ _‘_(n ')(l +b 20 ) ( — Z__a.

) b} u;-«--‘!)
+2 (h-o)(( o
{r-8 z<«.<;<n

En évaluant les progress:.ons géométriques, on
obtient : “,‘_q

U=
- B) ] - a 8
(b= o) it -o ( LLLA. |
+ Z "——r-( b") e d L 3 U -a‘)' [

Dans lglcas o b est égale A zéro, la variance
normalisée Vo de est donnée par :

LN
Y, = 2( noLzd o 2d Lo ..z\ (19)
’ i ~a {r- )
I1.1.3. Remarque

Pour un pas d'échantillonnage At fixé, si
l'on fait tendre le temps d'observation vers l'infini
N tend wers 1l'infini, & et b restent constants
et l'estimateur du maximum de vraisemblance, qui est
biaisé, devient dans ce cas moins intéressant que

l'estimateur usuel.

IT1.2 - Cas asymptotique your‘“rl fixé.

On détermine maintenant, pour T fixé, le com-
portement asymptotique des deux estimateurs quand
At tend vers zéro ( m tend alors vers 1'infini). En

tlosa -'-'0351.
remplagant @ et b par e® 15 et en

et par un développement limité au premier ordre de
(17), (18) et (19), on ohtient par un calcul simple :

b.‘?o

E{ Pl

pour
log @< - <o '

2
Ov v Bl =2 () ()

et pour b.:o
T
~ 2 ( -] )
A = 1+ o .
Vn Ioaﬂx 2
soit

o~ 2T [1- B (1-ep(-F)(19)

La relation (19') peut s'obtenir directement en utili-
sant la relation (4).
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A titre d'illustration, on a tracé, en utili-
sant les expressions (17), (18) et (19) pour

-3 ~
Qa,z107% { Zaz 014y ),Vn et, pour trois valeurs

différentes de 35 le biais au carré et l'erreur
quadratique moyenne en fonction de w sur la figure 1

t

103

" " " el
¥

1 1 10° 10° 10 n

Figure 1 : propriétés des estimateurs (pour $q = 0.144)

en fonction de 0
~ . . ~
+ 4+ ++V, variance normalisée de ";

a
~—— erreur quadratique moyenne normalisée de F
n

pour
T z 8 1
4, =0,146 2
2w 50,18 3

.= = w biais au carré pour Zb = 0,146 4

B, £ 0,188 5

Malgré la limitation physique mentionnée dans
l'introduction sur la possibilité du passage 2 la
limite, on peut dire que l'estimateur du maximum
de vraisemblance permet de mesurer une quantité

et bjaisée. La connais-

certaine ( Ei?}= P —g'!‘

sance de la forme du modele nous permet donc théori-

quement de mesurer sans erreur la quantité

.% et, si l'on connait une approximation 7§, de
'3

Ga > On en déduit alors une valeur de P

~ ~
I1.3 - Comparaison des estimateurs P et p

Si 1'on compare les deux estimateurs a 1'aide
du critére de l'erreur quadrathue moyenne, L'esti-
mateur p sera prgferable a tant que le biais
eleyg au carré de r sera plus petit que la variance
de P soit

Do)l ¢ 2 g [1- T-en-2]]

A
P est préférable 2 P pour

o

Si S est l'erreur relative sur (S:! Zg__:}.‘ ),
~ .z‘.

$ < Viz, [: - % 1_cx‘o(~-—~})]‘/2(2,o)

A

101 8

Méthode usuelle -préférable

Méthode de blanchiment préférable

Ga

3 Y
T rd

10°° 1 10°

Figure 2 : Choix de l'estimateur en fonction deS
erreur relative de @ o .

o

-

La courbe de la figure (2) permet donc de choisir
1l'estimateur le plus intéressant et suivant la
valeur de o on peut distinguer :

B>>1 , SN2

Pour un temps d'observation court (iciTe € )
devant la ''durée"” de la corrélation de X (&) 1la mé-
thode du maximum de vraisemblance (qui s'interprite
comme une méthode de blanchiment) est plus intéres-
sante que la méthode classique car elle ne nécessite
pas une bonne précision relative sur &a

Ta<<1, § {V2z,

Pour un temps d'observation long devant la
“durée" de corrélation, il faut une erreur relative
petite, donc difficile a4 obtenir pour que la méthode

de blanchiment soit préférable & la méthode classique,
qui retrouve donc ici tout son intérdt.

III - Q4 INCONNU

Si 1'on ne dispose d'aucune information sur [- e
on peut encore appliquer la méthode du maximum de
vraisemblance dans le cas discret en minimisant pour

ogasl et P)O 1'expression (6) qui s'écrit :

(a~t) ’O%“- &) +n IO}P
+ ——'— [Z_X ta 2.- Xs -2Q£ XbYﬂOl}

ezt

pli-a) (21)

En annulant la dérivée partielle de (21) par rapport
a , on en déduit le minimum de (21) en fonction de
a et il faut trouver la valeur de a (0fa<¢ ) qui

minimise :
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"

n los[é“ﬁg 4 af:g?(;* K] q,EX.’ X,:,,J _[N‘[‘_oc) (22)

[ 1%}
Par une étude de fonction élémentaire on montre

A
que si 2 XiXiw £ 0 le minimum est atteint pour
(-3}

-0
il v 23)
X (

370> 9>
am>

31~

nel
si Z- X-‘. XC« 7% i1 existe un et un seul
[2)

minimum pour & compris strictement entre 0 et 1 et
que,pour ce minimum, on a les relations :

'y t ﬁ-\ 'y

AR AR SR R &

fa = — Fin e
n(1-3*%) -

_2 2 ?__:_.\A;\(m]
(23')

A=l

g _ =, X-Xul
=
L X * T
[ 8

L
On montre que @ est donné par une équation
du troisieéme degré et il n'esr;‘pas possible d'aroir
une expression analytique de P, qui permette d'en
déduire ses propriétés. Aussi a-t-on simulé, pour
différentes valeursde @ et # , 1 000 réalisations
de X ce qui nous a permis de calculer des estima-

tions de E_iﬁ:& el 0,, .
P

Sur le tableau des résultats et en tenant compte
des erreurs dues & la statistique, on remarque que :
A

- [: est un estimateur sans biais

A
- la variance de ﬂ est sensiblement égale 2
celle de Fn .

Les deux estimateurs ont donc des propriétés
statistiques équivalentes et on doit préférer
l'estimateur usuel 3 cause de la simplicité des
calculs,

IV - CONCLUSION.

Lorsque l'on dispose d'une approximation de Ta
(erreur relative S ) on choisit l'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance si :

< V2

Ca> T
S¢\fie

Ta < T
Si &a est copplédtement inconnu, on n'a pas
réussi & améliorer, contrairement & l'intuition,
les propriétés de l'estimateur usuel malgré les
hypoth&ses supplémentaires faites sur la fonction
de corrélation.

- pour
- pour

-

o 1072 0,316 | 0,749 | 0.930
0,0217 (1) (0,0868 | 0,347 | 1,39
10 1,00 (2) 1,02 1,04 | 0,986
0,203 (3) {0,248 0,618 | 1,22
0,200 (&) 0,239 | 0,597 | 1,31
0,0108 0,0434 | 0,174 | 0,694
2 1,01 0,993 | 1,01 | 1,00
0,0963 0,122 0,337 0,864
0,100 0,120 0,327 0,937
0,00542 0,0217 | 0,0868| 0,347
40 1,00 1,00 .0,996 1,02
0,0490 0,0623 | 0,168 | 0,600
0,0500 0,0608 0,171 0,576
Tableau des résultats.
(1) Ta 2
(2) estimation de Ev"!
A
(3) estimation de WV 0

(4) valeur théorique de Vp *
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