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RESUME

Les variables de Lagrange, qui permettent
¢e suivre les particules dans leur mouvement, sont
bien adaptées aux probléemes de propagation dans les

écoulements et avec frontitres en mouvement.

Apres avoir donné les équations de la mécani-
que des fluides parfaits en variables de Lagrange
(chapitre I), nous les perturbons pour obtenir les
équations du champ acoustique superposé 2 un

écoulement de fluide parfait (chapitre II).

Nous particulariserons ensuite dans les cas
suivants :

chap. III - équations de passage a travers un dioptre
chap, IV - établissement de 1'équation de Earnshaw

chap. V - propagation du champ acoustique lagrangien
linéarisé dans un écoulement incompressi-
ble lentement variable de fluide lentement
non homogene, cas unidimensionnel.
Solution de l'acoustique géométrique.
Application 2 la propagation dans une onde
interne de gravité,

SUMMARY

The Lagrangian variables, which allow to

follow the particles during their motion, are well

fitted to the problems of propagation in a flow or

with moving boundaries.

We give here the equations of the mechanics
of a perfect fluid in Lagrangian variables (chap. I)
and we perturb them in order to obtain the equations
for a sound wave superimposed upon a perfect fluid

flow (chap. II).

Then we consider the following particular
cases :

chap. III - jump conditions through an interface
chap, IV - setting up Earnshaw's Equation

chap. V - propagation of a linearized Lagrangian
sound wave in the quasi steady one
dimensionnal flow of a quasi homogeneous
incompressible fluid,
Geometrical acoustics solution,
Application to the propagation in an
internal gravity wave,
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I- Les équations de la mécanique des fluides par-
faits en variables de Lagrange

[1] Germain, p. 109

hypotheses 1 :

- f’,@’ les variables de Lagrange ; i désignant
les particules dans la configuration de référence,
- ic?(é’ L‘) ='(P, -',P,s)(ﬂ-.,t) : vecteur repré-
sentant 1'état du fluide dans la conflguratmn pré-
sente ol P est la masse volumique, .a, la vitesse,

la pression et S l'entropie.

—r -

- We (&') avec Mo =0 : état du fluide
dans la configuration de référence,

- I'écoulement :

B 2= X@t) o
Nous écrirons :

e 3. m (TR - B EY

pour distinguer le champ écrit en variables de
Lagrange (Zg’ /-) du champ écrit en variables d'

Euler (4 .

7. %30

configuration
présente au
temps

configuration de
référence

W)= %,p, )@Y

W@)=(p, 4o, p,5)@)

FIG. 1

Les équations de la mecamque des fluides par-
faits en variables d'Euler(x ¢):

s'écrivent en variables de Lagrange (E,Q

° Q i Qﬁo-( =
,;%//é-/ "4, (74 52 =
Qax | _
2pus) + 20 p 22 )=

3s _
o€

~ .
f=f&%ﬁ
oli nous avons ajouté 1'équation d'état et utilisé

1'équation de conservation de la masse écrite sous
la forme :

.5 Ja g(a’é(Qz;/?a,{) =P

f étant le jacobien de la transformation (1-1).

En posant :

(JT‘.‘.": Qaz /92‘. = \/,/,‘,

J'/, Qa,/gz‘- = Pia( ,

le systeéme (4) devient :

Ot// V

9(/“‘) +V//D

I.7

QSO

II- Les équations de l'acoustique en variables de

Lagrange

hypotheses 2 :

- deux écoulements voisins

1I. 1 -“’E=77z(z/t) o =)7 /‘;/'f)

- les champs dans les écoulements correspondants:
W= (@ £) dans 1'écoulement non perturbé x‘-
supposé connu

+
L "[Z,t) dans 1'écoulement perturbé 7 .

définition 1-

Le déplacement acoustique lagrangien 5& l')
et le champ acoustique 1agrang1en,3-(alt) seront
définis par :
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-

8 A(a'/'t/e z‘)

Z(EL) - Z (2 h)

1I.2 - ‘. > .
& i, (34563 = BEO - B (20

{ & est un parambdtre sans dimension qui
servira pour la linéarisation)

- g ﬁconﬁguration
présente non

perturbée

configuration
présente perturbée

configuration de
Py
référence

FIG. 2
Interprétation du champ acoustique lagrangien

définition 2 :

Le champ acoustique eulérien sera défini par :

ey 3 ke gy P
s €& &%(i,éj: @ (3,0)- 0 B L) w(EY- 2 (6 4)
9: &

ARy
da>Lr )

FIG, 3
Interprétation du champ acoustique eulérien

Passage du champ acoustique lagrangien au

champ acoustique eulérien :

pour &€ petit et les dérivées du champ non
perturbé bornées :

(,,/f)+9wr : + 06

II. 4 4%-:: /;2,,(;,/5)

Les équations (I,7) sont vérifiées par les deux

écoulements (I1,1). Par soustraction, nous obte-
nons les équations de 1l'acoustique dans un fluide
parfait :

(
2 f_ -
%/%,ofa/o)+v'0; 0

LA o VB -

I3 z L. o
gﬁsﬂ =0 = é:(;,[) = .%(5)/ on pren:dra‘%(a)=0
¢

s = S (00,5.64) 3, 4)h
etz ¢, £/§)/§

B
& Urw = J4 P20/52, - J; ty, Q”v/%a

a—t <
i

?

Q
[owt

sont définis par :

II. 6

Brac =T p Voufpng - . po o ffa,

III- Les équations de passage 3 travers un dioptre

hypotheses 3 :

¢(aé) 0

1'équation d'une surface de dis-
continuité I, dans la configuration de réfé-
rence, de normale mo V¢° ./V/‘/ de vitesse

normale h/,;‘a 9¢o/9¢' /V¢ /

- les dérivations dans II,5 sont prises au sens des
distributions,

Les équations aux discontinuités sont :
L >
[-Lff Y (.7, ]IZ =0
f’r(ﬁ‘ +£ﬁ.‘) °
__ T >
r ~fo “a Wa, + F, '""]z =0

I 1

L
H: SA Bzo Wm‘ =0

désigne le saut a travers Zo .

ol E ‘on

Dans le cas particulier du dioptre, o
toujours constituée des mémes particules, a pour

équation ¢o a} =0 , donc une vitesse
nulle : Wo, = . Les équations (III, 1)
deviennent :
- -
LU =0
A . mo ]}
Z,

I11.2

[P, 7], =o
L&1,

quelconque,
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FIG. 4 - représentation d'un dioptre dans les
différentes configurations,

Dorénavant, nous abandonnons l'entropie et gardons
une seule dimension d'espace,

1V- Etablissement de 1'équation de Earnshaw

L2] Beyer et Lechter.

@x :X(ﬂ, é')
- Z;E (a,t) —_'k—/ ur’f’”s‘)‘=f2°/°/fuls“)=ﬁ°
ol /g‘) f“ o Soo sont des constantes.

hypotheses 4 :

2. =2Q
IV. 1 z

II.2.2 et II, 6 montrent que pour une dimension spa-
tiale Uy = ,Pﬂsﬁ‘;_
l. ient - -
II.2.1 devien éﬁ = Tea
9 L
1v.2 92/% = & E/@ = Edy

Reportant dans (II. 5) et intégrant (I1.5.1) :

et en dérivant :

L
_é-———‘f- =0

A
prth

I3
V.3 ﬁoﬁu. * fa,a =°
/
2 L
L L
fo= € [reh, So)fase

& *& *z (_
wee & =C R s K

est défini par (II.5.4) pour les milieux homogenes :

L * [A
v = 5 o)

Du systeme (IV.3), on tire 1'équation de Earnshaw
} A, 4
g -~ -

- BTp e 5] (ehe) Frure

Cette équation est une des équations de base de
l'acoustique non linéaire dans un fluide unidimen-
sionnel, homogene et au repos,

V- Propagation du champ acoustique lagrangien li-
néarisé dans un écoulement incompressible
lentement non homogene, cas unidimensionnel,
Solution de l'acoustique géométrique, Applica-
tion 3 la propagation dans une onde interne de

gravité,
hypotheses 5

Wi(a) = (e )= (pue ,,s:)(,ﬂ/
(at) = m»,/ ._/_go 4{5,/:‘/5 (..,__

E=0 dans (II.5) /ﬁ '?V;) (I1. 2)

t

V.1 W (a

)

/] représente la longueur caractéristique des
inhomogénéités spatiales du milieu et de 1'écoule-
ment, représente le temps caractéristique de
la variation temporelle de 1'écoulement.

(IL. 5) s'écrit :
Qé; s f(g) Q.‘“: =0
/D/A/ @‘&A*‘ —ﬂ'—o
b =< (ah 4

Ag f%’)
et

FIG. 5 - champ acoustique dans un écoulement
incompressible, Cas unidimensionnel.

N
[\
S N

V.1 Milieu homogene et mouvement uniforme :

hvpothéses 5.1 :
B, (ap) = 4,
& (an, t/r) = C”&
o b, o ot

sont des constantes.
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Le systeme (V,2) devient :

I1 admet la solution :

al ] eat)

o 60

V.5
Aoo

% {0‘09, Maoe , W= 2T /Zos Y ’e” __,..877'/,')”

sont des constantes réelles vérifiant :

o = e Mot

V.2 Solution de l'acoustique géométrique :

2
L <
Woo = CLoo 1{9,

otheses 5.2

V.6 £4= >0§A —_> 0 ) 52':‘.:,’/7'"—*0

Nous prendrons 54 = éb et chercherons une
solution de (V.2), proche de (V.5), de la forme :

I /0/6/ 0//1,4'/7') =
Uy

v " /%m. ‘:5;4?/21!-:
> & z,_@)e A7
Nn=o 7,

N
Mam.

ol IOAM- SMan o {ﬂ sont d'ordre 1 ainsi que leurs
dérivées. Ce sont donc, comme f, et €¥ , des
fonctions qui varient lentement sur une longueur
d'onde et sur une période,

En reportant (V, 7) dans (V. 2) et identifiant aux
différents ordres en & , on obtient les équations
vérifiées par les amplitudes [%,n_ ,ﬂm‘, et la
phase gﬁ .

Nous ne nous intéresserons qu'a la phase, donnée,
en identifiant 3 I'ordre zéro, par l'équation de
1'eikonale

<
V.8 970& cdoz' = é,

avec

%L/%} 6/7‘) = C,f/a;’/ indice de réfraction
V.9 Wo = ~ (2;0 / oftrr)
b = W/Sotan)

La résolution de (V,8) donne le déphasage en-
tre deux points € et A , & un instant fixé ;

A 4
%,», :O/Q%(ﬂ/ﬂ) é{é/n):/k,; a/a
° A

V.10 p)

=/oz,(a) e, (a) da = Coo

° °

!

@o 1y Aa
E:/a)

V.3 Propagation acoustique dans une onde interne
de gravité :

.i[%%it) Eﬁ(a4)£.)
0

FIG. 6 - champ acoustigue dans une
y onde interne de gravité.

hypotheses 5.3 :

Soit une onde interne de gravité dont le dépla-
cement _;E est vertical et donné par :

vt F4) = Jay 4 2T s - 410

ol :{(a,) LN s'annule sur la surface et
sur le fond de la mer,

Po = MK | 7 =Tf) LT

L )o/z-o << c, P th/zt << Co

Avec ces hypotheses, nous pouvons supposer que
le milieu reste immobile du point d'émission au
point d'observation, La seule incidence de l'onde
interne de gravité sera de modifier les caractéris-
tiques du milieu donc l'indice de réfraction,

En supposant les rayons horizontaux, nous sommes
ramenés au cas décrit au paragraphe précédent
avec absence d'écoulement dans la direction de
propagation et fréquence fixe,
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Déphasage entre O et A quand il n'y a pas
d'onde de gravité :

A
V.13 %4 = Coo s Va(gj dﬂf
(o]

Déphasage entre £ et A quand il y a une
onde de gravité :

A
%A} = Go 50’014/5;;(5) ﬂ/”(

ol C? est & en présence de l'onde interne
(écoulement d'entrafnement),

La présence de l'onde interne de gravité entraine
une différence de déphasage de :

AP = %A “%’*
V.15 _ C,;G)o Oc. ﬁ).erf[(nf"((.“)

l

Si 1'on suppose que 14//1 <1 , clest a
dire que le point d'observation n'est pas trop loin
(en longueur d'onde de 1'onde interne) :

V.16 é‘—fA? = -c‘%‘.’ A de 4&‘”—;—?*&%)

o A = @%43 ﬁay-_—co;_

Ce résultat est donné sans démonstration dans
[37 Ramsdale (p. 38-1, éy. 5).

Conséquence de 1'onde interne de gravité sur la
propagation acoustigque sous-marine : déplacement
des zones de convergence autour d'une position
moyenne,
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