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RESUME

Le filtrage stochastique non lindsire reste,en
dépit d'efforts tenaces,dans 1l'enfance.Kailath [7] a,
voici peu,exprimé une opinion & laguelle nous sous-
crivons:

"At the moment,one of the chief benefits of having
attacked the nonlinear problem was that it brought to
the fore certain difficulties agsociated with the
proper definition of the differential and integral
equations used to describe nonlinear operations on
white noigse....I believe that the situstion is somewhat
analogous to that of linear filtering in the mid-
fifties,when the field was rapidly grinding to a halt
amid a welter of numerous attempts at direct extensions
of the Wiener filter.The Kalman filter provided a new
impulse that moved things out of the doldrums into a
new fruitful direction.Similarly in nonlinear filtering
it may be that attempts to solve the nonlinear filte-
ring problem along the lines of the successful Kalman
linear filter are misdirected.Some new approach needs
to be uncovered." ‘

Récemment,1'auteur [3,4] et Sussmann {12] ont prouvé,
dans un cadre déterministe,que tout asservissement
continu peut 2tre arbitrairement approché par des sys-
temes réguliers,ou bilindaires.Ce résultat est ici
&tendu & des entrées stochastiques trds générales.
L'intégrale stochastique & laquelle on eboutit,par
1'utilisation des séries formelles non commutatives,
n'est pas celle d'It0,mais une généralisation de celle
de Stratonovich.Notre théorie est causale alors que
celle de Wiener [14] ne 1'était pas.

Le filtrage non linéaire sous-optimal ne donnerait
ainsi plus lieu 3 des équatiohs différentielles sto-
chastiques complexes.Tl reviendrait & identifier des
séries ou polyndmes non commutatifs,ou des systémes
réguliers.

SUMMARY

Recently,the author [3,4] and Sussmann [12] have
proved,in a deterministic setting,that any continuous
system may be approximated by regular (or bilinear)
ones.This result is here extended for a wide class of
stochastic inputs.The stochastic integral to which we
are led by the use of noncommutative formal power
series is not It8's integral but Stratonovich's.
Contrary to that of Wiener [141,our theory is causal.

Using the above result,suboptimal nonlinear
filtering should no more be related to complicated
stochastic differential equations,but should lead to
the identification of noncommutative formel power

series or polynomisls,or of regular systems.
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I.-Rappels

*
8)Séries formelles:Soit X le monoide libre engendré

par 1'alphsbet fini,non vide,X.L'élément neutre de
X*, le mot vide,est noté 1l.Soient R<X> et RS> les
g—algébres des polynames et des séries formels,é
coefficients réels,en les variables associatives
x€ X (non commutatives si card X > 1).Un élément s €
RS> est noté:

s = Z_ {(s,w)w{ we X*; [(s,w)&R] .

Une série se R<OC> est inversible ssi (s,1):#0.
Une sous-algdbre R de R<I>> est dite rationnellement
close ssi 1'inverse de tout élément inversible de Ry
appartient encore.L'algdbre R<(X)> des séries ration-
nelles est la plus petite sous-algébre rationnellement
close de R<<X>>,contenant RC-.

Soit N_RM 1l'engemble des matrices & N lignes et M

colonnes.Par simplification,NBl et lRM sont notés N_R

M Z . * NN - ;
et R'.Une représentation ¢:X - R du monolde libre

par des matrices carrées d'ordre N es: un homomor-
*
phisme de X dans le monoide multiplicatif sous-jacent

N
e RN.

a4
Théordme (Kleene-Schittzenberger).-Une série re RS>
est rationnelle si et seulement s'il existe un
entier N > 1,une représentation (’:X*_) NBN, des
matrices ligne Ne _RN et colonne cN_R tels que

r = Z_ {(/\ de’)wxwéx*g .
Remarques.-(i)Dans le cas d'une seule variable x,on
retrouve les polynf)mes R[x] et les séries R{[x]]
habituels.les séries rationnelles sont développements
de Taylor & 1'origine de fractions rationnelles P/Q,
(B, € R[x1,0(0)#0).
(ii)Rappelons que les séries rationnelles non commu-
tatives ont été introduites par Schiitzenberger [§ ]

dans le cadre de ls théorie des automates.

b)Application & 1'automatigue non lindaire(ef. [l 1):

Soit g€ R<I>, 0l X ={XO’X1"“’XHQ, A,

[0,00 [ R, associons,via g,& 1'instant %,le valeur:

t
(1) ¥(+) = (8,) g%z?ig,xj;-.xj‘))[d‘?jd-.-d?ja,

O'?l G{(«C) =T’ %.(’\C) :/gut(a’)dr (i=l)"‘;n)1et
o i 1
oh 1'intégrale itérée d7j- . 'd?j est réeursive-
o o

mentrdéfinie par: v 1‘ —

fd?. =%(v),[d?_...d§), = dg){cf) d?.---d?.-

? i A dy Jo 4y k% e 4,
On suppose que la somme infinie (1) est convergente.

g caractérise ainsi une fonctionnelle causale.Deux
fonetionnelles causales,définies par des séries non
commutatives,ont toujours méme valeur ssi les séries
sont identiques.Une fonctionnelle causale esgt dite
analybique ssi elle est définie par une série non
commutative,dppelée série génératrice de la fonction-
nelle.Une fonctionnelle causale analybtique est dite
polynomiale ou rationnelle gsi sa série génératrice

1test.

Soit 1l'asservissement régulier {ou bilinéaire)
"

- a8) = (g + Z uy()a)ale)
v(t) = Aa(t)

ot q(t) appertient & 1l'espace vectoriel d*état Q de

dimension finie [a(0) donné],et ol AsA --';An!Q—> Q,

1

/\:Q-a_R gont lindaires.On sait que ce type de systémes
non linéaires généralise les linéaires de la forme

%é(t) Fq(t) + Gu(t)

y(t) = Ha(t)

En vertu de la formule de Peano-Baker,(2) détermine

une fonctionnelle causale analytique,de série

génératrice rabionnelle donnée par

lid

>\q(0) + Z 2 NA,...8.9(0)x,...x,
A1 s o0 i J & Je

Rappelons que les séries génératrices rationnelles

jouent quant & 1a rdalisation des asservissements
réguliers le meéme rdle que les fonctions de transfert
rationnelles pour les lindaires stationnaires.
Supposons 1'espace fonctionnel (E/des entrées {ui}
localement I (1<d <w ) et muni de la topologie corres-
pondante.Une fonctionnelle causale est dite continue

(.’
si c'est une application continue [0, [x 5 - R.
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Théortme (ef. [3 ,41).-Toute fonctionnelle causale
(—_/'
continue peut,dans un compact de [0, [x 5 ,8tre arbi-
trairement approchde par une fonctionnelle causale
analytique,que 1*'on peub choisir polyn&miale ou
rationnelle.
Corollaire.-Toute fonctionnelle causale continue peut,
dens un compact de [O,w [x s ,8tre arbitrairement
approchée par un asservissement régulier de dimension
finie.

Qous cette deuxidme forme,le résultat a ébé trouvé
indépendamment par Sussmenn {12].

A la suite des travaux de Volterra et Wiener,on a
souvent,en ingéniérie,tenté de modéliser les systémes
non lindaires par des séries de Volterra,ainsi
définies dans le cas d'une entrée scalaire (cf.
Barrett [1 1):

r
y(t) =h (t) +fh (%, "r (T )d‘\,’

/[h (%, 72,‘6 )u(v ul ¢, )d'L’ AT, + ...

Le lien entre cet outil classique et nos séries non
commutatives est frappent.

Théoréme (ef. [3 ,4 1).-Une série de Volterra définit
une fonetionnelle causale analytique si et seulement
si,pour tout k » 0,1le noyau hk(t,‘Ck, . ..,'Cl) est une

fonetion analytique de 1, 'Ck, cees 'Ul.

1T.-Séries de Chen et processus stochastiques

a)Définition des géries de Chen:Soit {?0(75), % {75),,._]
%(T)‘ OéTét% un chemin continu,d variations bornées,
d'un espace affine réel de dimension n+l.Chen (2] 1ui

a agsocié la série de R<<> (X { X pKysenes¥y } ):
(3) l+ZZ x...x )' %d? s

d?....d ? est,comme précé-
o s 3,

ol 1'intégrale itérée

demment définie récursivement:

[d? fr-§0

f?...d? [?(f)]? R .

(3) est 1la gérie de Chen du chem:n.n,qu' elle détermine &

uwne translation pres.la série de Chen de deux chemins '
mis bout 3 bout est le produit de leurs séries de
Chen.le logarithme d'une série de Chen est un &lément
de Lie.

A 1'entrée {ul(‘t ), .. .,un(f )} 0£Tg t? 58850~
cions le chemin
%‘f (v) =%, £ (v) =[w e ar ..,

% LT fu (o‘)drlO<T<*b% s

et la série de Chen correspondante.La valeur (1) ou,

b

si 1'on préfire,ls sortie sont obtenues par dualité
canonique entre cette série de Chen et la série

22

génératrice.

b)Topologies pour les séries de Chen et entrées géné-

ralisées (cf. [6 1):Comme Sussmann {12] 1'a souligné,
31 est nécessaire,avec les systémes non linéaires,de
sortir du cadre de la théorie des distributions de

L. Schwartz pour représenter des entrées généralisées,
comme 1'impulsion de Dirac ou le bruit blanc.les
séries de Chen n'ont été introduites que pour cela.

Pour assurer la continuité d'une fonctionnelle
causale analytique,la topologie la moins fine sur les
séries de Chen est,selon la nature de la série
génératrice g:

- TP définie par l'ensemble des semi-normes d'indice
we X ” S”w = l (s,w)‘,si gE BRI
- TE définie par 1'ensemble des normes d'indice M =1,
2 oot

Wl = Z (Ks W)lellwex? ,
ou lwl désigne la longueur,si les coefficients de g
croissent au plus exponentiellement,ce qui est le cas
des séries rationnelles.

Soient EP et EE les complétés,pour ces topologles,
de 1'ensemble des séries de Chen obtenues & partir
dtentrées localement Lebesgue-intégrables.
Application.-Pour k infini,la série de Chen de 1'entrée

{dgk)(*;) = aik! 0¢Y g 1/k% (i=1,.. 38y €R) a
exp(z 2 X, ) Cette

pour limite,relativement & Tp et T
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représentation de 1'impulsion de Dirac donne,si on
1'applique & une série génératrice g,comme sortie 2

1'instant zero :

(g,1) +Z Z_ (g% ) Cig

AR0 dy b * id +lf
Si on 1'applique au systime régulier (3),il vient:
v

A exp( % a;4.)a(0) .

¢)Processus stochastiques:Les hypothéses,fort larges,

sont inspirées de McShane [8 ].Soient Lfl,a,P) un
espace de probabilité,[0;%] un intervalle fermé
( T> 0) avec:

@., }O <v < T) est une famille de ¢ -algdbres

® B,

(i1) le processus vectoriel considéré {’7 1(“6 W), ...,

telle que,si O <'Ug't‘ T,

~

’7n('t' ,w )% est adapté 3 (B'r et satisfait & :

B ) - 460 (7,6) - T @] By
< Kd+1(‘t'- )

(0 STLTLT; 4= 0,1,2,...3K cte > 0) .

Parmi bien d'autres,les processus de Wiener-Lévy et de

Poisson vérifient ces conditions.

Considérons une subdivision O £V ... <t

SUgS TpSees y
de [0,£]1,0 Lt L T,e‘b la série de Chen:

() expl (6T ) o+ Z (9, (6)- 10T D)x, ]
xp['leoJré (7 (F4)-1,(0))x,]

Théorenme.-Lorsque le pas de la subdivision tend vers
zéro, (1) a,relativement & Tp et Tp,une limite en
moyenne guadratique.

La preuve est une adaptation de celles des théo-

limite est notée:

5) 1+ Z

2,0

rémes 2.% de MeShane [ 8,p. 63] et 1 de [S1.1a
X, oo,

= / a1 ....a ,
JMW}F" J 9 7‘] 7

oﬁ‘_ ‘?O(T) =¥ .L'intégrale itérée stochastique
/ d’yj. . 'd7,j est définie,en moyenne quadratique,
[ % 0

comme le coefficient du mot x,...X, dans la limite
o o
(5).Iorsque 1'on a un processus -de Wiener—Lévy, on

retrouve 1'intégrale symétrique de Stratonovich [11]

et non celle A'TtS (cf. [5 ).

En raison de (1),(5) est appelée trajectoire du
"bruit" associé 3 %71(1— )? ,clest-a-dire de la
"dérivée formelle" {’ii(r) .Dans le cas d'un proces-
sus de Wiener-Lévy,on obtient ainsi une définition
nouvelle du bruit blanc gaussien (ef. [S 1).Il en va
de méme pour processus de Poisson et bruit blanc
poissonien.

Remarque.-Pour un processus de Wiener-Lévy,la limite
(5) est obtenue presque slirement (ef. [5]),ce qui
conduit,2 la suite de Sussmann [12,13],3 une interpré-

tation "non probabiliste" des fonctionnelles causales

rationnelles et des asservissements réguliers bruités.

IIT.-Filtrage non linéaire approché

a)Théoréme 4'approximation:Soit E(Ft) 1'egpérance &

1'instant t,si elle existe,d'une fonctionnelle causale
stochasgtique du processus {’75_(”( )} .Boient I un inter-
valle de la forme [0,T],T < ,ou [0, ®@{,m une mesure
positive compldte sur I,de masse finie,telle que:
- les polynomes soient denses dans LE(I,m);
- pour toute fonctionnelle causale snalybtique polynd-
niale P,E(Pt) soit m-intégrable sur I.

Soit H

I,m
telles que IE(F ydm <0 ,modulo 1'éguivalence

1l'ensemble des fonctionnelles causales F,

J rtei-epPan < o

Proposi‘tion.—HI w’ qui contient les fonctionnelles ana-
3

lytiques polynomiales,est un hilbert relativement au

produit scalaire [E(F'F")dm
I

Théorsme.-Les fdnetionnelles causales analytiques

polynomiales sont denses dans HI,m'
La démongtration reprend celle du théordme 3 de [ 5]
en utilisant,ici,le lemme 2.1 d'approximation de

Segal [10].

Remarques.-(i)En [§ 1,1le théoréme d'spproximation est

énoncé pour les seules fonctionnelles du bruit blanc
gaussien.
(ii)Dans de nombreux cas,les fonctionnelles causales

rationnelles appartiennent 3 Hy m.Elles ¥y sont
2
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N s s
alors denses,de meme que les asservissements réguliers

de dimension finie.

b)Filtrage non lindaire sous-optimal:Nous ne faisons

qu'esquisser les calculs nécessaires pour obtenir
les filtres sous-optimaux.En particulier,nous n'abor-
dons pas la détermination des systémes sous forme
régulitre.

Soit z(t) un signal supposé,pour simplifier,sca-
laire.I1l s*agit de trouver,dans HI’m,la fonctionnelle
F minimisant:

(6) / B(z(t) - F,)°an .
Remarque.-La validgéé de (6) et le choix de la mesure
m ne sont pas étudiées ici.

En vertu du théoréme d'approximation, restreignons-
nous & trouver la fonctionnelle polynomisle P,dé poly-
ndme générateur p de degré inférieur ou égal 3 4,

minimisant:
(1 | E(z(t) - B )%
J ]

=~/E[z('l:)2 - 2Z(t)P_t + Pi]dm .
I

La fonctionnelle P2 est aussi polynomiale,de polyn%me
générateur pwp,oll Wi est le produit de Hurwitz,ou
"shuffle product" (ef. [/ ]1).En différentiant (7)
successivement par repport 3 chacun des coefficients
inconnus de p,on obtient un systéme d*équations
linéaires pour les calculer..

Un inconvénient grave de la méthode précédente est
le suivant:il faut entidrement recommencer les calculs
si 1%on veut un filtre plus préecis donné par un
polynSme de degré d'> d.Ce n'est plus le cas une fois
déterminée une base orthonormée de HI’m.Pour cela,on
peut appliquer la méthode de Gram-Schmidt & partir
d*un ordre total sur le monoide libre X*.
Remarques.-(i)A notre connaissance,la théorie de
Volterra-Wiener ne conduit pas & un théoréme d'appro-

ximation stochastique causal.Elle n'en a pas moins

été utilisde pour le filtrage sous-optimal.

(ii) Barrett [1],per exemple,aboutit,pour construire

‘le filtre,d des équations intégrales fort complexes.

Conclusion.- Les résultats d*approximations détermi-
niste et stochastique laissent entrevoir de vastes
applications pour les séries non commutatives et les
asservissements réguliers.D'autant plus que les
variables non commutatives conduisent & des manipula-

tions combinatoires aisées & programmer.
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