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RESUME

Pour chaque Représentation conjointe
thv) utilisée actuellement dans 1l'analyse des
signaux certains d'énergie finie, il existe une
Représentation hilbertienne associée. Le but
est de trouver une Représentation hilbertienne
générale et d'interpréter physiquement les con-
ditions portant sur la fonction arbitraire
caractérisant chaque Représentation conjointe.
Ces conditions entrainent que les moments 4'
ordre quelconque de la Représentation conjointe
considérée correspondent & des valeurs moyennes
d'opérateurs. Ces valeurs moyennes doivent dé-
crire des observations physiques sur le signal
dont le sens dépend de la Représentation con=-
jointe étudiée. L'étude porte sur gquelques ob-
servations simples telles que fréquence instan-
tanée, retard de groupe, moments d'ordre un et

deux du signal et de ses dérivées.

SUMMARY

Time and frequency energy distribution

P (t}\)) is related to hilbertian repreﬁenta-
tion of finite energy signals. Given f) (‘CJV)
energy distribution, the hilbertian Representa-
tion can be derived from properties of the weigh
ting function -F(n)t) related to (2 . The kth
order moment of P equals the mean-ealue of hil-
bertian operators related to measurement. These
measurements imply some constraints about the
weighting function.F (nz) and P (‘t}\)). Some
of these measurements are well known ones in
Signal Representation, such as instantaneous
frequency, group delay, first and second order
moments dealing with the finite energy signals

or its derivatives.
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1) Introduction et rappel de certains

résultats :

L'étude des différentes Représenta-
tions des Signaux d'énergie finie a conduit a
la présentation d'un formalisme d'opérateur
directement inspiré de celui de la Mécanique
quantique [1J[2] . Parmi ces efforts il faut
noter 1'intérét porté & la notion de '"Repré-
sentation conjointe" en temps et fréquence 2]
fﬁ}{h] « Une analyse des différentes défini-
tions de cette représentation 4 l'aide des no-
tions dues & G. BONNET conduit & la formuler

comme suit 5a]

_.zun'n(t'» -2invT
OFXCROBY A e ) LWEIZ (- dndude
ou Z est le 51gnal analytique associé au signal
Se¢ L%IR En discutant des propriétés de la
fonction arbitraire-F(‘n“B) a 1l'aide des con-

traintes physiques, il vient [Ba]
DfeRP) , (P fpm,ma,{ fH {-’ant)){‘(oo)la‘)}

Rappelons queS(t,\') étant la formulation ana-
lytique de la grandeurg, reliée au signal,
comme élément de l'algébre de LIE des observa-
tions classiques l'opérateurG associé est tel

que sa valeur moyenne vaut : 5a]

B<G 3 =<zI6Iz>= j 36,9 £, (By)dbdy

si 3(k)v)possede une transformée de FOURIERU{D{C

gle)==Binz)
G = f e z W(nt){%‘n 'c.)exP u?.n’ nb + tv)dudz
RZ

en adoptant les définitions des opérateurs gu~
toadjointst ety proposées par G. BONNET [1]
[6] . On sait donc faire correspondre a toute
représentation conjointe connueactuellement
une fonctionfé(ﬂarbitraire possédant des
propriétés définies par les contraintes phy-
siques imposées é() et le mode d'observation

associé,

2) Expression physique de l'influence

de la fonction de pondération{‘(mlt)

Etant donné l'expression de (cf re-
lation (1) ) on peut définir par transforma-
tion de FOURIER les quantités suivantes appe-

lées Représentations bitemporelles et bifré-~

quentielles sous réserve d'existence de telles

2
quantités et compte tenu du fait queZGLc et

{e(i’):
e{:(tv) +

4
AV N $
R(t,0)% {CRON.
i\ 0/
» R(48)
Les deux quahtités.\et-’z sont analogues des

représentations "non locales" en Mécanique Quan-
tique. De méme en utilisant le fait que eF(‘t,V)
posséde une transformée de FOURIER bidimension-
nelle ; [5a] v2n(tp+vo)

o [ BlEMe dbdy =£49) Z(uw)zm-g)

on remarque que H R élir#:u

RE68)=f (4>,9)fz(u+°)uu‘e)€ w—ﬁﬁe)&'(%g
la fonction d'Ambiguité du signal au sens de
5.M. SussMaN [5a)

L'emploi deR(klﬁ) ou de h,(¢‘\)) permet de mettre
en évidence le réle physique de ‘F(ln,e) ou de sa
transformée de FOURIERE(!:,B) en tant que "fe-
nétre de pondération ARBITRAIRE'". Ceci explique
le fait que P(t)‘))dépend essentiellement du
"mode d'observation" déterminé par le choix

arbitraire de la fonction de pondération?

te)= 4MmB)
iy Kl ’e)tm{ '

20 (u-¥
R(t,8) f e P(t,v) dv f 9-: u{%m%l(wg)z‘fu-&)adm

R(t9)= f Filu-b,8)Z(ue2)Z00-8 o, T3 )= [

Dans l'expression deR(ble) apparait le terme
produit des deux valeurs décalées de Z parti-
cipant a l'expression de I'Z(e) pondéré par la
valeur de la fonction E(u-t) e),

Afin de préciser les idées citons deux exemples.

Considerons d'abord la représentation proposée

par C.H. PAGE telle que ‘F(m)e)= g- ™l [7][54]
fm,0) = Flu-t,0) = S(u-t- 1y

on a au sens des distributions
Squ-t -18l) = dUu-t-191)

avch pseudofonctlon unité d'HEAVESIDE il

vient ¢

R(t,0)= —fU(t u-8)U (k- “*B)Z(UJ‘.Q)Z(u-P)du
RO = [ f 7 ()82 % [
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De méme décrivons avec R le fonctionnement du
dispositif, décrit & la figure 1, fournissant
la fonction d'autocorrélation "pondérée' ou

"mobile™

Figure 1 l

Z{w) I

G(T) pondération

réelle paire décroissante

t+d
Rl S0 / 23ty 22y du
ga 202

.

s
RelbiV) <2 Ritye) = S(0)f -ty g Tlugiad "
£n,) = Glo)siamn ™
Remarquons que dans un tel cas-Fé/ et est le
produit d'une fonction de & par une fonction
deMm . Cette écriture n'est pas générale comme

le montre l'exemple précédent [7][5&] .

3) Position du probléme réciproque :

choix d'une fonction de pondération :

Le probléme inverse ou réciproque de
la description du signal & l'aide d'une repré-
sentation conjointeénergétique générale se

pose dans les termes suivants :

"Pour l'observation de certaines gran-
deurs physiques liées au signal, coincidant
avec des moments de't et)» , compte tenu de
certaines conventions d'écriture des opérateuns
associées, la fonction i peuf¥etre associée
biunivoquement & P(‘b,\’) ?" En d'autres termes
existe-t-il un seul type de Représentation
conjointe permettant d'extraire certaines
"observations'" particuliérement caractéris-
tiques d'un signal d'énergie finie? La réponse

a cette question oblige & préciser les conven=-

tions d'écriture des opérateurs associés aux

observations.

4) Contraintes imposées par la nature

physique des observations :

Les valeurs des observations faites sur
les signaux sont des réels positifs ou négatifs.
Citons, par exemple, la fréquence instantanée,
le retard de groupe ou la '"date moyennne" et la
fréquence centrale, l'épanouissement en temps
et en fréquence [5] . Ces grandeurs sont inter-
prétées comme des valeurs moyennes d'opérateurs
devant posséder la propriété d'HERMITICITE.
Rappelons que 1les deux opérateurst etv défi-
nis par G. BONNET & 1l'aide d'un formalisme hil-

bertien sont tels que

[t v]= tv-vt i1

ew Jopérateur identité

Dans ce formalisme, la représentation conjointe
est associée 4 la valeur moyenne de l'opérateur

ettt - 2V)
analytique & [’IJ [2] . Le probléme fondamental

réside dans l'expression de l'opérateurQ .

prise sur le signal

A chacune de ses expressions correspondra une
formulation différente de P_F('b‘.'v)et une expres-
sion différente de.{f('n,‘c) [5b] . Ctest 1'expres-
sion du Principe de CORRESPONDANCE (ou associa-
tion) en Mécanique quantique. Les différentes
formulations connues conduisent & des expres-
sions simples des opérateurs associés aux mo-
némes "(‘;Pvm E}][‘J[B] a [11].Rappelons les
régles de correspondance liées aux travaux de
E.P. WIGNER et J. VILLE et ceux de H. MARGENAU,
R.W. HILL et A.W, RIHAZEK
B { cethy" £l

Yy —>» ‘;_-i)z_ P

=0

"L ( vm‘i'vm tP) [1104]

ZP (noté MHR)

(31081 (2]

{(noté WVB)

soit pour P§2)’M$2 ) P+M$3
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by — tV vt
£y — LEV+tvbiut?)
Vb — 1 (tv vt)

(9a)

d'aprés (7)

WV > i(tﬂ +vb)
tz\) > : (t\)'l-vtz d'aprés (8)
Vzt—»"(\)t“‘tv) T o

Jusqu'a l'ordre p + m = 3 inclus les expres-
sions obtenues & 1l'aide des deux principes

sont fonctionnellement dépendantes. Tous les
polyndmes d'opérateur d'ordre p + m s'expriment
a4 l'aide des puissances d'ordre un et deux de
1; et’,. Ces deux régles de correspondance

proviennent des expressLons deruivantes :
Q- 2—4——(2w) (nE+ V)
0 4 ( é,Z'mn.t b?Jl"Cv L'Z.Trtv b’mmt)

qui fournissent des expressions deE%beV)
telles que @ [53]

Liny=1 Vnz e R?

(10)

NG T)= cosmeln elR

5) Observations physiques des signaux,

choix d'une Représentation et d'un principe de

CORRESPONDANCE :

En étudiant les observations appelées
"fréquence instantanée"V:{t)et "retard de

groupe" 'C:S(V)d'un signal, il vient :

([ [pemds =ty , (aF)o' ~(2t >$ o
(EN)dV =V: () et fimo)=fte
Lp\c ! l f{o,‘c) f.‘.te

Les conditions ci-dessus sont remplies

(11)

pour les deux représentations conjointes défi-
nies en {10} . Elles ne le sont pas pour 4'au-
tres [10] DZ]DB] [7] . Les moments impairs

d'ordre inférieur ou égal & 3 ne permettent

&= 4 (!

pas de choisir une représentation, ils apportent
cependant des observations intéressantes sur le

signal :

= [y? 2
<"h’>z‘£' t?fdl\:d\)__ Jtizi%k= K

Az
Le paramétre K sert & décrire le comportement de
la fonction d'Ambiguité du signal [ﬁhj . De
méme le moment relatif & l'opérateur'i;\ﬁﬂ;
rournit : (RYE) = fﬂf"i‘“_)‘z‘“)‘z"‘“
quantité qui fixe les propriétés d'épanouisse-
ment temporel de Vﬁﬁﬂ. Ce moment est tel que :
ve> = vy si ( Rf ):-_ o
be Tt ), o
‘2::2&195335 ’
Etudions maintenant le moment du gua-
triéme ordre relatif & la variable {32\)2' :

2 .2 - tynvz t“ cu;
<t*v Ve = [EVialmabdy
avec _.4 et F—- CosTnZ - Nous obtenons :

L &zz>- Rzﬁzw)z *Fuwyda)

ce qu1 nous conduit &

= A oA
<t’z.\,?.>?F 0(

41rz S (12)
sifnz) =1 (WVB)

&by = L) (13)
f - m
si 4}”{20::605“1Tt'(bﬂHED

4 ,
et <le->=1en adoptant pourdé) la définition
due & R.A. ALTES et E.L. TITLEBAUM [15] :

W_ [ PlZ00 %k = [v2]imliy
o(s_fmit (01 = VI3 i

Au gquatriéme ordre il existe une différence
entre les moments liés aux deux Représentations

car & partir de l'ordre &4 on a :

4
2
(2;‘;)“1)%0_ T :':O .‘[ cosuNT

Remargquons que l'étude de la fonction d’Ambi-
guité conduit & définir les paramétres suivants:
(4]
K=[el2lat G=fu’-fz*,\u ) 0=[[Zwrd
tous relles a des moments d'ordre inférieur ou

égal a L.

6) Interprétation physique des résul-

tats ¢
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L'étude des signaux d'énergie finie
montre que la valeur du paramétre dg)est di-
rectement liée au produit durée bande passante
(BT) du signal et au nombre d'oscillations qu'
il contient [14] . I1 s'ensuit que la relation
(12) et 1la relation (13) conduisent a des va-
leurs nettement différentes si O(g'_f_vj , c'est
a4 dire pour des signaux de produit BT faible.
Dans un tel cas les deux moments :

FVE 3 LEVD

f=4 ﬂF f=cosnne F{1
seront différents et il sera possible de dis-
tinguer EXPERIMENTALEMENT les résultats dus
aux deux représentations de type VILLE et
RIHAZECK.

Au contraire, dans le cas des Signaux
"4 grand produit BT", C%g)prend des valeurs
grandes par rapport & un. En un tel cas il
existe une insensibilité des valeurs des mo-
ments d'ordre 4 aux différents types de Repré-
sentation conjointe. L'emploi des méthodes
asymptotiques pour calculer l'expression de
montre qu'il y a "concentration" des valeurs
grandes de(% autour d'une trace, caractéris-

tique de Vi et tﬁ , dans le plan (t,\) y [4] .

Dans le cas des signaux 3 produit BT
faible (®1) le choix arbitraire de la fonction
#hﬂrb) fixe 1'expression de &fb)\’)ﬂ de la
fonction d'Ambiguité & partir desquelles s'ob-
tiennent tous les paramétres physiques du si-
gnal. Ces derniers sont donc DIRECTEMENT dé-
pendants du "mode d'observation' que traduit
le choix de.FPn]tg. Ce choix impose une fa-
mille de .régles de CORRESPONDANCE pour les
opérateurs associés aux monémes /{:PV‘m. Par
exemple, la régle de "symétrisation' conduit
a4 la représentation de RIHAZECK [’16] . Cet
auteur a proposé une représentation conjointe
qu'il a pu illustrer a l'aide d'un modéle 4°'
observation a la date 'tt d‘.‘ de 1l'énergie d'in-
teraction entre le signal et le signal filtré
4 la fréquence Y dans la bande dV.

Cette observation fait CLAIREMENT apparaitre

que l'on utilise une déformée du signal dé-

pendant du choix de M) . [17). pés 1955
A. BLANC-LAPIERRE avait remarqué cette dépen-
dance de la représentation conjointefd'un mode

d'analyse donné [18] .
CONCLUSION :

La Représentation conjointe en temps
et frégquence pour les signaux d'énergie finie,
s'exprime de maniére générale a l'aide d'une
fonction de pondération arbitraire-{}ﬂ]15) .
Dans le cas des signaux de produit bande durée
faible, 1'influence du choix arbitraire de la
fonction depondération se fait sentir au niveau
des valeurs des moments liés aux monémes'tpvn’.
Si, pour des commodités expérimentales on est
conduit a utiliser une Représentation plutdt
qu'une autre, le choix fait pour-fhﬁt)rm doit
pas faire oublier que l'observation faite dé-
pend de ce choix. Il existe un certain type de
traduction des opérateurs hilbertiens liés a
ces observations et en particulier é{:. I1
n'y a pas d'unicité de P(tp»pour une observa-
tion donnée et il existe une famille de régles
de correspondance en fonction des observations
désirées par 1'expérimentateur. Le choix de
finT) traduit 1'emploi d'une déformée du si-
gnal dans l'élaboration de E% { cette déformée
est liée a un '"mode d'analyse ou d'observation"

du signal,
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