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RESUME

La guantification de processus aléatoires est
une opération de plus en plus utilisée dans les sys-
témes de Traitement du Signal.

Afin d'éviter les erreurs introduites par
cet opérateur non lingaire, dans les mesures de cor-
rélation, divers auteurs ont introduit la Quantifi-
1'addition de
sources de bruits dites Sources Auxiliaires, avant

cation & Référence Stochastique :

quantification uniforme, peut annuler le biais
d'estimation.

Nous proposons une généralisation de la théo-
rie de la quantification & R.S., qui interpréte celle-
c¢i comme un lissage de la caractéristique de trans-
fert du quantificateur. Nous développons les expres-
sions des transformations des moments dans 1a quan-
tification & R.S. Nous étudions ensuite la classe
des variables aléatoires qui, utilisées comme S.A.,
permettent d'obtenir des transformations simples.

Nous accordons un intérét particulier a
1'étude de $.A. qui conduisent & une transformation
lTinéaire et introduisons le concept de quantifica-
teur a transfert moyen linéaire. Nous nrésentons,
pour finir, quelques applications pratiques des sys-
témes performants, actuellement & 1'@tude au GAPSE.

SUMMARY

GQuantization of random processes is a widely
used operation in signal processing systems.

In order to avoid the errors introduced by
this non-linear operation, Random Reference Quanti-
zation has been defined by several authors : adding
noise (or dither) sources to the signals before
guantization could zero the bias of estimation.

Our aim is to generalize the Random Juanti-
zation theory, by showing that, in one sense, this
operation acts like a smoothing of the transfer
function of the guantizer. The expression of moment
transformation has been established, making the
assurptions as general as possible. A simple way
has been found to define the class of random varia-
bles wich lead to linear transformation on the
mean value.

As a conclusion, we present the application
of this principle to some performing systems being
studied at the GAPSE Laboratory.
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1- INTRODUCTION - POSITION DU PROBLEME
L'origine de la guantification & Référence

Stochastique (R.S.) peut se situer dans les années
1960 : divers auteurs publient les résultats de
travaux théoriques concernant 1'estimation sans biais
de fonctions de corrélation, & 1'aide des seules
informations de polarité des signaux, auxcuels on a
préalablement ajouté des bruits {dits S.A. "sources
auxiliaires"), (13) (9) (14).

Antérieurement, Von NEUMANN a introduit le
“calcul stochastique" (12), mode de calcul utilisant
une représentation & 1 bit de T'information, qui

& méme idée thé&origue.

1 faut attendre 1970 pour que K.Y. CHANG
et col. (11) généralisent ces notions de co¥ncidence

o+
o
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de polarité & 1'opération de quantification uniforme.
Les travaux antérieurs paraissent alors comme des
cas particuliers de quantification & 1 bit.

La quantification que nous appellerons &
"Référence Stochastique" a été& ainsi définie :

Xq 2 RS [x] = o [x+a]

ol X est Ta Variable Aléatoire & traiter.
Q représente 1'opération de quantification uni-
forme (de pas ¢{, non précisé dans la notation)
et A est une Variable Aléatoire, générée nar le
systéme de traitement, dite Source Auxiliaire
(S.A.).

Ces auteurs ont &tabli que, moyennant cer-
taines conditions suffisantes vérifiges par la fonc-
tion caractéristique ﬂA(u) de la S.A., on obtient
1'égalité :

E(x] = £ [x]

Cela s'éteyd d un n-uplet :

E Mg Xg) = E[xpx ]
si les n S.A.gAl,... An%sont indépendantes.

Pour notre part, nous nous sommes attachés
a généraliser ces résultats, en traitant des systémes
de quantification moins particuliers. Nous avons
défini la Quantification Aléatoire (Q.A.) procédé
de qugntification dans lequel Tes seuils de décision
sont des V.A. soumises a des conditions aussi faibles
que possible. La Quantification & Référence Stochas-
tique (Q.R.S.) n'est qu'un cas particulier de la
Q.A.

Ceci nous permet de formaliser de maniére
unique la transformation que subissent Tes moments
dans une opération de quantification trés générale.

2- APPROCHE THEORIQUE DE LA QUANTIFICATION ALEATOIRE
2-1 Définition
Soit une suite de V.A. non nécessairement

o

indépendantes {Bkj,k € 7 telles que :
P By < B ] =0 Yk (2-1)
et une suite croissante de réels Gik , kel
Nous associons & une V.A. X une V.A. XQ par
la relation :
Biap X B - Xg = &y
Ceci définit un procédé général de quantification,
qui inclut la Quantification & Référence Stochastique
en posant :
B, = k.ot - A
k 1
o = (k5 )k (2-2)
avec o €R" et A Variable Aléatoire dite Source
Auxiliaire définie au § 1 ci-dessus.

2-2 Expression des moments de XQ
Nous pouvons écrire :
P =a ] =PlB < x<B T=p,
Soit Fk,k+1(x1,x2) la fonction de répartition du
couple (Bk, Bk+1)'
Elle jouit de la propriété suivante :

Fk’kﬂ(x,,x)‘:P[BkQ(,Bk+1<x_] = P[Bk+1<x P!:Bk<x/Bk+1<3<J

= Fk+]_(x) (2-3)
car (2-1) implique :
P8, <%/ Bk+1<x]= 1.
X étant indépendante des Bk’ il vient :
® *
P = { dF (x) j S dFk’k+1(x1,x2)
'n R
= deFx(x) le(x) - Fk’k+1(x,x)]
d'aprés (2-3) :
P = deFX(x) [Fk(x) - Flar0] (2-4)

Le choix de {F (x)} influe donc sur p, et
par 14 sur les moments de XQ (s'ils existent) :
- < m
Efx"] = 2o p
l 0 ] kez Kk 'k
IT est évident que 1'existence jusqu'a 1'ordre M des
moments de X ne suffit pas a entrainer celle de
E {Xﬂm] 1 on neut, par exemple, choisir pour famille
{Fk(i)g une suite de fonctions de répartition con-
vergeant en un point du support de dFX(x),de telle
maniére aue :
m )
PXk #=0
k — oo +N

Notons : Sy (x) = %%;cka [Fk(x) - Fk+1(x)]

Si nous choisissons { Fk(x)} telle que la
suite SN(x) converge p.p et ISN(x)\soit majorée par
une fonction intégrable par rapport a dFX(x) :
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Nous pourrons écrire (Th. de LEBESGUE) :
m > .
E fo ] Ty =j Tim Sy (x).dF (x)

ke Z R N>w
= E[A (0]
avec : N
Mol) = Tim Z e [0 = (0] (2-5)

Les V.A. "seuils" Bk étant, rappelons-le, non néces-
sairement indépendantes.

Cette relation montre que la quantification
aléatoire ainsi définie est équivalente, pour un
moment d'ordre m donné, & une transformation ;\m(x)
dont 1'expression ne dépend que du choix de la suite
des F-k( x)

11 est remarquable que seules les fonctions
de répartition marginales des seuils aléatoires {Bk}
interviennent.

Intéressons-nous au cas particulier ol les {Bk§ sont
des V.A. & supports bornés disjoints. Nous avons mon-
tré (15) que : d'une part la relation (2-5) est valide
dans ce cas ; d'autre part, pour m impair, nous pou-
vons écrire :

Wy n ;om3
R“x)=wﬂﬁkﬂ - %" | F(x) (2-6)

Ces relations permettent une interprétation géomé-
trique immédiate de A m(x) :

Supposons en effet que les {Bk} sont des Variables
Aléatoires dégénérées (Bk=bk avec probabilité 1,

b € P)
Fe(x) = U(x-b, )
oll { Ux) =0 x<0
=1 x20
et Am(x) = lim %qkm [U0xby, 1) = U(xeb,p) ]
> { -

Nous retrouvons 1'équation du guantificateur
non uniforme, & seuils certains {bk} .

Dans le cas général (2-5) et (2-6) nous mon-
trent que Ta caractéristique de transfert du quantifi-
cateur est, pour un moment d'ordre m donné, lissée
par la suite de fonctions {Fk(x)} .

Remarque : Si la suite {ka est une suite de V.A.
mutuellement indépendantes, la propriété de monotonie
(2-1) implique qu'elles sont & supports bornés dis-
Joints.

2-3 Etude particuliére de la moyenne

Intéressons-nous au cas particulier fondamental, que
constitue la transformation de la moyenne X,..
I vient : E [xQ] = E [Al(X)] (2-7)
L'expression de AI(X) s'obtient immédiatement
a partir de (2-5) et (2-6)
Ayt =2 X) = Fryy ()]

(" Xpar ) - Fx) (2-8)

< x

< Rl
.p.:z (el
k

Nous voyons gue A 1(x) peut s'interpréter
corme le transfert moyen du Quantificateur Aléatoire
dont les seuils sont des V.A.{_Bk} de fonction de
répartition Fk(x)

A partir de (2-8), i1 est possible de cher-
cher la famille {Fk(XZ]te1le Gue A](x) ait une
A(x) = 9(x).

11 est pour cela nécessaire que g(x) admette

équation déterminée :

au moins une décomposition de la forme :

9(x) =%§ ¢, FL(x) (G R) (2-9)

ou les {Fk(x)} appartiennent & la classe des fonc-
tions de répartition.

A titre d'illustration, limitons-nous au cas
ol (2-9) est vérifiée pour une famille {Fk(x)j a
supports bornés disjoints Dk’ les G(kétant en général
fixés par 1'application considérge.

La figure 1 montre clairement 1a démarche
a suivre pour déterminer les Fk(x)

F(x) = 1,900 +
n K et My sont deux constantes réelles.

pour x & Dk’ ot
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Figure 1
3 - QUANTIFICATION A REFERENCE STOCHASTIQUE
3-1 Définition
Nous définissons la quantification & R.S.

comme un cas particulier de la Quantification Aléa-
toire du § 2robtenue lorsque une seule V.A. dite
Source Auxiliaire est utilisée pour la génération
des seuils-aléatoires.
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Cette daéfinition recouvre deux cas d'importance
pratique :

- Quantificateur non uniforme & transfert moyen

linéaire

Soit un quantificateur non uniforme, tel
que représenté figure 2 et un transfert moyen
1inéaire. } ’

Ex) =€ [900] =€ [x] (3-1)
Ce qui a été exposé au § 2-3 permet de vérifier
que Fy(x) = 71}_téiﬁii_ + Cte, pour x éipxk—l’ dk]

Tous les seuils aléatoires Bk peuvent donc
étre générés a partir d'une seule S.A. & distribu-
tion uniforme sur LO,l 1, aprés une transformation
Tingaire simple (translation, homotétie).

La figure 2 illustre ce propos pour le cas,
riche d'application, ol c(k = Zk. Les c(k ont une

représentation binaire & un seul bit non nul (ce
qui simplifie les traitements numériques).
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Figure 2

- Quantificateur uniforme

C'est un cas particulier du précédent, a
partir duquel (11) a introduit le principe de réfé-
rence Stochastique.
fn effet : & = (keg) & (ateR’)
ou 8 € [0, #] est une constante prenant en général
Tes valeurs 0 ou & /2 (quantification de type A
ou B au sens de BONNET (12) (13)).

s . _ _ x = Cte
De T : F (x) = F(x) = ——

et le schéma fonctionnel du Quantificateur & Réfé-
rence Stochastique se réduit au schéma de 1a figure
3.

Figure 3
C'est ce cas particulier qui, jusqu'a présent a
donné lieu au plus grand nombre d'applications.
Nous allons dans ce qui suit 1'étudier en
détail.

3-2 Etude particuliére du Quantificateur uniforme
a R.S.

Pour cet exposé, nous allons nous Timiter
a 1'étude du moment d'ordre 1, mais une é&tude a
1'ordre n a &té effectuée dans (15).

La relation (2-6) conduit & :
!
A (x) =o<.v.p.Zk [7-Fp ke | (3-2)
oll FA(x) est ta fonction de répartition de la S.A..

(3-2) permet donc, pour toute S5.A., de connaitre la
non-1ingarité moyenne du quantificateur (cf. figure 4)
et, par exemple, de calculer le biais d'estimateurs
utilisant un quantificateur & R.S. de S.A. arbitraire.
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Figure 4

Nous avons étudié la classe des S.A. qui
conduisent & une transformation linéaire, i.e. telles

3 [xQ\ = £ [x]

Nous avons établi qu'une condition nécessaire et

que :

suffisante pour qu'il en soit ainsi est que (15) :
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1

Zk Py(xket) = 2 (3-3)

ce qui permet de retrouver la condition nécessaire
et suffisante,dont la suffisance a &té montrée dans

(11) : .
o (kE) =0 (ke D) (3-4)

oll PA(x) est la d.d.p. de A, et BA(u) sa fonction | f
caractéristique,(3-3) permet de donner une inter- j !
prétation géoméfrique claire & (3-4), dans le plan j
de 1a d.d.p. ol s'effectue en général la synthese J .
de S.A. U
On peut en effet voir par (3-3) que la
classe des S.A. ainsi définie ne se limite pas aux
convolutions de lois uniformes, avec des lois quel-
conques, mais est beaucoup plus large : elle com-
prend en particulier des lois non symétriques,
multimodales, etc... En outre, (3-3) peut servir
d'équation de départ dans 1'étude de lois PA(x)
conduisant a la “moindre distorsion" de}\l(x) a

1'intérieur d'une classe fixée de V.A. (cf. e.gﬂ(8)

pour les transformations non linéaires de lois Fonction de répartition
normales)

4- QUELQUES APPLICATIONS
Les efforts du GAPSE dans ce domaine sont

orientds selon deux axes : le Calcul Stochastique Figure 5
et la mesure numérique de fonctions de corrélation,
d trés large bande (8).
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