COLLOQUE NATIONAL SUR LE TRAITEMENT DU SIGNAL
ET SES APPLICATIONS

NICE du 26 au 30 AVRIL 1977
L e e

FIL TRAGE LINEAIRE et PROPAGATION ACOUSTIQUE

Denis de BRUCQ

Université de Rouen- Laboratoire de Mathématiques B.P 67 76130 Mt St AIGNAN.
Ce travail a été effectué dans le cadre d'un contrat CETHEDEC.

RESUME

Pour la détection du signal acoustique noyé
dans un bruit marin, on envisage la mise en oeuvre
des techniques de Bucy-Kalman et |'élaborationdtun
mod&le pour le bruit. A partir de I'équation aux déri
vées partielles, linéarisée, décrivant cependant les
pertes énergétiques, on établit la densité spectrale
dlune des composantes du bruit de fond. Sur un exem
ple, on montre que les équations du filtrage s'appli-
quent lorsque le phénoméne est décrit par une équa -
tion aux dérivées partielles au lieu dlune équation
différentielle. Le procédé d'observation intervient

dans la procédure de filtrage.

SUMIMARY

To detect an acoustic signal in a sea-noise,
we anticipate to use the Bucy-Kalman techniques, and
to elaborate a mode!l for the noise : From the linearili-
zed, partial-derivatives equation wich described
nevertheless energetic losses, we established the
spectral density function of one component of the noise.
With an example, we show that the filtering equations
apply to phenomena described by partial derivatives
equations instead of differential equations. The obser-

vation procedure interferes in the filtering method.
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| - RAPPELS SUR LES TESTS D'HYPOTHESES

A partir de mesures de la pression acoustique
F effectuées en des points M de coordonnées (x,y,
z,t) il s'agit de détecter si le champ F se réduit au
bruit de fond de la mer ou si ce bruit a été modifié
par llapparition d'un signal .

Une partie D sous-ensemble de ]R4 espace
temps intervient seule dans les phénoménes envisagés
et on introduit l'espace des fonctions de carré intégra

ble par rapport & la mesure de Lebesgue sur D soit

H £ { g(X, Yy Z, t) H ‘H‘J—'JD

g®(x,y,2,t ) dx dy dz dt<m}

Une mesure de pression du point de vue physi-
que n'est pas une valeur en un point M mais plutbt
une valeur numérique:

F(g) = .]’J“J"J‘D F(x.yz,t) glx,y,z,t) dx dy dz dt ol g
caractérise la mesure effectuée et provient de
Ilappareillage utilisé. L_'lespace Holde Hilbert et
I'intégrale précédente est un produit scalaire noté

F{g) = <F, a> Ce nombre varie d'une expérience

a l'autre. Les mesures sont réparties dans le temps
N . . 1

et dans |'espace. On effectue & certains instants t ,

2 n

. i i i
t,... , t des mesures en des points(x , vy, z )

avec i =1,2,,.,.n. Certains instants ti peuvent
étre confondus.
Les mesures anciennes sont gardées en mémoi
re et t'information sur F s'accroit.
A |'aide des fonctions tests g, nous décrivons
llobservation en disant que |'on se donne une suite

2 n

. 1 .
de n fonctions testsg , g°, ... g LLes n résul -

tats de mesure F(g') = <F,g'> i = 1,2,... n,

constituent ainsi une suite de varijables aléatoires.

Le cas de nombreuses mesures effectuées en
méme temps est compris dans ce schéma.

Nous avons mis en évidence un processus F
qui a toute fonction test g de H associe une varia-
ble aléatoire F(g); si n mesures ont été effectuées

n
, 9 ; onne

N . . 1 2
a l'aide des fonctions tests g , g ,

connatt que les valeurs numériques F(g]), .. Fg™M).

1 2
Les diverses fonctions tests g , g°, .. .gn

introduisent un sous-—espace de Hilbert (de dimension

n 2 n)

a
finie) soit H = V(gT, g ,... g ). Sile bruit

marin est seul a l'origine du processus F , les va-

. n
+., Nont une loi P

riables aléatoires F(g' )i=1,. =

Si un signal intervient en plus, les variables aléatoi-
iy . . n
res Flg)i=1, n ontune loi Pg .
La détection entre les deux hypothéses
steffectuerait a Itaide d'un résumé exhaustif

aP"

RE(n) = log

par comparaison a un seuil. Les
daP
B

lois de probabilité portent sur H méme si elles ne

sont observables que sur H On introduit donc

aP arl
et le lien avec
dPB dF’B

En général on utilise une loi de probabilité

sera a préciser.

auxiliaire (innovation) P, de propriétés trés simples.
Soit w un processus gaussien centré de co-
variance donnée par la relation
T (g, h) 2 E (wig) wlh)) = <g,h> .
La loi de probabilité P, gaussienne est dé-
terminée par ces moments diordre 1 et 2. En admet—

tant que Pg et P sont chacune équivalentes a

B

F’W alors :

dPS _< dPS) N < dF’B‘)
dF’B dPW d| w
dP dP dP
log —= = log —=— - log
dpP dP drP
B w w
Sur Illespace H" , les probabilités F’g , P%

P N n . -
sont alors équivalentes a F'-‘W (notation évidente)

([3] chap Vi)

dpg daPh ap"
log = log - log
ap" ap” ap"
B w w

Partant d'une situation sans signal une techni-

. . N - . . i
que de veille, consiste & prédire connaissant F(g')

n+1

i=1,...nla loi de probabilité de F(g ) pour une

n+1

nouvelle. mesure en g . Si |técart entre la
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PR o

prévision E (F (") / Fig"), Flg®),... F(g") Jet
la nouvelle mesure F(gnH) paraft trop importante,
on rejette I'lhypothése Hy bruit seul.

La ioi de probabilité conditionnelie est essen-
tielle pour estimer |limportance de |1écart.

Rappelons que dans le cas gaussien, et pour
les processus sphériquement invariants, la prévision
EFE™") /F), Flgd),... Fla")) et 1a meilleu-
re prévision linéaire au sens des moindres carrés

n+1 )) colnhcident.

Proj (F(g
H
En se limitant & la prévision linéaire, il suf-

fit de connaftre la covariance T (g,h)= E(F{g)F(h))

n-H)):

du processus F pour prédire Proj n(F (g

. H
On orthonormalise la suite Flg')i=1, ... n par

Gram-Schmidt pour obtenir e], ez. .. e qui consti-

tue |t innovation puis on écrit

n+1 )) = n+1 i

n i

% I'le,g ') e
i=1

La varjance conditionnelle de F (g

Proj n(F(g
H

n+1) sous I'hypo-

thése gaussienne s'écrit :

A . .2
Z(F(gn+1)/Hn ) - Eﬂ‘__(gn+1) _ 2 r (el,gl”l"}']) eI ) /

1 n+1_)2

i
e ’eZ n+1 n+1)

[g] .
veooe ' 1=T (@™, a2 T (e',a

i=1
Sous iThypothése gaussienne, la loi de probabilité
conditionnelle est déterminée par les valeurs numéri-
ques des F(g'), i =1,..., n desquels on déduit
celles des e' i=1

, 2, ..., n. La construction de

. 1 2 n . N .
la suite e , €, ... e, consiste a blanchir |le bruit

7

et permet sous |'hypothése gaussienne dlutiliser les

tests d'hypothéses en situation de variables aléatoi-

res indépendantes.

I - FONCTION de COVARIANCE T

Le role de la covariance T pour la prévision
linéaire ayant été rappelé, il devient essentiel de
connaftre la fonction T : g,h .~>Tl{g,h).

Un premier procédé consisterait & obtenir une
estimation statistique de T par des expériences répé-

tées,

Les lois physiques impliquent des formes pos—
sibies pour T et parmi celles-ci, le retour 3 i'expé-
rience déterminera la meilleure,

Nous proposons d'utiliser les travaux théori-

ques présentés dans [4] qui établissent I'équation

2
A F‘_lz _a__.zE + ._b.z a_
[ ot c ot

oll ¢ est la vitesse de propagation & llinstant t et

A F =0

au point (x,y, z) et o b est une constante physique
d

telle que % — AF (x,vy,z,t) décrive la perte
c at

d'énergie par absorption visqueuse ou par dissipation
visqueuse lors de la propagation.

On trouve dans [4 p 27 ]

c = 1300 m/s , 5’—-2 = ]—5‘—9—% 10
[ 2n

sous des conditions habituelles en température et en

-14

fréquence. On ne tient pas compte de ['évolution de la
vitesse avec la profondeur,

Toute répartition en volume de source de pres-
sion créera un champ de pression.

Pour des raisons de simplicité proposons com-
me premier modé&le pour décrire les fluctuations aléa-
toires du bruit marin, des sources aléatoires de pres-
sion totalement décorrélées en espace et en temps.
Dans ce modéle on prend également D = R4. Soit
W : g w(g) processus aléatoire gaussien centré de
covariance E (w(g) w(h) ) =<g,h> produit scalaire
sur les fonctions g, h de H. Dans ces conditions, les
sources de bruit sont réparties de fagon isotrope et
homogéne dans tout |'espace. Ce processus de Wiener
de |lespace temps a pour dérivée'le bruit blanc”. Oon
compléte en prenant ¢ un coefficient de normalisa-
tion. Soit I'équation fondamentale
@ -1 B2 e

c2 atz c2 ot

54 w

39X 3y dz 3t
Le champ F solution de E par la technique

usuelle des processus du second ordre ([5] § 14]

conduit & une covariance I' défini & l'aide dlun noyau

vy invariant par translation et satisfaisant

ei(x§+yn+zg+t7)

v {x,y,2,t)= |
JD o(&, M, &, TdCdndEdr .
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Si T est llopérateur gm»JD ylx=x!, y-y', zz!, t-t1)

glx', y1, 2!, t1) dx! dy! dz! di!
fonction de H, rappelons que T (g,h) =< Ig,h >

Par identification la densité spectrale vaut

2
p(i,ﬂ,éﬁ)= 2 2O )
2, .2 .2 b
(g 4740 -2 va
Lod C

(24 124+0H?

La covariance [ de F sur D est ainsi déterminée.

Pour vérifier si elle est cohérente avec les résultats

expérimentaux calculons la densité spéctral

de nuis-
ce puls

sance : On fixe le point d'observation et on étudie la

corrélation en fonction du temps. Soit

v(o,o,o,t)=f e plg,ng,7)dgan alar
A
R,
et posons p(fr)=J“ p (&, T],C,‘Y)didﬂ dg
Par suite R
@ 2
2 1~ d
p(T)=4TTG r 2 |2 2
I (G RN
-2 5 T
c c
Or
4 2
zcz IzZ 224=A[ I2 - = 2 ;
(c1"=17) +b™ 771 (l-a)™+ 8 M+ %+ 8
avec 2 4
28I r4 2 A2 _¢
2r‘2 . 21/2
2«[2rt(r‘+c)
26 52 2 2_ 4 .22
8 .—=—T—2— [P—C ] OU r =C + b T
2r
Le calcul effectif de o (v ) est réalisable et
vaut 2, g2 o
p("r)=4‘|'r02/‘\[IogO[——.*’zS + 1~ 7 dlol
8 8
) 2 1/2
2
p('r)=«/;ncq [log—r+ﬂ(11) i
2.1/2 2 2
rr (r+c”) r-c . r-c

On trouve une décroissance de 6dB par
octave alors que la valeur expérimentale est de 5,25
11 - IMPLICATION d'UN RESUL TAT DE KREIN &
GOHBERG,
Le processus g~-yF(g) engendre une loi de
probabilité PB si le seul bruit B est & l'origine des
fluctuations de pression.

Par ailleurs nous avons introduit le processus

gaussien centré de référence w (dventuellement

o W pour tenir compte de |'énergie o} ; soit

w={Q, 0, P, (wlg;g€H), R, R ) le processus

wiener canonique . On prend pour () I'espace des fonc

tions continues de H dans R et pour G, la tribu des
boréliens., Dans ces conditions la probabilité PB est
définie sur (€, Q) et le processus

Wg = o, a, Pg (wlg), g€ H), R ,%)a pour loi

de probabilité celle de g oy F(g) : les deux processus
w

= €t F sont gaussiens centrés et les covariances

E_ (w(gdwh))
PB

L'expérience améne & penser que le processus

coincident par construction E(F(g)F(h) )=

F estp.s. a trajectoires continues, gaussien centré

et de loi de probabilité P Si l'origine physique du

g
phénoméne est oubliée ainsi que I'équation E, la des-
cription la plus précise de F en tenant compte des pro-

priétés précédentes est précisément w L_e résultat

B
de Krein-Gohberg précise qu'il existe une transforma—
tion linéaire permettant de passer de w a W
Définition ([1] DéfIV 4) : L.e processus
gaussien centré wg = (o, a, P (w(g), g€ H),RR)
admet une représentation causale suivant une famille
m de projecteurs de H relativement & la mesure gaus-
sienne

w =1{0,qP, (wlg),g €H ), R, %), s'il existe un pro-

cessus gaussien(centré)

y=1(@, a, P, (Y, geH), R, vérifiant

a)Vqgém Yg€alH) Y@ € v Y
he a(H)
b) PB : probabilité image de P par le processus Y.

Dans Itutilisation de cette définition la famille
m de projecteurs de H provient des diverses expé-

s gz,... gn, ...n€MN. Pour tout n € v

1
riences g
n . n
q est |e projecteur orthogonal de Hsur H et
I'ensemble de ces projecteurs qn constitue 1.
L.'intérét de cette définition provient du résul-
tat suivant ([1]. Prop IV 5) : sous des conditions

trés générales - qui sont usuellement vérifides en

pratique - et si P est équivalent & Py alors il existe
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une représentation causale de w suivant la famitle

B

T, relativement a . De fagon plus précise, il

existe un opérateur G, linéaire, continu , inversible
de H dans Htel que a)¥g&€H Y(g) =G wig) et
et tel queb) Yg€H Yg&€m avec g€ qgl(H) alors

Yig) € v wi(h)

h € a(H)

La propriété a) signifie que la pression F{g)
ou plutot e processus equivalent Y(g) slexprime
explicitement & l'aide de w. I_téquation E donnait
une relation implicite entre F et w .

La propriété b) signifie que la pression Fl(g)
ou plutdt le processus équivalent Y{(g) lorsque g=gﬁH
est fixé ne s'exprime qu'a l'aide des mesures passées

1 2
95 9,

e gn et l'on voit apparaftre ici la causalité.
La détermination précise dehfonction de cova-
riance I {g,h), g,h € H ainsi que la donnée de la
suite des expériences g] N gz, [N gn, ... définissent
un opérateur G et une représentation causale de la
pression F(g), g €H & l'aide du processus de Wiener
w par Y(g) = G w(g). Ensuite Itexpression trouvée
pour G permet la construction dlun résumé exhaus—
tif { {1 J propiv 8).
IV.FILTRAGE SUR DES EQUAT IONS AUX DERI~
VEES PARTIELLES.

La connaissance de la covariance TI'{g,h),
g,h € H ne paraissant pas assez précise a I'heure
actuellelet I'adéquation de I'équation E avec la ré-
alité pour la détermination de I' étant encore en
discussion, il parait souhaitabie de tester sur un cas
simple d'équations aux dérivées partielles les techni-
ques de filtrage de Bucy-Kalman teiles qu'elles résul-
tent du paragraphe II1.

Partons du modéle & deux paramétres

2 2

u=p6+F§i +Ga__6__ +05W

dud v du 3y 3y v
z= 8+ eV

avec P, F, G, 0, ¢ constantes numériques,e vec—

teur d'état, z observation , W, \Vprocessus de

Wiener.

La discrétisation de ces équations s'effectue
dans le plan (u, v) en introduisant un pas (A u, Av ).
Par suite Vi, jEU\/. u=1Au, v=JAWV.

Le systéme discrétisé devient i,j €W

é(i+1,j +1) =9 (i, j+1)+@¢ (i+1,j) -0 (i,)) +
Pe(i,)auav+F@EI+, -0 0,5 )a v+
Glei,j+1) - (i, au+owli+1, 41 )y Auav

L z(i+1, j+1) =9 (i+1,5+1) + ¢ V{i+1,j+1 N AuAvV.

a
Introduisons I'espace H{i,j) = v{ z(i,j');

D,

i'<i, j' <j} des observations relatives au point
(i, j).

Il stagit d'obtenir Proj 6 (s,t ), estimation

H(s, t
de 8 (s,t) lorsque His,t) est connu (ol (s, t) eMNx V)
et ceci de fagon réursive a partir de Proj 6 (i, )
i, )
avec
t

i <s, jst.

N

(s, t)

i (i+1, j)

Dy
8} . 7

- i i+1 s

Etudions un passage de (i, j) & {i+1,]) c'est-a-

dire une translation horizontale dfun cran. Introdui-

sons ies vecteurs
Ee(i,ﬂ z(i, 1) { w(i,l)j% Ev(i,ﬂ
loti,2) | 2(1,2) | w2 | 2
i ‘ i

105 iz(i)é wii) & (e
E(i’j) ,J I‘Z(i,j) _i E., w(i,j_L !ﬁv(i,i

L.e systéme D prend une forme linéaire sur

6(.) et sur Z(.) . Ce résultat est essentiel

(e(i+1)=ue(i)+ Qw(i+1)EuAv

Liz (i+1) = g (i+1) + eV (i +1 «[AuAv

av_e_c

(1+GA ) ‘ , O 0

(P+F G) p upa v , (1+Gau) 0

C
>

(14F A v} (P+F G)A u A v, (P+FG)auav (1+Gau)

(|+FAv)j_2(F’+F G)Auav ,(l+FAv)j—3(P+FG)AuAV..
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[} 0 0 0 graphe Il et la prévision pour chaque pas « ~~» t!
aa (t+F av)o °© 0 0 ne fait intervenir que les expériences passées ainsi
(I+4F A V)T o (1+FAV)o o 0 qu'il était annoncé, Le résultat Proj 8 (s,t) est in-
H(s,t)
1 o dépendant du chemin parcouru défini par la fonction
(1+F A v g (+Fav ™ oL e .o

~l_a prévision de g (i+1) a partir de g (i) lorsqu!
une observation nouveile, vectorielle Z(i+1), est
effectuée reléve des techniques usuelles de Bucy-
Kalman {[2] p 200). La mise en oeuvre des formules
classiques nécessite les données initiales Piroj8 (i} ;

H{i, )
Observons que |'espace de projections Hl(i, j) dépend
des deux indices (i, ).

Le passage de (i, j) a (i+4,]) puis a (i+2, ]) etc,
ne nécessite aucune nouvelle définition et le résultat
du calcul d'un pas sert de condition initiale pour e
pas suivant.

1l nten va plus de méme si on change de direc-

tion .Arprivés en (i+k, j), nous connaissons

~~
j+1 {i+k, j+1)
]
i itk
Proj 6 (i+k) . Pour monter vers (i+k,j+1), la condition
H(i+k, j)
initiale devient la connajssancede Proj § (I, j) avec |
H(i+k, j)
variant de 1 a i+k ! Il faut effectuer un filtrage

rétrograde ( [2]p215), pour calculer & partir de

Proj 8 (i+k) les divers vecteurs Proj 6 (I)
H{i+k, j) Hli+k, j)
avec | = 1,2,,,., itk-1, Ainsi tout changement de di-

rection nécessite |lemploi d'un filtre rétrograde pour
récupérer la condition initiale.

Soit C=({ila), jle) };a=1,2,...s+t)un
chemin strictement croissant allant de (0,0) & (s, t).
Tout chemin comprend s + t pas. A chaque ¢ corres
pond un espace d'observation
Hile ), ile ) ) 2 ur 2k, 1) ks i{e )y 1<jle } }. La familie
de projecteurs q(o) sur ces espaces H(i( o), jlo))

constitue la famille m totalement ordonnée du para-

awoli (@), jla) )
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NOTATIONS

€189y ... € famille orthonormale de vecteurs de
Lz(Q » @, P

F champ de pression
espace de Hilbert des fonctions de carré in-
tégrable sur un domaine D de R4

I—!n sous-espace de Hilbert engendré par g],g,z.gh

q symbole de projecteur ; qh projecteur ortho-
gonal sur Hn’

R.E, résumé exhaustif intervenant dans un test en-
tre deux hypothéses

w processus de Wiener

z processus dlobservation

{Q, 0, P) espace de Probabilité

(R, ®) espace des réels muni de sa tribu borélienne

Pg:Pg Probabilité image de P par le bruit B,par
le signal S 2 32 52

A L.aplacien > + > + I

dx dy Oz

I'(g,h) covariance définie ¥ g,h de H

o2 coefficient de proportionnalité donnant I'éner
gie du bruit

8 vecteur dfétat

(_j_p_S dérivée de Radon-Nikodym.

dP



