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RESUME

Le recours de plus en plus fréquent aux mé-
thodes numériques pour la résolution de problémes d'Au~
tomatique, de Filtrage et de Traitement du gignal, im—
pose pour tout systdme physique dont on a déterminé
une caractérisation continue (ou modé&le ; par -exem—
ple systéme d'8quations différentielles) d'élaborer
une représentation discréte. Dans de nombreuses appli-
cations les entrées et les sorties du processus sont
des signaux continus, mais le traitement est effectué
sous forme digitale. Ceci implique que l'entrée soit
représentde par une séquence et qu'une fois cette sé-
quence traitée, la sortie soit reconvertie en un si-
gnal continu.

La méthode la plus connue, quand le signal
continu est .3 bande limitée,pour lui associer une s&-
quence,{c'est-a-dire un signal discret) consiste i
1'échantillonner dans le domaine temporel et avec ume
période fixe en faisant correspondre & ce signal la
suite des &chantillons. Cette transformation n'est pas
la seule qui permette de faire correspondre une séquen-—
ce & une fonction continue du temps,

Dans cette communication une classe parti-
culiére de représentation des signaux continus est in~
troduite et analys@e. On montre 8galement qu'il existe
dans le domaine discret une glasse analogue de trans-—
formations permettant de représenter une séquence dis-
créte . donnée par une autre séquence discréte.

Ces deux classes de transformations sont
caractérisées par des substitutions de variables (p ou
z) qui, dans certains cas, sont trds simples et s'ap~—
puient sur l'exploitation des propriétés de certaines
bases de fonctions et en particulier des bases de
LAGUERRE continues ou discrétes.

SUMMARY

In processing continuous—-time signal by di-
gital means, it is necessary to represent the signal
by a digital sequence. In many applications, the input
and output of the system are continuous time signals
but the processing is digital. In such cases the input
must be represented by a sequence and after this sequen—
ce is processed, the output sequence must then be re-—
converted to a continuous time signal.

The most common procedure, when the conti-
nuous time signal is band limited is to choose the se~
quence values to be samples of the continuoug time
function equally spaced in time. This representation
(periodic sampling) is however one of the ways in which
a continuous time function can be represented by a se-
quence.

In this paper a class of representations of
continuous time functions by sequences is introduced.
It is also shown that a parallel notion may be develo-
ped : the representation of a sequence by other se~
quences.

These two classes of representations are
equivalent to substitutions of variables (p or z). So-
me of the transformations introduced are based on the
use of bilinear transformations related to the notion
of LAGUERRE basis (Continuous or discrete representa~
tions).
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1. - INTRODUCTION

Bien que l'origine des travaux sur les re-
présentations discrétes de signaux soit relativement
ancienne puisque les publications classiques de WIENER
[1] et de Y.W LEE [3] datent des années 1930-1935,
c'est & partir de 1965 que l'Btude de cette classe de
transformations s'est développée aux Etats Unis avec
les travaux remarquables de K, STEIGLITZ [6] a [9], de

L.P. BOLGIANO [21] & [24] et de A.V. OPPENHEIM [19]

K. STEIGLITZ s'est plus particulidrement in-
téressé aux bases de LAGUERRE continues et a étudié un
isomorphisme entre l'espace des signaux continus et
l'espace des signaux discrets ainsi que son application
4 l'analyse spectrale.

L.P BOLGIANO a développé la notion de trans—
formée de POISSON et a montré qu'elle permettait de
passer du produit de convolution continu au preduit de
convolution discret.

A.V OPPENHEIM dans un article tr&s connu [19]
a généralisé les notions introduites par les profes—
seurs’ BOLGIANO et STEIGLITZ et analysé les propriétés
des transformations &quivalentes dans le domaine dis~
cret.

Parallélement un certain nombre de recherches
étaient effectues en France dans le méme domaine par
C. BOzzO [10] a [14], R. GENIN et L.C CALVEZ [27]3 [30]
(Université de Brest),-J. RAGOT et M, ROESCH [15] et
[16] (Université de Nancy), G. BORGET et P. FAURE (EDF)
[25] et enfin J.P SAGASPE [17] (Université de Bordeaux)

A partir des travaux de K. STEIGLITZ, C.
BOZZ0O introduit et définit la transformée de LAGUERRE
(transformée en ), en &tudie les principales proprié-
tés et les applique & des problémes de caractérisation,
de commande et d'identification. J. RAGOT et M. ROESCH
reprenant la méme d&finition, traitent des problémes
d'identification [15] dans le domaine déterministe et,
plus récemment [16], dans le domaine stochastique. M.
ROESCH effectue d'autre part, une &tude compléte des
propriétés de la transformée de LAGUERRE discréte,

J.P. SAGASPE généralise l'application de la
transformation de LAGUERRE i certaines classes de sys~-
témes non lindaires et développe des résultats origi-
naux,

G. BORGET et P. FAURE analysent [25] les pro-
priétés des fonctions de LAGUERRE dans le cadre du pro—
bléme de caractérisation des fonctions de corrélation
des processus stationnaires. L.C. CALVEZ [30] traite de
fagon trés compléte les propriétés de la transformation
en z et des fonctions de LAGUERRE continues généraliséges.

La communication présentée comporte des résul-
tats qui apparaissent déji dans d'autres articles ou
rapports techniques. Il nous a cependant semblé souhai-
table de faire en langue Frangaise une synth&se sommaire
des travaux effectuds depuis une dizaine d'année en y
associant certains résultats obtenus par 1'auteur.

On présente dans une premidre partie certaines
définitions générales sur les signaux continus et les
signaux discrets, puis l'on &tudie successivement le
cas des transformations continues, et enfin celui des
transformations discrétes.

2. ~ NOTION DE SIGNAL CONTINU ET DE SIGNAL DISCRET
DETERMINISTES

2.1 - Définition

. 2 ’
] Soit L [~»,»] 1'espace de HILBERT des fonc-
tions de LEBESGUE mesurables f(t) d'une variable t de
valeurs complexes et de carréd intégrable.

L2 est considéré comme 1'espace des signaux
du temps continus. L'espace de HILBERT 12 des séquen-

+o0 .
ces de nombres complexes [fn] de carré sommable se~

n=—o
ra considéré de la m@me manidre comme l'espace des si-
gnaux discrets.

Une fonction dans L? et une séquence de nom-
bres dans 12 seront appelés respectivement signal con—
tinu et signal discret.

. 2
2.2 -~ Transformation de FQURIER et espace g 1

La transformation de FOURIER appliquée
3 un signal appartenant & L2(~«,») donne un signal ap-
partenant 3 un autre espace L2 que nous appellerons do~
maine des transformées de FOURIER et que nous noterons
P L2 (-~w,»),

Théoréme | (PLANCHEREL). §i £z () €12(~=,=) alors :
(1 F) =lig | £(t) Pt

existe pour p = jw € L2(~»,®) et

w 2 | e
(2) <f, f>= [£(t)] at = VTl )
o -Joo

[F(p) |2 ap

JR pt
avec £(t) = lim J F(p) e* dp (3)
R -iR

L'extension de F(jw) 3 l'ensemble du
plan en p quand elle existe, constitue la transformée
de LAPLACE bilatérale.

Théoréme 2 (PAR§EVAL) :
(4)

Si f(t) et g(t%aﬁiLz(—w,m) alors
£() gy (D) dt=2~1‘5f F(p) G,(p) dp

—0 —joo

<f,g>=[

- soit [fn] une séquence de

nombres appartenant 3 12

Théoréme 3 (RIESE-FISCHER) : Si [fp] € 12 alors
(5) F()=lim Z f 2 T existe pour z = QJut et

N-soo oo
n=-N Fred®T g 1210, 20/7]

oli @ est la variable indépendante de L2[0,2n/T].De plus

2 a2 - 5 %5 [F@) |2 & avec
T

=~

F(z) 2™

(6) <[fn],[fn]> =

- 1
n  2nj

z N . .
f ~— les intégrales &tant prises

autour du cercle unité dans le plan en Z.

Theoréme 4 (PARSEVAL) : Si [fn] et [9y] appartiennent
2 3 l-4, alors

(7) <ffalsfgnd > = nZ

¥ dénotant, comme dans le thé&oréme 2, la conjugaison
(p > -p, 2 > 271), Nous appellerons 212 1'espace des
transformées en Z des signaux discrets.

)@y = F(z) G (Z) 5

Comme dans le cas continu, l‘'extension
de F[e ] au reste du plan en Z constitue la transfor-
mée en 2 bilatérale de [fn]

Notons que les variables w et Z ne sont
pas en général relides aux variables w du plan de LAPLA-
CE et Z de la transformée associée & la théorie des sys-—
témes &chantillonnés
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3. - ETUDE DU CAS DES SIGNAUX CONTINUS [19]

3.1 = Etude du développement d'un signal f(t) sur
une base de fonctions ¢(t) linéairement in-

dépendantes

3.11 = Convolution continue — convolution dis-

Un filtre linéaire stationnaire est dé-
erit par l'intégrale de comvolution reliant l'entrée
x(t) & la sortie y(t) et faisant intervenir la réponse
impulsionnelle g(t).

o0

@) y) = x(1) g(t=1) dt A x(t)«g(t)

Soient [x 1, [y ] et [g ] les représentations discrétes
n
de x(t), y(t) et g(t).

[x_ 1, [y,] et [g ] doivent correspondre
respectivement 3 I entree, la sortle et la réponse im-
pulsionnelle d'un filtre discret stationnaire [y,)étant

la convolutlon de [x 1 par [g ]

® 3y, = Zxkgn_k!;_xn*g

S ! n

L'équation ( 9) est vérifide si, et seu-
lement si la représentation d'une fonction continue est
lingaire.
(10) sSsi
(11) alors

f(t) = f](t) +a fz(t)

fn = fln to on

3.12 -~ Analyse des propriétés de la base &(t)

Soit une base ¢(t) de fonctions liné-
airement indépendantes et telle que, & la fonction
®,(t) soit associée dans la représentation considérée,
la séquence [§;_,]1 avec :

(12) (8541
(13) Si_n =0

=Jo, 0, 0 vesu, 1, 0, 0 vu..]
sauf pour i =n et donc 60 =1

Une séquence quelconque [f 1 peut tou-
jours se representer sous la forme :

(16) £ = Z £08,

et la fonctggﬁmf(t) correspondant i [f ] par
(15) f£(e) = E : f ¢ (t) en tenant compte de la pro-
priété de linéarité.

Cette décomposition est unique puisque
les ¢(t) sont lindairement indépendantes.

En appliquant la transformation de
LAPLACE, il vient : -

F(p) = Z £, e,
n=—e

et en appliquant donc cette relation i
mes du produit de convolution (8)

(17)  Y(p) = G(p) X(p)

(18) Z v, 2. Z Z x 8. 2.() o (@

== r=— k==

(16)

chacun des ter-

Soit en effectuant le changement de variable n=r+k dans
le deuxiéme membre de (18) et en tenant compte de 1'ex—
pression (9) de v, dans le premier, il revient

(19)

e, (p) =

e (P 2 (p)

qui permet de déterminer une forme générale des fonc-
tions Qn(p).

20) [e ) =[]

Et donc pour une fonction £(t) appartenant 3 l'es—
pace engendré par EQ(tX
-1, n
£ 4o (] Y

(21) Fp(p) =

n=—x
Soit F (z) la transformée en z de la sé&quence [f 1.
v1ent. -1 .
(22) z " =1¢ (p) c'est-d-dire :

(23) =& T(p)

. La variable 2 s'exprime donc en fonction de la va-
riable p. Cette propriété associée 3 la notion de subs-
titution de variables n'est pas générale et constitue
une classe particuligére parmi les transformations per-
mettant de passer du plan en P au plan en Z.

Les conditions que doivent remplir les ¢n(t) pour
constituer une base compl&te, ont &té& analysées par K.
STEIGLITZ [6].

3.2 - Etude de quelques exemples de transformations

2=T(p)

3.21 - Analyse des transformations 2=T(p) dans

On considére le développement
formée en z bilatérale généralisée).

©

(trans-

24) F¥(z) = ; z 0
(24) (2) = £ £ =

==

D'aprés un théoréme classique :

_ 1 * n dz _
(25) fn—---~2ﬂj a Fz(z)z > n=o0, 1, 2 ....
Soit encore jeo

S % n-1 37(p)
@26) | £, = 7r - Frrelitey] SR 6

Soit £(t) une fonction appartenant 3 Lz[—w, o]
et de transformée de LAPLACE bilatérale Fp(p).

La transformation z=T(p) conservant le produit
de convolution discret, il vient :

@7y (F*rrep) 12 E, (p)

@8 (o (% 2™ = [o, (1"

@9 £(0) = Y £ 8 (0

avec :

et donc en aprz;:ant le théoréme de PARSEVAL & (26)
(30)fn= _ £(t) ?;(t) dt avec : .

6D @ep) = e 2@

Soit encore :

62 | Gep = [e,e17 LB 1) - @

Exemple (Transformées de LAGUERRE et de POISSON)

*8i 2z = T(p)= —& 1 p @n(p)=[-}-};-§’n=z'“(cf.3.23a)
33)) -
T'() _ 2 el :aJn
TGk e ®= Tyas [Hp
*8iz=T() = 7= @(p):,:—l——:In=Z_n
P e 1-p .
T'(p) _ 1 1 1
TG " To Pal®) = T+_p|:1_+3] (£.3.239)

Remarque - Les résultats élaborés sont &galement vala-
bles pour les fonctions £(t) causales, les
intégrales de la forme
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&tant nulles puisque f(t) =
pour t <

o]
(35) J £(t) @n(t) dt

o
(o}

3.22 - Exemples de transformations bilatérales

a) A —-Transformation de LAGUERRE bilatérale et fone-
tions d'OPPENHEIM
On considére la transformation bilin&aire intro-—
duite par STEIGLITZ [6] et dont certaines propriétés
ont &té développées dans [11].

(36) = 10) = 222

Cette transformation comstitue un cas particu-
lier (quand B=2a) de la transformation de LAGUERRE
zénéralisée.

(37) =z =T(p) =

e *rP
8~o-p

On retrouve également au signe prés la L -Trans-
formée de LAGUERRE (cf. 3.23c) pour os=oc B=l.

En exploitant les thBor&mes démontrés ci-dessus,
il est aisé de montrer que cette transformation peut
egalement 8tre analysée sous 1' aspect (38) de la décom—
pOSlthn d'une fonction f(t)E L? [-»,»] suivant les ter-
mes d'une série ge la forme

D PR

n=-w

e !
avec (39) e, (p) &;jjl%

(38) £(t)

b) - Détermination des fonctionms ¢,(t) = Foncticns_de

Fonctions de LAGUERRE

On considére (cf. Annexes I et II) les polynOmes
de LAGUERRE Ln(t) et les fonctions de LAGUERRE.

(40) An(t,cx)=(—1)n 70 e °F L (2at)=/§§An(c,u)

en posant (41) A (ty,a) = (- 1) Ln(Zat)

- n
11 vient, puisqueég[Ln(t)]=Ln(p) = l-'_IELL]

@) D@l = A (pe) = (D /o B (p+a)n+1
; o2 (e p\?
Soit encore (43) An(p,a) = otp (a n p)

Les polyndmes de LAGUERRE constituent une base de
fonctions orthogonales dans L2 [o,=] par rapport i la
fonction densité a e Il est donc aisé de montrer
que les fonctioms )_(t,a) constituent une base de fone-
tion orthonormées sur [o,»] (fonction densité 1).

Soit maintenant les fonctions [6], [11] et [15].

b
[ (t,0) ] =A (tya) pour nm = 1,2,3 ...
b n + -1
(44) Xn(t,a) b
[ (e,001 =2

_n(—t,a) pour n = 0,-1,~2 ..

. © . -
Les fonctions [An] constituent une base complé-

n=1
te de fonctions orthonormées sur {o,=].

Les fonctions [A_n] constituent de méme une base

n=o
compléte de fonctions orthonormées sur [~~,o0]
V2za o - p 1"
av A =22 7P
e |h G - L2822 “5)

Il est donc possible d'écrire

@©

(46)  £(t) = Z

An (t,a)
n=Xw Py
avec (47) fn = J An(t’m) £(t) de

On montre sans difficulté (cf. Annexe III) que si

-1
(48)F (2) = E , £t 20 F) (2)= fie - F [a "Z_l]
n=-3ﬁ_? . 14z - PL 14g
*® _ Y20 ¥l ot pi _
alors Fp(p) <o FX_ a-p | " F(p) (49)

A
Les f_ constituent le spectre de LAGUERRE de
£(t) et le proﬁult intérieur &étant conserve, on peut
8crire © o
w

]
s0) | |£(e)|Pat= Z[f [ = ZM J )| dp

n=—e ~je
1 dz
:mq; |

¢) Fonctions d'OPPENHEIM [19]

-0

La conservation du produit de convolution dis-
cret exige que :

G1) F(p) = Fp L%—f—ﬂ ‘= F(p)

I1 est alors aisé d'établir que les fonctions
¢ (t,o) sont déterminées par

(52) ¢ (t,0) = —--[A (t,a) + A
V20

3.23 - Exemple de transformation unilatérale

(t o)l

a) Transformation de LAGUERRE unilatérale et fonctions
d'OPPENHE IM

Les fonctions considérées sont causales.

* Fonctions de LAGUERRE ~ La base adoptée est consti-
tuée par les fonctions An(t,d).

On montre sans difficulté que (cf. méthode de
1'Annexe III).

/35 [ o - p
(53 2 (py0) = o | o+ p:l

. V +
(54) | F ()= Z5 F} —RS_P} done 39)|F (2=

* Fonctions d'OPPENHEIM

Ieci par définition

. _ 2a ap 1"
(56) (F (P)—F¢[_Q_P soit (57) ¢ (p,a)= ?3:5773157{:a:§j
d'ol
(58) CPn(p,a) E‘/:{:}‘n( p,a) = /EE - (psa)
(59 ¢ (t,0) = :;:: [ A lEs0) + A= (650D 1
20

et donc (60) L(Pn(t,a) = 8 (t,0) + A (t,cx)]

-y Dy £

or (61) ¢ (eso)= vty v

ts

et donc, d'aprés un théordme classique

¢ (tsa) = -& ! <I>n(t,a)z

(62)

-1 n
avec  (63) & (ta) -Z [“—“R]

o+p

b) Etude du cas particulier ou a =]

On envisage alors la transformation en [ intro-~
duite dans [11], [15] et [17] et qui posséde un certain
nombre de propriétés remarquables.

* Variable [ et y. Définitions — Relations fondamentales

64
(64) On pose c = L+ p = eTw
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T étant une constante positive, par analogie avec
les variables Z et w qui sont associées de maniére
classique & 1'&tude des syst@mes &chantillonnés. L'a-
vantage que présente cette suite de transformations se
situe au niveau de la simplicité& des relations liant p
et  qui sont rappelées sur la figure 1.

Figure 1

I1 s'agit donec, en s'appuyant sur les propriétés
classiques des variables Z et w définies 3 partir de la
variable p de Laplace par une exponentiation et ume
transformation bilinéaire d'&tudier les propriétés de
la "woie symétrique" consistant & effectuer d'abord une
transformation bilinéaire puis une exponentiation.

* Transformée de FOURIER

Soit £(t) € L2 [0,»] de transformée de Laplace.
bilatérale F_(p).
P [
Soit £7 1]
L R “n=o

le spectre de LAGUERRE associé
a f(t) et [ f:f]oo le spectre obtenu en décomposant
n=o

sur une base d'OPPENHEIM, Ay fx-l
(65) fg U L St

V2o

La démonstration est &vidente 3 partir de la relation
(60).

Théoréme B La séquence [ f¢ ] constitue le spectre de
FOURIER de la partie réelle (ou de la partie imaginaire)

de la transformée de FOURIER de £(t).

Théoréme A

La démonstration est donnée en Annexe IV.
¢) Polyndme de Laguerre et L-Transformée de Laguerre[11]

gm B . Z_
p-l z=-1

La L-Transformée de Laguerre d'un signal causal
£(t) € L2 [o,»] est définie par
i 1 [Tp-1"
69 £ < D 1o 6 1) = [t ]

n=o
L ~t
= J“ f(t) e Ln(t) dt (cf. Annexe I)
o

On introduit la transformation

avec

(68) fn

Il est trés facile de montrer que :
el

1 _x B
69) |F = - £
(6%) p pFL,_p-l:!

* _ L -n
FL = E £ z
n=0

avec

La transformation modifie la forme du produit de
convolution discret. Les propriétés de cette transforma-
tion sont décrites dans [11].

d) Transformation de Poisson et P-Transformée de Poisson

. Avec les définitions et les notations proposées
par L,P BOLGIANO et M. PIOVOSO [21] en 1968

tn -t
(70) B (t) = =5 e

avec (71) P (p) =1 |1 1@
n l+p ]+p

CRICEDD R 3 £ = r P(t) f(r)ar
=0 [o]

On. introduit la transformation z = L
1-p
-1 _z-1

Z
qui a une forme inverse de celle introduite pour la

L-Transformée de Laguerre

(74)

et donc P=1-;

Pour cette transformation, il y a conservation de
la forme du produit de convolution discret.

4. - ETUDE DU CAS DES SIGNAUX DISCRETS [19], [11]et[15]

Les résultats obtenus dans le domaine discret sont
tout i fait paralléles et semblables 3 ceux développés
dans le domaine continu. Il existe une analogie remarqua-
ble entre les conditions qui conduisent i la conserva-

tion du produit de convolution discret.

4.1 - Opérations sur des séquences comServant la
forme du produit de convolution [19]

On fait 1'hypothé&se que f(t) peut &tre représentée
par deux séquences différentes 3%{% et %gn telles que:
o

(73) £(r) = Z: £ 9 (t)

(74) £(¥) = z £ 8 ()

=~ N T
Si on fait l'hypothése que la base de fonctions
%@k(t)i est compléte, de telle sorte que chaque Qn(t)

puisse &tre développée suivant les ¢ (t), il vient :
[--3

; bk & (B

avec pour les séquences
00

(76) fk =E £f. ¢

e B nsk

(5

8, (0)

L'8quation (76) peut &tre considérée comme repré-
sentant le développement de la séquence f;, sur la base
des séquences 3wn,k%' Ces séquences wn,k jouent donc
le méme r8le que les fonctions & (t) du paragraphe 3.12,

Transformation du produit de convolution

e [E
S T

Figure 2

Soit Y le produit de convolution 77

BT * B
Si x, et g, sont respectivement les coefficients
des développements de x, et g, sur la ?ase des wnAk’
une transformation conservant le produit de convolu~
tion sera telle que si ¥, est le développement de Y

alors :

(78) In = ErEy

Soit wn(z) wn,k

Si 1'on cherche la transformée en z de chacun
des termes du produit de convolution, il vient :

(79) Z_;y_k z—k=Z Z In Yo,k z'k=n; ¥, ¥, €2)

k=—x p=-—x

la transformée en =z de
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Conme Vi = Z X By,

T=—0
I1 vient : lw (z) = w (z) wn—r(z) (80)
qui a pour solution générale wn(z) = [ll)l(k)]n (81)

Quand wn(z)g satisfait (81), les transformées en
z des séquences f; et £ , peuvent gtre associées par
une transformation de variables. Soit F(z), la trans-
formée en z de £(t). Si

-

_k
Fz(z) = Z-:w fx =
IPIRILD PR

Tt n_—oo

Zf [¥, () 1° -Z n;[%(z)]-lg'“:)i% P

=00

Soit

F (2)=

=1

On pose donc  z = [, (2)] ~ = I(=2) (82)

4.2 — Etude d'un exemple de transformation §=I(z)
Fonctions de Laguerre discretes

4.21 ~ Fonctions de Laguerre (cf Annexe IV et

[151)
On consid@re les polynOmes L* (kT 8) de

la variable kT dont les transformées en E (E— ) sont

de la forme :

-8 BT |m
2 2
1 | e -e” E
83) LX(E,8) = 15 —
quand E=e ~Tp et quand la période d'échantillommage T

tend vers zéro, les L,(E,B) sont déterminds par la méme
équation récurrente que les polynfmes de LAGUERRE
L,(t,B). Nous les appellerons donc polynBmes de LAGUERRE
discrets.

Les fonctions de LAGUERRE discrétes seront définies

par :
- -8T —okT . %
A (E, 0,8 1-e A:(E,a,6)=étg(“l)n /- T L )
84) ” n
A (E,CL,B)=—~—_—'—— e LT
n 1w | 1«7 g

Pour B=2a on obtient des fonctions constituant une
base orthonormée sur [o,»] (fonction densité 1).

n
G~e 2aT E-e oT

(85)

A;(E,a) =

De méme que dans le cas continu on peut définir des
fonctions constituant une base sur [~w,=],

bx =%
D¥T,0) 1 =0

b =2*
¥ (T, a)] =A%

n
G_e—ZQT E_e—aT

{(k~-1)T,alpour n=1,2,3...

b¥

(86)).n (kT,a)

[- kT, o Jpour n=o0,-1,-2,
et k o0

avec Ag*(E,a) =E

4.22 - A\¥*~Transformation de LAGUERRE bilatérale
et fonctions d'OPPENHEIM

On considére la transformation introduite
dans [11], [15] et [19] :

-oT oT
(87) z=T(z) = l-e " E (88) z=e ol Itz e " _ o=l
== —-aT =aT
E-e l+z e
Cette transformation constitue un cas particulier
(quand B=20a) de la transformation de LAGUERRE discréte
généralisée.
-aoT
z - e
(B-20)T _ BT
2 2

e - e Z

(89) =I(2) =

En exploitant les théorémes démontrés ci-dessus, et
comme dans le cas continu, il est aisé de montrer que
cette transformation conduit i &écrire :

_aT -y -]
l1-e E
avec ‘l’n (E) = [TJ
E-e

o

00) 5= D ¢

n =—c0 n s

a) Fonctions de LAGUERRE - Transformation bilatérale
On montre que si (cf. Annexe VI)
©0
“n F*(z) = E ; fA z—k alors
A= =k =
k=—
/ —2aT ~o.T.
* _Vl-e ¥ l-e 77E * %
O] P ()= P 7| S | quand o ¥ (2K ()
a une fonctiomnelle
- de T prés
o PP/ i
z)=
A §+e—aT z 14z e oT

Les ﬁg constituent le spectre de LAGUERRE discret
de 3£, ! (qui peut par exemple étre constitué des &chan-
tillons de £(nT)).I1 y a congervation du produit inté-
rieur, mais pas du produit de convolutiom.

b) Fonctions d'OPPENHEIM [19]

La conservation
exige que :

(34) B*(ey e[ L2 E
z v Eee 0T

du produit de convolution discret

soit en utlllsant la défini-
tion de f (cf Annexe VI)

55) w7y — 2D [Tz e
(1-e z)(z e
. G_e—ZaT bx / —2aT
d'ot ¥ _(E,a) = A =
n -aT "'n aT n+1
1-E e E-e
1 b* -oT b*

(96) ¥, (kT,0) = | (KT,0)]

Tz Dy (Toave
-e

4,23 - A*-Transformation de LAGUERRE monolaté~-
rale et fonctions d'OPPENHEIM

Il vient ici

O7) 4, (KT,0)= iy, 17
I-e

(98)

* *
AT (KT 00+ AT (KT,a) ]

_ -aT % *
Wn(kT,a) = [e An(kT,a) + An_l(kT,a)]

E - e—aT
Soit ‘Yn(E,OL)=[———-_-—OLT—]
1-e E

(1_e—2aT> E (E_e—aT ) n
(1_e~aT —aT) —aTE

E)(E-e l-e
ooz 2 \1ete
n 3z —-oT
z—e

n
J et donc

WH(E,a)=

v, (0= S 0,0
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ANNEXE 1

POLYNOMES ET FONCTIONS DE LAGUERRE
ET DE POISSON - NOTATIONS

1. — NOTATIQON DE LAGUERRE - 1880

je3
) e (v =Z

120

n?(n-1)2... (1+I)2
(n-1)!

Les polynOmes £,(u) sont reliés aux polyndmes

L,(u) que nous avons deflnls par la relation :

(2) fn(“) = n! Ln(-u)

En effet le terme général de Ln(u) est de la for-

me @
Lol . C N
@ i 2o i 2! o -0
3 L311% (a=i) -
[n-1) ... (G+DI2 15132 5
[it]1% (o=i)!
La transformée de LAPLACE de Ly(u) &tant
@ LWl =16 =1 [Bgi ?

2, - NOTATION DE VAN DER POL et MADELUNG

i_gu dn(e—uun)

du”

2 (a~ 2
(5) |Bp{w)= Z( l)l n”(n 1(1)1—:;_).;(l+1)

On a donc (6) Pn(u) = n! Ln(u)

3. - NOTATION DE WIENER [1] et de STEIGLITZ [6] 1965

) ~u /—2( 1)n-!—l n!

(n-i)! [i1]?
Il s'agit donc des fonctions :
(8) (=P V2 e L (2w = 2 (£,2) = V2 A_(8) = A ()

eul

avec les conventions que nous avons prises.

La transformée de LAPLACE de An(u)est de la forme:

- 7 T1-p 7"
© Lol =a,e - | 52 ]

4. - NOTATION DE WAGNER, TRICOMI, DOETSCH, MAC LACHLAN,
HEAD et WILSON [4]

89l259?§§ L_(u)= E k-l) — E; d (e
¢ = <n—l>'[1'12 nf g m

C'est la notation que nous avons adoptée pour les
polyndmes de LAGUERRE.

Fonctions HEAD et WILSOW adoptent comme définition des
fonctions de LAGUERRE de la variable 2u.

-u — (.10
(1) e Ln(2u) = (~1) An(u)

5. - NOTATIONS DE BOZZO, ROESCH, GENIN et CALVEZ [11]
FONCTIONS A (t, a, B)

Les polynSmes de LAGUERRE de la variable 8t sont
de la forme :

- _ 1 gt d*
(12) Ln(Bt)~Ln(t,B) ==y e EF

[ &8 Bt Javec B > o

et sont tels que f 3e~6t Lé(st) dt = 1 (13)
[o]

C'est—a-dire qu'ils constituent une suite de po-
lynomes orthonormées par rapport & la fonction densité

8 e ot sur [o,=]. _8t
Les fonctions >\n(t,8)=(-1)n VB e

constituent &galement une suite de fonctioms orthonor~
mées.

L (t,8) (14)

b) Fonctions XA (t,a,B) [11] Par définition on pose :

(15) 2 (t,0,8)=(-D" e™*VE L _(86)=/B &_(t,0,B)avec B30
dont la transformée de LAPLACE est :

_ /B g=a—p | "
(16) Kn(P,a,B) i [";;%flj‘

En exploitant la relation (13) 1l est aisé de
montrer que ces fonctions sont orthonormées par rapport
a4 la fonction densité.

an e—(B-Zu)t
pour (o = o B = 1 on retrouve au signe prés Ln(t)
fo = %- on retrouve An(t, o)
avec quand o =1 B =2 1la fonction An(t)

Relations de récurrence
(18) n L _(Bt)=(2n-1-8t) L1 B8 = (1) L _,(8t)

Cette relation se conserve au signe prés pour les
fonctions An.

ROESCH [15] ainsi que GENIN et CALVEZ [30] adop-
tent &galement la mfme notation sans faire intervenir le
facteur (-1)T et la pondération V8 dans 1l'expression de
An(t,a,B).

6. — OPPENHEIM (1972 [19] étudie les propridtés des dé-
compositions sur les bases de fonctions de la forme :

1
(u) =
% /z

(19) A, + A (W]

7. ~ BOLGIANO (1968) [21] considére les propriétés des
bases de POISSON avec :

n —
(20 B (uw) =S5 ™
I1 vient bien entendu :
~u k k uk
(21) e L (u) = (—1) n T
(22) | e” L (W) = :ii:( nk c P (0
et puisque u_' = t(-l)k Ck Lk(u) (23)
n: =5 o
n
(24) |2 (w) :E:( Dk c L (W)
k=0

formule symétrique de la précédente.

ANNEXE II

RAPPEL DES PRINCIPALES PROPRIETES DES POLYNOMES DE
LAGUERRE Ln(t) ET DES FONCTIONS DE LAGUERRE An(t)

On ne rappelle que les propriétds les plus impor-
tantes pour l'@tude des transformations en z. On trouvera
dans [11], [151, [17] et [30] des analyses détaillées de
ces propriétés (cas particuliers o=1 B=2 ; a=o B=l ou
cas général).
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- Définition : - =
- e ot 75 LB_L_W
) %(nﬂ) Lo+ (t) - (2n+1-1t) Ln(t:) +n Ln_l(t)= 0 ) F ()= B-a-p FA_E'—EIZ’;_I F (z)" T+z Fp[ vz

L(t)—L 1(t)+L (t) =0

avec (5) F (z)= Zf z » et d'aprés (17) (Annexe I)

) _ _ n——w
.En+l) An'.-l(t) + (2n+1-2¢t) An(t) +n An_l(t) 0 o e - ceor )‘ ot e—(B—Za)t i

(2 An(t)' + A (6 == A () + A _ () (6 f = . (6) A (t,0,
|2t An(t) = - (@) An"‘](t) - An(t) * nAn'l(t) En appliquant une formule d'inversion classique de

- Formule de Christoffel-Darboux (5), il vient :

o ZA w (y)-E‘“_l A (O A=A () Ay (7 0y e-L & B [(B-—a) z—a] anz_z=.

X -y n 27j Z+1 l1+z
. jo /g +p \B

- Formule du retard = ._1_ (if-—) d 8

’ 5: 2 J—ng @ g‘“? pap) §%° 0 ®
4) &P = L. (p)L. 2 z :A Ay
@ e d 1=0 ® (T) ® ® L'application & (6) de la relation de PARSEVAL per-

o met d'écrire en identifiant avec (7)
= a T [L - (8-2a)t b }/_ ap \*
&) L (1) =e 12_0: L0 L, () =L .. (8] oy Lre” e = 2 (52
n
Ly e b - /B [: B~a-p ]

(6) An(t—r)= ;—o: Ai(r) [An+i(t) + An+i+1(t)] d'olt (10) A (p,a.B) Feap oa

a 2, - ETUDE DU CAS PARTICULIER B=2¢ DECOMPOSITION SUR UNE

T n~1i BASE DE FONCTIONS D'OPPENHEIM
=e (-1) Ai(t)An_i(—Zr)avec A, (e)=A, (£)

1=0 _JA' l(:::) L'équation (10) devient :

- Application d'un coefficient d'échelle 3=
o st o> [ - w[z2]
1 L 1
A (8) = Z , (G C ()7 L, ()

=0 Fonctions d'OPPENHEIM

et L (1) = nt Ci A (0) %) ) On fait‘l'hypothése que le produit de convolu-
n n 1 tion est conserve.

; i - (12) F (p) = Fi [L‘*_P_]
A [(arp)tl= (%)n z :C; (1 + %) A, (Bt)e C)) pP ?la-p
1=¢

Il vient alors :

- Différentiation et intégration n 2
g .t : (13) Pop,0) = ($B)" 2o
(9) gz [e (0 + A (D] =2e" A (1) omp/ (a7p) (o*p)
aA(t) t 14) ¢°¢ a)-@u b
(10) - _ZJ An(t"f) sh 1 dt ( cpn Ps a+p PsC ) a_P n+1(p, )
[v]
1
© RN et donc (Pb(ta)=—-—[>\(ta)+}\ (ta)]
(ll)JetA(Bt)dt=-—§-§-——ﬁ2—~ et n " /e ’
n n+l
) (B + o)
1 _ ANNEXE 1V
(12) 11—- e t t® A (t) dt:=Cn pour m > n
n. ° n m TRANSFORMEE en [ — ANALYSE DE FQURIER
Soit f(t)€L2 [o,»] de transformée de LAPLAGE
ANNEXE III Fp(p). Par définition de la transformée en r il vient :
TRANSFORMEE DE LAGUERRE CONTINUE BILATERALE - RELATIONS = -1 =
AVEC LA TRANSFORMEE DE LAPLACE BILATERALE (1) F L 1-z = _S_ P
T + (B-o)z-a LI o "
o —a) z~
PROPRIETES DE LA TRANSFORMATION z= ’BTEEE et p= ~ Quand p = ju

1. - DECOMPOSITION SUR UNE BASE DE FONCTIONS DE LAGUERRE (2) Fp[e-JTeQ] - E ff [cos(n’IeQ) - 5 sin (aT.9)]
GENERALISEE )\ (tya,B) n=o

= = &
Ces fonctions sont définies par : En posant o = T.Q w=teg ”
b -

m Ab(t ,B)= [An(t,a,B) ]+ _An-l(t’a’s) pour m > 0 (3 Fp(jw)=x(w)+j y(w) et donc | x(a) = Zf:f cos na

ERE ] = =2

n [A2(t,0,8)]_ =h_, (-t,8=0,20) pour n € o =
- n y(a)=- E £% sin no

- B-arp =/ o

avec A (p,a B)= "OL'P‘, o5 (2) n=0
b La fonction x(a) est nulle pour o extérieur &
avec (3) An(t,q,8)= VB A (t,0,8) 1l'intervalle (-m,7). Soit X(8) la transformée de FOU-

. ) } B _ . RIER de x(a), et xT(oz) l'extension périodique(de pério-
Soit F,(z) la transformée d'une séquence gfnf image de T = 2m) de x(a). On peut écrire :

d'un signal £(t). On pose :
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@) XT(X)=E x_ eI

et puisque x(a) est paire,
+ E :f¢ cos n o
™ n

w©
La séquence [fg]

n=o

rier de la fonction paire XT(Te Q).

) mpa) =

constitue le spectre de Fou—

D'aprés un théordme classique, si G(w) est la
transformée de Fourier de g(t) et si gT(t) [extension
périodique de g(t)] a pour coefficients de Fourier &,

alors :
sin —— — o
2
(6) g(t) « 6w = ,_.,5 6o w) —
n==w = o~ onm
avec G(n wy) _ 21 2
(M gy =—5— > Y% T

Il vient donc ici :

(8) x(a) + X(8) = X(n)
0 r;i m(8-n)
avec £
_X(m) _n, _ X)) _ o
€)) T T T2 X T T f?/
Oou encore : © f(p
X(8) = 26 sin om Nt —=2
n=o0 82 - n
Exemple — On considére
t 1
£(t) = u(t), F(p) = T
d'ol -1 -
x(w) = 3 x(0)=cos? %—; F I—C_I = 1+g s
1+w? 1+ _
(o) = BT x0) = 53 X(1)=F 3 X@)=0, Vn
6(1-62)
-1
F| 15
1§ x(e) 1/2 1+g
f——
w:tg(%) :
& 9 I 1 L
- I 1 2 3

ANNEXE V
PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE EN £ (FONCTIONS. A (t,1)
%3 A, (t)) ; FONCTIONS CAUSALES

]

On considére, dans tout ce qui suit, des fonctions
f(t) nulles pour t négatif. On adopte, d'autre part, la
convention d'8criture suivante :

-1
(1) z*[£()] = F*(x) et ¢ [F¥()] = £(b)
*
I- LINEARITE La transformation en ¢ possé@de les deux
propriétés de linBarité (additivité et homogénéité).
2— INVERSION DE LA TRANSFORMEE — On peut calculer 1'in~

tégrale
_ 1 n—~1
fn - 211'_'[ @r 4 F*(C) dC

par la méthode des résidus, ou utiliser une méthode de
division suivant les puissances croissantes de g1 quand
F¥(z) est rationnelle.

3. - THEOREMES DE LA VALEUR INITIALE ET DE LA VALEUR
FINALE

1- -1
L FE(z)
v

[F#(g)] et £(x)=lim

¢l

(2) f(o)=li121;1_)_1

4, — DERIVATION ET INTEGRATION PAR RAPPORT AU TEMPS

On montre que :

(3) z*[E(p)] = — F¥(r) - ——/Z_T £(o+)
1+z 1+g
f(o+) étant la valeur de £(t) pour t = o & droite.
t 1+C_1
(4) ¥ J £(1) dt | = ——=y F¥(1)
o 1-z

5. - THEQOREME DE LA TRANSLATION TEMPORELLE (THEOREME DE
RETARD) .

On pose o

(5) £(t-1) =Zf /—A (t~1) —Zf /_A ()

n=o
On peut montrer, en utilisant les relations (22), que :

6) £ (-1y3 A (-21) f

et £ = Z( 13 A (21) £ _

]

-]

(7)

avec, par définition : Ai(t)= Vr_[Ai(t) - A —l(t)]
6. — THEQREME DE gA TRANSLATION COMPLEXE - On pose:
(8) 7@ f(r) = ZFa Y2 A_(6)
I1 vient : ~
) T L

(1+ )
+
[fi a] étant le spectre de f(t) relativement aux fonc-
tions V2 Ai [(1+a)t].

7. — RELATIONS ENTRE LES COEFFICIENTS DE LA DECOMPOSI-
TION DE f(t) EN SERIE DE POLYNOMES ET DE FONCTIONS

DE LAGUERRE

Si f£(t) = Z<Pi L (£) = S:fi V2 A, (L) (10)
1=Q 1=0 t

alors

_ z:‘jjj =i—lz(_jj
(ng; /2—J=O( DY 20 ¢y ¢ et §=2 /2_j=o n? cf,

§. - THEOREME DE LA CONVOLUTION

si F(p)=F,(p) F (p) alors F*(c)=[F:<c>FT(c)1]_—f—;] (12)
ag

9. — THEOREME DE LA DERIVATION PAR RAPPORT 3

—1+c—]ﬂ' aFF L
- /2 —dt_l 1+z -

avec 2}‘

g*[tf(e) )=

F (z):] Z“f " (13)

n=o

= (nt+l]) fn+1 + (2n+l1) fn + nf

ANNEXE VI
RELATION ENTRE LES TRANSFORMEES DE POISSON ET DE
LAGUERRE
Les coefficients des développements selon les fonc-
tions P (f) et L,(t) sont définis respectivement par :

p_[° no
(1) fn=[ f(c)i—!etdt
[¢]

n-1

L

2) £ = r £ L_(1) ¢ © ac
’ o

n
. .. L g P
La relation entre les coefficients £ et £ se dé-
duit sans difficulté (cf. BEDARD et BOZZO [11])de 1'ex~
pression de Ln(t)'
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TRANSFORMATION DE LAGUERRE

ﬂ

-TP

L (Le terme en T provient du bloqueur le ).
Ly(e) = Py P
On définit &galement les fonctions de LAGUERRE.
k kP / -
(3) 2( ) Cn £k (5) [ A* (E,a,B) = V1 — e BT A¥(E,0,B)
k=0 o n
) i ( 1)k c ft » 1.3 - Propriétés
=0 La relation d'orthogonalité pour les fonctions
A de LAGUERRE discrétes est semblable a celle dé&veloppée
5i 1'on considére maintenant les coefficients £ par les fonctions continues. Les fonctioms A¥ sont or=
on peut montrer (cf. BOZZO [11] et BOLGIANO [2]])que : thonormées par rapport 3 la fonction densit& (cf Annexe I
(3) )\n(t) D" V2 e L (2t) P(k,0,B)= e_(ﬁ_zm)kT avec P(E,a,B)=[1-E e—(B—2a)T]-—1
4 I si q=r
FeA k =(B=20)kT
6y 1£ = vz -2) -
6y 11, i( (6) kz—o: Apk,asB)A (k,a,B)e Sqr lo si qir
/5 \ ¥ pour oa=o B=1 ., On obtlent les fonctions
P k
7 | £ = £ -
n+l n 'k Vi~ -
|2 k=o A*(E,0,1) = L€ = (E e D! L *(E)
n 1-E
et fg - /3 ol (—l)k Zk Ci ft (8) qui sont des polyndmes de la varlabée kT,
=0 ¥ pour a=f/2 et en posant u = e o
i
L _ n-1 kK Kk oA ARy = YATHZ E"u:l
©) |£ =722 D o 2B T ToE | T E
2, - CALCUL DES COEFFICIENTS ET RELATIONS ENTRE TRANS-
FORMEES EN z et TRANSFORMEE DE LAGUERRE DISCRETE
ANNEXE VII
POLYNOMES ET FONCTIONS DE LAGUERRE DISCRETS 2.1 - Base de fonctions de LAGUERRE
DEFINITION — PROPRIETES Les co?ffigients du développement sur une ba-
se de LAGUERRE discréte sont définis par :
1. - POLYNOMES ET FONCTIONS DE LAGUERRE - DEFINITION had =
*(z) = F¥ () £ 2™
On con31dere les polynOmes L¥ o (kT,8) de la varia- Fz(z) = f A (z) et z) = Lu ¥
ble kT dont les transformées en E(E = z=1 ) sont de la n=o a=o
forme : Z
= g B o ou encore £(kT) = fi‘l kn(kT) (7)
R e 2l n=o
* e - e - (8=
M LE, B~ | ———— en multipliant les deux membres par e (B=20)kT A (kT)
n 1-E 1 E P n
et en sommant de 0 & » , il vient :
1.1 = Relation de récurrence ~(8~
® P& BT oy eqery -
En appliquant le théoréme : k=o n
* 3 *
(2) Be L (KT,8)] = -z 55 [ L (2,8)1] D'aprés la relation d'orthogomalité définis~
. . . sant les A_ en appliquant le théoréme de PARSEVAL, il
2t aprés un calcul fastidieux, il vient : vient : O
_BT BT BT BT (8-20)T gT
2 2 D I
(3) 0 LXT,e)=[(ne “+m1e” ) )k]L ORI / T ¥ e) [ 2 g 2 ] dz
. -(n-1) L Z(kT s) fn” 27rJ [ o~ (B-0)T B z
avec bien entendu L°(kT) = 1
° 81 l'on considére la transformation : )
Quand T tend vers zéro, le coefficient de Lr*i_] tend _BZ_T
- . , —aT
vers (2 n-1-BkT) et 1l'équation (3) tend vers la relation (10 = T(z) = z —e o z=e-°LT 1+z e
de récurrence définissant les polynSmes de LAGUERRE 2=z (8=20)T _ BT _ BT
(t,B). Nous appellerons donec'polyndmes de LAGUERRE 2 2 L4z
discrets'les L (E,B). ¢ € 2 ze
+o
, . tend E2 d T tend é £.An-
1.2 - Fonctions de LAGUERRE discrates A*(kT,a,B) 2 tend vers pg-p duan end vers zéro (e
n KT n nexe III).
7 * ¢ - (e - *
Soit An(kT,d,B) =(-1)" e Ln(kT:B) 11 vient en utilisant la définition de
En appliquant un théoréme classique il vient : A 1 % z
(11) £) = F.(2) z% —=
-(B=20)T  -(-a)Tn no 2mj ATz
1 7 E-e T
(4) {A¥(E,0,B)= ——=— | e T
n -aT ~aT
I-e 7E 1 —e E ~B8T -aT
(12) fA= 1 1~e 4 F* z = e
n 2wj -oT “A (B=20)T _ BT
Quand T tend vers zé8ro, la fonction 'IA*(Eot B) z-e 2 2

o
tend vers ——— [—OL:EP--] c'est-a—-dire vers A (p,a,B).
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_ o (B-20)T
z = e_aT e 2 l—e_BT dz
(B-20)T 8T (B~2a)T BT (z
Z 2 2 7
e - e z e - e z

Il vient donc en identifiant (9) et (12)

-8T -aT
#, (_ Yl-e * 1 - e E
U3)|F (@)= ——7— ) | "g=2w)T BT
1-e % E 2 LR
2 2
e E-e |
BT
Z 2
F¥(z)=z 12 - gt | eoT 1tz e
BT Y iy
e 2+§ I+z e 2
Quand B = 20 il vient en posant u = e
‘/ -2 -
14) F*(z) - 1-u * 1-u E
z 1-u E A E-u

formule qui

Transformée unilatérale que l'on retrouve en
tendre T - o
F @) = V20 * [ o+ p ]
a+p o = p

2.2 - Transformée bilatérale

faisant

On définit les fonctions bilatérales par :

b ¥
LA, (eTy0,B) 1 =

doit @tre rapprochée de la formule (53)de la

[(k-1)T,a,B8]pour n>o

BT
et F*(z) r’]—e_6T F* -aT 1 + 2z e
VBT T T BT
e 2 +2 l+ze 2 _
Quand T tend vers zéro, on retrouve les formes (4) de

1'Annexe III.

-

2.3 - Fonctions d'OPPENHEIM (cas B8=2a)

On fait 1'hypothése que le produit de convolu-
tion est conservé (fonctions monolatérales).

(5]

E -
I1 vient alors :

® *®
Fz(z) = FW

v Iy =i s 28 -
g _{i-u Ej E (i-u*=) o et
TE e (E ~u  (-uE)GE-w woe
/1—u2 EY

d'oi ¥ (B,0) = E 4 GO ——1—3—-A (E,0)

n 1-u E

_ ___l____ -oT % *
@h(kT,u) = ¢§:;:75T’[e An(kT,a) + An_l(kT,a)]

qui est l'équivalent de la relation trouvée dans le cas
continu.

ANNEXE VIIL

ISOMORPHISME ASSOCIE A LA
TRANSFORMATION DE LAGUERRE

La A-Transformation de LAGUERRE associée 3 la varia-
ble ¢ est un isomorphisme entre 1'espace L2 des signaux
continus et l'espace P2 des signaux discrets [6]. Cette
transformation est en effet biunivoque et elle conserve
le produit intérieur. La transformée de LAGUERRE bilaté-
rale a, d'autre part, la propriété de conserver le ca-
ractére de positivité des signaux :

b

(15) An*(kT,a,B)=g ol .
[An (kT,a,B)]_=A_n[—kT,B—a,2a]pour ngo f(t) = o pour t <o sgi, et seulement si
%fne =0 pour n £0
(B-20)T BT [n
avec 5= -5
, b# _ E e E-e REMERCIEMENTS
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et avec (17) Az*(kT,a,B) = BT b*(k’l‘ o,B)

En appliquant le raisonnement du paragraphe 2.1, il

vient, 1'&quation (12) étant inchangée :

dz e

(B=20)T

- _ 2
(B-2a)kT b*(kT N B)% / BT e —
1-e z

=0T

] - e zZ o
(B-2a)T  _ 8T
2 2

e zZ—e
f_ —BT -aT -1
; l-e * I - e z
Si | F*
22 = —ETT W B €Ty 5 S
2 -1 2 2 -1 2
e -e e -




