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RESUME

Cette étude présente une application de
1'analyse dyadique aux phénoménes stochastiques
en montrant que

~ 1l'autocorrélation logique définie dans
l'espace complet des fonctions de Hadamard est
beaucoup plus rapide & calculer a l'ordinateur
que l'autocorrélation arithmétique calculée dans
l'espace complet des fonctions trigonométriques.

- il existe une relation liant ces deux fonc-

tionse.

Le probléme posé dans ce papier est de
savoir s'il est plus rapide pour obtenir 1l'auto-
corrélation arithmétique de calculer l'autocorré-
lation logique puis d'utiliser la relation men-
tionnée plus haut ou de la déterminer directe-

ment par la méthode classique de Cooley-Tukey.
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SUMMARY

In this paper, an application of dyadic

analysis to stochastic processes shows that :

- logical autocorrelation functions are faster
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to compute than arithmetic autecorrelation func

tions. The former are derived from the complete
set of Hadamard functions, the latter from the
complete set of sinusoidal functions.

~ there is a relationship between arithmetic

and logical autocorrelation functions.

An algorithm is implemented for calculating
arithmetic autocorrelation functions by using
logical autocorrelation functionsAand the above-
mentioned relationship. This method provides a

considerable saving in computer time.
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INTRODUCTION

Depuis la connaissance en 1965 de l'algo-
rithme de Cooley et Tukey (1), de nombreux cher-
cheurs ont essayé d'obtenir, aux calculateurs
électroniques, les transformations linéaires le
plus rapidement possible. L'analyse des processus
qui ont amené & 1'élaboration de nouveaux algo-
rithmes constitue 1'étude des Transformations
Rapides Généralisées (T.R.G.). Dans ce papier,
nous donnons & partir de l1'autocorrélation logique

une méthode pour calculer trés rapidement 1l'auto-

corrélation arithmétique.

I - AUTOCORRELATION ARITHMETIQUE

L'autocorrélation arithmétique d'une fonc-
tion temporelle f(t) est définie par la moyenne

temporelle

T-1
1 n
An(x) = lim 5 T f£(t+x) £(t), x=0,+1,...,+27°-1 .
=0
T —» oo t (1.1)
‘n(x) étant une fonction paire, son calcul direct

~1
demande 2" (2n+1) multiplications et additions

de nombres réels.

Ce temps de calcul, proportionnel a la moi-
tié du carré du nombre de termes de la fonction f,
a été considérablement réduit en appliquant les
algorithmes de la transformation rapide de

Fourier (T.R.F.).

En effet, on calcule d'abord la transfor-
mée de Fourier de la fonction f, puis le carré de
chacun des termes de cette transformée pour obte-
nir le spectre de puissance de f, enfin 1'auto-
corrélation arithmétique est obtenue en effectu-
ant la transformation inverse de Fourier de ce
spectre de puissance de f. L'utilisation de 1'al-
gorithme de Cooley et Tukey pour le calcul des

3

deux transformations demande n 2n+ multiplica—
tions et additions de nombres complexes. De plus,
il faut ajouter 2" multiplications de nombres
complexes pour le calcul du spectre de puissance
de f. Grosso modo, pour obtenir l'autocorrélation
arithmétique d'une fonction de 2" termes, il faut
2" (8 n+1) multiplications de nombres complexes et

un nombre comparable d'additions de nombres com-

plexes.

I1 - AUTOCORRELATION LOGIQUE

Donnons d'abord quelques définitions. La

convolution logique de deux fonctions f(x) et

g(x) définies pour x O, 1, eeo, 2.1 est donnée

par
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2"y
z
y=0

-n/2

f(x) ® g(x) 2 f(x ®y) gly), (II1.1)

ot ® est le symbole de la convolution logique,

@ est le symbole du ou exclusif ou encore de la

somme modulo 2 sans retenue

o] 1 (o] 1
0 o] 1 1 (11.2)
(o} 1 1 o]

L'autocorrélation dyadique d'une fonction f(x) est
par définition la convolution logique de f(x) par

elle-méme
2.1
3 fx@y) fly).

=0
M (11.3)
L'autocorrélation logique d'une fonction temporelle

-n/2

1(x)=f(x) @ £(x) = 2

f(t) est définie comme la moyenne temporelle des

autocorrélations dyadiques de f(t).

1
L (x) = lim 5 1(t + x) ,
n
T—»% .
T- n_
! 1 —n/2 2 -1
= lim7F b3 2 T f(t+(x @ y))E(t+y)},
T —s8 -0 y=0
" (1I1.4)
pour x = O,+1, ...,#2 =1,
Le calcul direct de l'autocorrélation logi-

que Ln(x) est plus rapide que celul de 1l'autocor-

rélation arithmétique. En effet, Ln(x) est obtenue

n-1
2 (2™+1) additions

directement en effectuant
arithmétiques et un nombre identique d'additions
modulo 2 sans retenue. Ces opérations sont cablées
dans la plupart des calculateurs électroniques et

donc effectuées trés rapidement.

Sachant que le théoréme de Wiener-Khinchine
s'applique également en analyse logique, on peut
ainsi obtenir l'autocorrélation logique Ln(x) par
une voie analogue a celle que nous avbns utilisée
pour le calcul de l'autocorrélation arithmétique
An(x). En effet, on calcule d'abord la transformée
de la fonction f, puis le carré de chacun des ter-
mes de cette transformée pour obtenir le spectre de
puissance de f, enfin on obtient Ln(x) en effec~
tuant la transformation inverse de ce spectre de
puissance de f. La transformation utilisée est
celle de Hadamard car c'est 1l'une des plus rapides

parmi les T.R.G.

La transformation de Hadamard a pour noyau la

. k s .
matrice H d'ordre 2 qui est donnée par la rela-

k+1
tion de récurrence

Hk+1 (11.5)

ot ® est le symbole du produit de Kronecker de

= H
2 4 W<
deux matrices et

(11.6)
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La transformée F d'une fonction f(x) pour

n .
x =0, 1, «.., 2°-1 est le produit du vecteur qui
a pour composantes les 2" &chantillons de £(x)

multipliés par la matrice de Hadamard H

n+1
F = . H . .
£ n + 1 (11.7)
La transformée inverse est donnée par :
-1
f =F . H (11.8)
n+1

La transformation de Hadamard est unitaire.

T L
n+1

(11.9)

La transformation de Hadamard est une transforma-
tion rapide généralisée (T.R.G.) et peat &tre
obtenue en utilisant l'algorithme de Cooley et
Tukey. Ainsi 1l'autocorrélation logique est calcu-
lée en effectuant 27 (142 n) additions ou soustrac-
tions de nombres réels ainsi que 2" multiplica-~
tions de nombres réels pour obtenir le spectre de

puissance de f.

IIT - RELATION ENTRE L (x) et A (x)

La question qui se pose est de savoir s'il
est plus rapide d'obtenir l'autocorrélation arith-
métique en calculant 1l'autocorrélation logique et
en appliquant la relation qui lie ces deux fonc~
tions ou de la déterminer par la méthode de Cooley

et Tukey.

" La relation qui lie Ln(x) a An(x) a été
donnée par Pichler et se présente sous la forme

suivante
V(ix)

/e vix) By 7t

L (x) A (T, (x)),
n n i

ou T.(x) = x - 2x.(x) , (I11.1)
i i

avee ¥ = 271 + 272 + ... 21V(x)

et M (x) =0 NG = 2y, N, (x) = 2iz | ...

i .
nzv(x) = x - 271 et KZV\x)_ = X .

-2 1
V(x) est donc le nombre de digits unité que con-
tient la décomposition binaire de x. Les %i(x)

v
sont au nombre de 2 (=)

: ﬂo(x) est toujours nul,
les V(x) suivants 3Ik(x) sont &gaux & 27k, k = 1,
2, ..., V(x), les autres sont formés par les som-

mes des )(k(x) précédents pris deux & deux, trois

a trois ..., le dernier Vix) est toujours
. N 2 -1
égal a x.

Donnons un exemple :

-5 - 2° 4 2% |

V(5) = 2 et i = O, iy =2,

- — 5 —_ -
(5 = 0, () = 1, H,(5) = ket W,(5) = 5.
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et T,6 =

A partir de la relation (III.1) difficile & appli-
quer, Pichler (2, 3) a eu le mérite de la mettre
sous forme matricielle.

L =D A
n n n

(II11.2)

N n/2
ou p = 2 T .
n An n
n N
A et T sont des matrices d'ordre 2 et définis
n n

de la fagon suivante :

- A est une matrice diagonale telle que
n

1- &§(x,0) = V(x)

dyx = 2 , pour x =y ,
= 0 , pour X Yy ,
(111.3)

avec 8(x,0) = 1,
-0,

pour x = O,
pour x % O,

n n
pour x = 0,1,2, ..., 2 ~1 et y = 0,1,2,..,,2 -1.

- T. est une matrice telle que ses éléments
n.

t = 1 s'il existe un i tel que y = T.(x) et
Xy : i

t 0 aﬁtrement. On peut obtenir les t en uti-
Xy Xy
lisant un processus équivalent

t = 1, si y >0 est décomposable

x'y

i .,
27, ot les x, sont tirés de
i

(I1I.4)
i=0

=
it

w
.

Nous donnons An et Tn pour

W
COOQOOOR
[eNeNoNoNeNoNtie!
[sNeNoN-NoNtWoNol
[eNeNeNeI NeoNoNe
OCOO0OROOOO
COMmMOOO OO
el -NelcNoNeNolel
|ooo0O0O b o

W
CoocOoCOO0OR
R OOOMmOKO
OrO0OO0OOROO
ro'roORrROOCO
OCooOoRrROOOO
RORrROOOOO
OCMOOOODO
HOOOOODOO

La structure de ces matrices Tn a incité Robinson
(4) 4 en trouver une décomposition en produit de

matrices.

IV - RELATION DE RECURRENCE QUI DONNE Tn

Cette relation de récurrence est donnée par :

5, - [

Tk—l Ok—l
Tk = T* Tk_l , pour k=0,1,2,..., n ,
. k-1 - (1v.1)
oun T = [0] et
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o O-z Tiez
k-1~ * T , pour k=2,3,...,n ,
k-2 k-2 (1IV.2)
ou Ok est la matrice d'ordre 2k dont tous les

éléments sont nuls. Nous avons successivement

1 o * o o
= o 1] ’ 1, = [; 1] !
1 o o o 6o 0 o0 o
0 1 0 o . 0O 0o o0 1
T,= [0 o 1 o, T,=10 0o 1 o0f.
o 1 o0 1 0 1 0 o0
Il est facile d'en déduire que
.1t os (1V.3)
o= T S o -3
ol 0 0
1
- . V.h
Sy 1 (Iv.4)
0 i 0 o0

Les matrices Tk’ T et Sk sont d'ordre 2k. La

k
matrice Sk a des 1 dans la diagonale immédiate-
ment au-dessous de la diagonale non principale,
les autres éléments sont nuls.

. o o o 0]
[é éJ ot [0 0 0 1
S = (o] (0] 1 of .
I N 1 0 0
En tenant compte de (IV.3), on obtient la rela-
tion de récurrence donnant Tk en fonction de

S
Teoq ©t Sy

Tk~1 Ok—l
(Iv.5)
T
Tk-lsk-l k-1
*
La structure de cette derniére matrice nous inci-

te 4 chercher une décomposition de la forme

Tk—l ok 1 A B
T = Py

T, [ D
ok-l k-1

(1Iv.6)

-

ou A B CD sont des matrices & déterminer. On

trouve en effectuant le produit de ces deux ma-

trices
= B = = D=1
A=T ., 0.4C =85, _, et et
o I , est la matrice unité d'ordre 21 | La
relation (IV.6) devient
0
Tk—i ok—l Ik—l k-1
Tk = (Iv.7)
I
Ok—l Tk-l sk—l k~1

En appliquant cette relation a T dans (1V.7),

k-1
Tk s'écrit

* -,
Aprés avoir envoyé fin janvier 1975 notre résu-

mé au Secrétariat du Colloque, nous avons eu
connaissance d'une publication de Lopresti et

Suri dans un IEEE de déc. 74 donnant la méme décm-
position.

.
T 0 1 0
k-2 k-2 -2 -
k k-2 0,y
T
Ox-2 Tkog| [Sk-2 Txez
k Teez %zl Ik-2 k-2
O
Oz Teop||Sk-2 Tk-g
T 0
k-2 k-2 o
- k-1
I 0 0
. k-1 k-1| k-2 T,
Se1 Tket Teez %-2
o )
k-1 O 5 T o
Tz %2
k-1
. Sz Tkez x et Oeq
I 0
o k=2 k-2 Sy Loy
k-1 s I
k-2 k-1
- (Iv.8)

Aprés avoir appliqué (k-1) fois la relation (IV.7)
i T

aux matrices k-1

ce diagonale Ik. Ainsi, toute matrice Tn peut se

y» on finit par trouver la matri-

décomposer en un produit de matrices de la forme

1
T =1 n (C (IV°9)
n n ken-1 k
=1 % _, (cn-z "61 . (1IV.10)
3& 0
ou CCk = :!’k ) (IV.11)
0 Sk
In—k on—k
avec ¥ = . (1V.12)
kg 1
n-k n-k

Les éléments de T,

 autres que ceux de $k sont

nuls.

V - RELATION MATRICIELLE RELIANT A A L_ET
ALGORITHME DONNANT A n n

De la relation (III.Z2), on tire

A =1 'in , (v.1)
n n
p~ 1.t p-t , (v.2)
n n n
N -1 : n n N
ol Ah est la matrice (2 x 2) diagonale dont
les éléments d sont donnés par
- - n
dyx = dyx , pour x=0,1, eee, 2 =1 . (v.3)
et T;i est la matrice inverse de T
-1
T
-1 n-1 On-l
T = .
n -s 71 -1 (Vb
n-1 n-1 n-1
-1
= s = .
et T [1] ot S_ [o]

De la méme fagon que pour Tn, on trouve que @ -

589
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n-1
1L ‘5;1 1, (v.5)
n k=1 n
-1 -1 €1
=<t CCZ PP PR (V.6)
gt 0
N -1 — 1
ou'ﬁk = )fk (V.7)
~1
0 jk
-1 In—K On—k
ety " = (v.8)
k - sn—k In—k

D'aprés (V.1), (V.2) et (V.3), l'autocorrélation
arithmétique est donnée en fonction de 1l'autocorré-

lation logique par

n-1 _»-1 .
A = n qik I INEE A (v.9)
n

n - kel n ol
Rappelons que Ln l'autocorrélation logique est
représentée par un vecteur colonne a N=2" compo-
santes et que A;l est une matrice (2n x 2n) dia-
gonale. Le produit A;l . Ln gqui donne un vecteur
colonne a 2" composantes demande 2" multiplica-
tions (de nombres réels). Le produit de ce vec-

. -1 . .
teur par la matrice (Cn réclame du fait de la

-1
N -2
structure de cette derniére 2n

soustractions
(de nombres réels).
-1 -2 -
Dans (C , nous avons 2" matrices :? 1 H
n-1 n-1
I 0 1 ] (o} ¢}
9;f1 =t 1 - lo 1 0o o
—51 I1 o} (o} 1 [0]
o -1 o} 1

Seule la derniére ligne de ces matrices contient

-1
- 1 et + 1. Le produit de q:n avec un vecteur

1
colonne qui donne un vecteur colonne se raméne a

n-2 . -1
effectuer 2 soustractions. Dans Tin

51 nous
avons 2n—3 matrices 3_1 :
n-2
1 0 0 0 0 0 0 0]
0 1 0 O O O O O
I O 0 0O 1 0 O O 0 O
-1
Sn-z = 2 2 oo 0o 1 0 0o o of.
52 12 ~]o o o 0 1 O O O
o 0 0-1 0 1 0 O
0 0-1 0 O O 1 O
0O-1 0 O 0 O 0 1}
Seules les troig derniéres lignes de ces matrices
contiennent - 1 et + 1. Le produit de (6;12 avec
le vecteur colonne précédemment défini demande
3 x 2n—3 soustractions.

-1 — - -
Dans 3 , nous avons 2nma 1 matrices ¥ 1 :
n-q n-q
1 1 o]
y _ q q
n=4q -s I
q q

Seules les Zq—l derniéres lignes contiennent +1

et - 1. Le produit de a€-

n
n-q-1 (2%9-1) =

avec un vecteur colon-
. n-1 n~qg-1
ne réclame 2 2 - 2 soustrac-

<

tions. Le nombre total Ng de soustractions pour

effectuer le produit de matrices (V.9) est obtenu

en sommant 1l'expression ci-dessus de q = 1 a
q=n-1
n-1
N, = (n - 2) 2 + 1 . (V.10)

s

Le calcul & l'ordinateur de l'autocorrélation
arithmétique en utilisant l'algorithme précédent
est trés rapide. En effet, 1l'autocorrélation
arithmétique d'une fonction f(x) définie par 2"

. n+1 .
échantillons se calcule en effectuant 2 multi-

1

. . n- P .
plications et 5 n 2 additions ou soustractions

de nombres réels, c'est-a-dire

- 2"(1 + 2 n) additionset 2" multiplications

pour obtenir l'autocorrélation logique Ln de f(x),

- 2" multiplications pour effectuer le pro-
duit de matrices A;l Ln. Du fait de la structure
-1 .
de A 7,
s}

décalages.

ces multiplications sont en réalité des

-1 ) ,
- N = (n-2) 2" 4 1 soustractions pour

appliquer 1l'algorithme qui permet de passer de Ln

a A .
n

Lopresti et Suri (5) présentent les graphes
des transformations (IIX.2) et (V.1) ainsi que
deux tableaux. Ils permettent de comparer les
nombres de multiplications et d'additions & effec-
tuer pour obtenir l'autocorrélation arithmétique

en utilisant les méthodes directes par la T.R.F.

et indirecte par l'autocorrélation logique.

VIl -~ EXEMPLES

Nous présentons un certain nombre d'exemples
pour montrer que plus le nombre d'échantillons de
la fonction a autocorréler est grand plus la dif-
férence entre les deux fonctions est petite. Ceci
estvvraisemblablement di & la nature statistique
des fonctions d'autocorrélation logique et arith-
métique. Pour ce faire, nous présentons des traces
sismiques tirées d'une étude faite en Mer Méditer-
ranée représentées successivement par 256, 512 et
1024 échantillons. Le pas d'échantillonnage est de
4 ms. Nous donnons également les spectres séquen-
tiels et fréquentiels ainsi que les autocorréla-
tions logiques et arithmétiques de ces traces et
leur différence. Les amplitudes de cette derniére
courbe ont une moyenne nulle et un écart-type qui
décroit en fonction du nombre d'échantillons,
comme le montre la derniére figure. On peut penser
que les autocorrélations arithmétiques de fonc-
tions qui ont au moins 4096 échantillons sont

assey. bien représentées par les autocorrélations

£90
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logiques.
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