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RESUME

Le critére de Neyman-Pearson apparait dans
la détection de deux hypothéses quand les méthodes bayé-
siennes ne s'appiiquent plus, soit parce que Tles colits

des décisions ne sont pas définis ou méme comparables
soit surtout parce que les probabilités a priori des

deux hypothéses ne sont pas connues.

La question peut &tre élargie dans Te cas
d'hypothéses multiples pouvant étre séparées en deux
groupes dont les probabilités a priori ne sont pas
connues.

Ceci s'applique tout particuliérement dans

deux cas extrémes suivants : 1'hypothése bruit seul

(H,)
décomposer en un nombre fini d'hypothéses partiellés,

est simple, mais 1'hypothése signal H1 peut se

ce qui peut représenter la détection d'un signal de
temps d'arrivée inconnu mais probabilisé ; 1'hypothése
est simple, mais Ho peut se décomposer, ce qui repré-

paramétras irconnus maisc pre-

sente le cas diun bruit 3

Gu

se déduisent das

3 ae Bayes.
s comparaisens des straclgies sont eifecs

tuées sur des sxemples particulier:.

i

(&3]

SUMMARY

The Neyman-Pearscn strategy is used for
the detection of two hypothesis when the bayesian
methods cannot be used. That is the case when the costs
of the decisions are not defined or when the a priori
probabilities of the two hypotheses are unknown.

The problem can also be studied in the case
of multiple hypotheses, which can splitted in two group
with unknown a priori probabilities.

This can be applied in two particular cases :
the hypothesis noise alone (Ho) is simple, but the hypo-
thesis signal (Hl) can be decomposed in a finite number
of partial hypotheses, and that is particularly the
case of radar signal with unknown arrival time ; the
other case is when H0 is composite, which is the case
of a noise with random parameters.

We study the most important methods of sol-
ving these problems, and we show particularly the con-
nection batween the hayesian strategy and a priori or
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I - INTRODUCTIOW

Sous sa forme la plus &lémentaire, la théo-
rie de la détection d'un signal dans un bruit se ramé-
ne & un test entre dewx hypothéses (H, bruit seul ;
Hy signal plus bruit). [1]

Dans la théorie des tests de deux hypothéses

0

le critére de Neyman-Pearson (N.P.) s'introduit lors-
que les méthodes bayésiennes ne s'appliquent pas soit
parceque les colts correspondent aux situations HO et
H1 ne sont pas comparables ou méme ne peuvent pas étre
définis, soit parce que les probabilités a priori des
hypothéses en présence sont inconnues.
On est alors conduit & rechercher un test

rendant maximum la probabilité de détection B pour une
probabilité de fausse alarme a inférieure & une valeur

donnée d'avance a_. Le calcul conduit alors au test

de N.P. fondé suro1e rapport de vratsemblance qui est
une statistique suffisante dans le choix entre deux
hypothéses simples.

Pour de nombreuses raisons 1'approche de N.P.
nécessite d'étre dtendue au cas d’'hypothéses multiples
et nous examinons dans ce papier plus particuliérement
les situations suivantes.

Supposons tout d'abord que Hl (hypothése si-
gnal) soit composite et décomposable en hypothéses {hi}
de probabilités a priori {ﬂi}’ les lois de 1'observa-
tion sous ces hypothéses étant {pi(x)}. Supposons par
ailleurs que le probléme de test ne consiste pas seule-
ment & choisir entre Hy et Hy (détection pure), mais
entre H0 et 1'une des hypothéses h; {détection et
classification).

Cette situation est une approche de celle
bien connue en radar ou sonar, ol sur une observation
on doit non seulement détecter 7’existence d'un signal
mais son temps d'arrivée, c'est-d-dire la position de
1'objet & détecter [2].

C'est également le cas des commnications di-
gitales binaires ol le signal n'est pas toujours pré-
sent, et ou 1'on doit décider entre trois hypothéses :
Ho’ pas de signal et h1 ou h2.

Lorsque les probabilités a priori de Ho et’
H1 sont connues, le probléme est résolu par des métho-
des bayésiennes. Si par contre ces probabilités sont
inconnues, on peut introduire une probabilité de clas-
stfication correcte B et chercher & la rendre maximum
pour une valeur bornée de la probabilité de fausse
alarme. C'est Ta premiére généralisation du critére de
N.P. que nous étudierons.

Une autre situation opposée est également
digne d'intérét. I1 peut arriver que H0 (bruit seul)
$0it une Zypothise composite, ce qui est le cas lors-

que le bruit comporte des paramétres aléatoires. On
peut toujours appliquer & ce probléme le critére de
N.P. moyen, en réduisant H0 a une hypothése simple.
Mais cette réduction peut étre artificielle pour cer-
tains problémes ou méme impossible et on peut tenter
de maximiser la probabilité de détection en imposant
une borne a toutes les probabilités de fausse alarme
eonditionnelles. Le test ohtenu sera appelé test de
H.P. conditionnel (N.P.C.) dont nous présenterons

briévement la théorie et quelques propriétés [3].

II - DETECTION ET CLASSIFICATION D'HYPOTHESES

2.1. Notations de base

L'hypothése H, est caractérisée par sa proba-
bilité a priori ny et la loi d'observation po(x) sous
cette hypothése.

L'hypothése H1 se décompose en n sous-hypo-
théses ["i’ pi(x)], et 1'on a &videmment

(1) %1 =1-m

ol %1 est la probabilité a priori de H; et
N n

(2) pl(x) = i-i "Tl.i p-i(x)3

4"
ol pl(x) est 1a loi d'observation sous Hl’ les {n'i}
étant les probabilités conditionnelles des hi sous
Hl’ définies par

s

' - 1
(3) LA Pr‘[hilHl] =T N

Le probleme consiste & trouver une fonction test ¢(x),
c'est-a-dire un ensemble de (n+l) fonctions {¢i(x)}
ne prenant que les valeurs o ou 1 et telles que V¥ x

n
(4) z

d'oll i1 résulte

(5) 2:(x) 05(x) =0, 143

Ces fonctions {¢i(x)} réalisent une partition de 1'es-
pace d'observation en (n+l) &léments, qui sont les
régions de décision de toutes les hypothéses.

Supposons connues toutes les quantités
["i’ pi(x)I. La probabilité de décision correcte s'é-
crit évidemment
n
(6) P =1L,

C 1

" @1(x) pi(x) dx
0

. RIS
et 1a sclvtion de Bayes QLL‘“i}o] est celle rendant
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maximum cette expression.
IT est bien connu que cette solution s'écrit

(7) ¢?(x) =1 pour i rend maximum TS pj(x)

Si pour certaines valeurs de x i1 existe plusieurs
entiers 11, 12, ... rendant maximum T pj(x), on choi-
sira pour i 1'un quelconque de ces entiers. Ceci signi-
fie qu'il existe une zone d'indifférence dans le choix

2
Pour introduire le critére de N.P. i1 est

bayésien entre les hypothéses hi s hi
1

commode de définir les probabilités de fausse alarme
a et de classification correcte g.

La probabilité de fausse alarme est défi-
nie par
n
(8) ao=1- J 2, po(x) dx = J ii @i(x) po(x) dx

et celle de classification correcte est 1'analogue de

PC 1imitée au cas des hypothéses hl’ hz, cees hn’ d'oli
n

(9) B = J ii ﬂli q>.i(x) pi(x) dx

ol les n'i sont données par 1'Eq. (3).
On peut alors simplement montrer que

(10) Pc=no+(1-1r0) [B-koz]
avec

"o
(11) k = T

L étant la probabilité a priori de 1'hypothése Ho‘ On
peut donc tout aussi bien écrire la solution de Bayes
par les deux notations

B n B n
(12) o [tn3gl ou e [tn' 1]
2.3, % _4.P. optimale

Cette rotation nous conduit directemen: au
critére de M.r. Supposons gque Tos donc k, ne soit pas
o - . . NP
conit. On peut aiors chercher la fonction test ¢ (x)

telle que § soit maximum pour o satisfaizant a
{13} a 2.0

Sans entrar dans les détails nous allons in-
diguer 12 it conducteur de la solution de ce probléme.

Seit € da classe des tests ¢ définie par
o
{14) 4 & COt e« alel <o
o

-3
Posons alors

{15)

IT est aisé de voir que 1'équation

(16) a(k) = o,

a une solution unique. En effet posons

(17) f(x) = Max wt

i:l,yn

Dans 1a solution bayésienne ¢B la région de

1'hypothése R est définie, d'apres (7) par

os(x) =1 siomopo(x) > f(x)
ou encore
p (x)
(18)  Bx) = -2 z%o =ik,

I1 en résulte que a(k) peut s'écrire

(19) a(k) = Pr [B(x) < 20K | H]]

k

qui est une fonction de répartition de 1a v.a. B ce
qui prouve que ¥ G il existe un seul ko satisfaisant
a a(ko) = age

On peut alors écrire, d'aprés la propriété
d'optimalité du test de Bayes et d'aprés (10) que ¥ @

Q) = 8(e) - ky (o) < s(¢EO) - &, a(@Eo)

(20)
Appliquant cette inégalité 3 la classe Cu s

en utilisant 1'Eq. (14), i1 apparait que ¥ ¢ € Ca °

0

(21) B(2) < 8(op )
o]

ce qui montre

NP _ B [, N
(22) o = ¢ko[{ﬂ 1]

Ainsi la solution de N.P. est la solution de

Bayes eclenlée porr lo voleur ko ‘esue de la donnée de

Ciuizee ot pap D7Ee. TTE).
rasumer .
suivante
NP - o
(a) o (x) =1 31 B(x) = b(aoj
ol s{ao) est un seuil daterminé par o
. HD
(bY si by {xj = o0,
NP . o , ) . .
o, {x) = i, 51 1 rend meximum ; pj(x;

i

2.4. Stratégie N.P._ avec détection préalable [2]

______ qle_f.r. ayec gelection prealable |
On pourrait penser que le probiéme traitié

ci-dessus peut se décomposer en deux parties :

a)- Tester Hj contre H; {dévecticn)
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b)- Dans le cas d'acception de Hl’ choisir hi’ i:la

n (classification).

Le premier probléme peut se traiter avec le
critére de N.P. et conduit & comparer un rapport de
vraisemblance L(x) & un seuil. Le second se traite par
une méthode bayésienne. La fonction L(x) est évidem-
ment définie par

L(x) = SQLK)
pp(x)

ol 31(x) est donnée par 1'Eq. (2).
La solution s'écrit donc

(@) N () =1 sioL(x) z s(ey)
ol S(ao) est défini par %y
) si o) <o,
¢NPD(X) =1 si i rend maximum n'.p.(x)
0 373
I1 est donc intéressant d'évaluer et de com-

parer les performances des deux méthodes (2.3) et (2.4)

Les deux procédures (NP optimale, N.P.0. et
N.P. avec détection préalable, N.P.D.P.) ne différent
que par le domaine de non détection, ou de décision de
1'hypothése Ho' Dans la solution N.P. optimale le choix
de H, se fait en comparant B(x), Eq. (18) & un seuil,
et dans celle avec détection préalable c'est le rapport
de vraisemblance L(x) qui est utilisé.

L'idée de séparer 1'opération complate en

deux temps peut sembler correspondre & une pratique

axpérivantale, la phase de détecticn correspondant a

usr panse d'atiente, avant de metire en oeuvre une

croliiurs de cizssification.

Toutefois cette séparation peui tout aussi
oien sa Taire dans la soluticn de N.P.0., en effectuant
sur 1'cbservation un choix préiiminaire sur HO. La
structure de B{x) montre seulement gue ce choix isulé
n‘esi pas un test d'nypothése optimal.

i1 pourrait apparaitre intéressant de compa-
rer "es verformances de ces méthodes.

Pour faire cette comparaison, on peut géné-
relicer la notion de courbes caractéristiques opération-

nelles de réception, (L.0.Rj qui prasentent

F T

FRINE )

(@) s -
11 est bien évident que pour o donné,

données du problémel.

BD p < ﬁo’ en raison du caractére optimal de ia sclu-
tion N.P.0. Mais i1

férence sur un exemple particulier tiré du probléeme

est intéressant d'évaluer la dif-

des communications binaires digitales.

Supposons qu'en plus des symboles binaires
1 ou?2il yait des cas de probabilité inconnue ou
aucun symbole n'est transmis (hypothése Ho)'

Les données du probléme sont donc po(x),
pl(x) et pz(x), Toi de 1'observation sous les 3 hypo-
théses et n'l, n'z =1 - n'l probabilités condition-
nelles des symboles 1 et 2 quand ils sont &mis.

Les fonctions f(x) et P(x) sont définies
par les Egs. (17) et (2), soit

(24) (x)

Max [n'y pp(x)s (1= 7'q) py(x)]

(25) B(x) = 7'y pp(x) + 1’5 py(x)

I1 s'agit alors de tracer les courbes

(26) B = f[d. 5 Tr'l’ pos pls 92]-

Ce probléme é&tant trop général, nous allons
nous limiter au cas de signaux antipodaux en présence
de bruit blanc gaussien. En appelant gc(x) une loi de
Gauss centrée; unidimensionnelie et de variance o, on a
(27) Po(x) = g, (x) 3 py(x) =g (x - s).

2 2
Aprés un calcul qui ne présente guére de
difficultés, on peut montrer que si $1 = 7 Sy c'est-a-
dire si les signaux sont antipodaux, les deux méthodes
sont rigoureusement équivalentes.

Par contre si s, # - S, laméthode N.P.D.P.
apparait sous optimale par rapport a3 la méthode N.P.0.
mais la différence est tellement faible que 1'on peut
encore les considérer comme pratiquement équivalentes.

11 conviendrait de compliquer le modéle, en
chnisissant par exemple des signcur orthegonaux pour

gvatuer d'éventuyelles différences entre les deux solu-

[

ions,

I11 - DETECTION DAMS UN BRUIT A PARAMETRES ALEATOIRES

3.%i. Notations de base

Ce probléme est exactement symétrigue de ce-
Tul traité au paragraphe précédent. Nous suivons le
13
méne déroulement, en simpiifiant 1'exrosé.

L 'hypothése H, est supposée simple et carac-

1

térisée par w,, p](x).

L‘h&potﬁése H0 est supposée composite, et
représente un bruit comprenant un paramétre aléatoire I.
Soit ply)
Ta loi conditionnelle de 1'observaticn, dans H0 et pour

la loi a priori de ce paramétre et po(x, Y)

y donné.
Comme i1 s*agit d'un test entre deux hypothi-
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ses, la fonction test se réduit a ¢ =

¢, = 1 - ¢1(x).

¢1(x), puisque

L'expression (6) devient

(28) Po= (1-m) + Jr #(x)[ry Py(x) - (1 -«

1
Po(x)] dx

avec évidemment

(29 Byx) = | by, ¥) By .

En introduisant la probabilité de détection 8 et de

fausse alarme moyenne a définies par

(30) 5= [ el py(x) ox

(31)

on voit aisément que rendre maximum Pc revient 3 rendre
maximum 8 - k o, avec k = (1 - )/
Ainsi la stratégie de Bayes est caractérisée
. B
ar la fonction test ¢ telle que
P ks ply) q

B

(32 6 Lyl stex) >k [ lx v) B é

Supposons m inconnu, et p(y) connu. On peut
alors rendre 8 maximum pour a donnd, et la solution
s'obtient comme précédemment. On trouve alors

NPM B

(I)"
k, plyv)

(33) @, p(v)

ol k est Ta solution unique de 1'équation

(34) & Do, peny] = o

Supposons maintenant qu'on veuille s'affran-
chir de la connaissance de p (y) pour la fausse alarme.

On peut alors chercher le test rendant g ma-
ximum pour
(35)

qJ(X) p (Xs Y)

d < a
o - 3

a(e, v) = J

ce qui signifie que la probabilité de f.a. conditionnel-
le est maintenant bornée.

L'existence de ce test n'est pas assurée,
mais indiquons brigvement le fil du raisonnement [3].
Soit Ca la classe des tests vérifiant

(36) ne C, LY

<> &(Q’ «'r) E o

Soit k et q(Y) le scalaire et 1a loi de pro-
babilité qui, s'ils existent, vérifient
(37) &@B ] =a
ks a(y)

et posons

En vertu des propriétés du test de Bayes on
a pour tout ¢

(38)  8(e) < B(e") + Kk [a(e) - a(¢™)]
Si de plus ¢ € Ca, a(@, v) < a = &(¢*), d'oll en moyen-
nant, a{®) < a(@*). On en déduit que Y ¢ € Ca,
%
(39) B{¢) < 8(e")

et o* est Te test cherché. D'aprés (32) il s'écrit

f

(40)  #% =1 siopy(x) >k | pylxs v) alv) dv

oll k et q(v) sont déduits de (37)

Lfexistence de ces solutions n'est pas assu-
rée dans le cas général.[3]. Toutefois on”peut montrer
que Te couple [k, q(y)] existe si 1a paramétre prend
ses valeurs dans un ensemble fini.

Comme précédemment i1 est intéressant d'en-
visager des cas particuliers pour examiner comment

s'appliquent ces résultats.

Exemple 1 :
Soit une suite de n v.a. Xi’ indépendantes,
gaussiennes, de variance cz, centrées dans 1'hypothé-
se H1 et de moyennes {51} ou {'Si} dans Ho‘
Le test entre HO et H1 admet un résumé
exhaustif Y = £ X

donc au suivant

Si/oz, et le probléme se réduit

Hy p1(y) = N(o, d)  (loi normale)
PRYs
Hy Polys 1)= N(-d%, d)
po(¥s 2) = N(+d, d)
avec d2 =z s?/oz.

Dans la stratégie N.P.C. i1 faut maximiser
g(e) pour al(é) <a et a2(¢) < a.

On peut voir assez aisément que la symétrie
du probléme impose que 1a loi q donne une probabilité
% aux deux situations 1 et 2, et le test N.P.C. ¢(y)
vaut 1 si

(% + d}z = exp %(y
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ou encore

1 %2

(41") Chy < e

Ainsi le domaine de décision de 1'hypothé-
se H est du type ly] < s. C'est pourquoi les probabi-
lités de fausse alarme conditionnelles, &videmment
&gales, et de détection se calculent & 1'aide de Ta
fonction erreur.

Pour comparer ce test & celui de N.P. moyen
i1 faut supposer connues les probabilités P1 et Py des
deux composantes de 1'hypothése Ho' Nous pouvons donc
calculer la probabilité de f.a. moyenne

(42) i(0) = by ay(0) + by ay(0)

Par un calcul tout & fait similaire on
trouve que le test N.P.M. s'écrit alors

(43) o =1si |y- %-Log(pl/PZ)l <S,

ce qui permet évidemment & 1'aide de la fonction erreur
de calculer ag(e), an(®), a(e) et 8(2).

L'examen de (43) montre que si Py = Pos 1a
région de décision de 1'hypothése H1 est encore de type
l[y] < s, et les stratégies N.P.M. et N.P.C. sont iden-
tiques.

On ne peut trouver de différences que pour
P # Py et nous prendrons le cas particulier ou
Py = 1072 et Py =1~ 1072, En supposant de plus d = 5
on peut aisément obtenir les résultats suivants.

Pour ap =
s"PC - 0,53,

Si on suppose Max (aq, a,) = 10_5, on ob-
tient o ¥ 107/ et BNPM = 0,20, ce qui montre 1'avanta-

o, = 107° = a, on calcule

ge de la stratégie N.P.C.
Par contre si on impose a = 10_5, on dé-

"PM = 0,69, mais ceci conduit & Max (aa,)¥ 3.107

duit 8 4

D'autres exemples plus complets seront
publiés ultérieurement.

Exemple 2 :
Soit (X;) 1 =1, ...
gaussiennes indépendantes de moyenne connue (Si)

, N une suite de n v.a.

i=1, ..., net de variance unité dans 1'hypothése
Hl’ et centrées et de variance inconnue a & (0, +=)
dans 1'hypothése Ho' Cette variance représente le para-

métre y utilisé ci-dessus, on a donc
: N(Si’ 1)
: N(o, va) .

Hy X

HO Xi

On recherche Te test ¢ qui maximise la probabilité de

détection :

(48) —L__

(2m)"/?2
et satisfait la conditions

n
2
Zi(x37s4)

J o(x) exp - — dx

n

g
1 1 1
';—n7‘?- [@(x) exp -

RTERL

(45) da <o

2a

V ae(o’ +)

Dans cet exemple 1'espace paramétrique n'est pas com-
pact. Cependant on peut montrer que si a< %, la Toi Q
existe, et est concentrée en un point a, de 1'inter-
valle {0, +), de sorte que le test optimal a la struc-
ture suivante:

n 2
| exp - 7 ik - s A
(46) St
n H
1 1 2 M
vz &P Tz 11N
a o 1

oli les constantes 3, et t s'obtiennent comme les solu-
tions des équations non linéaires :

do
(;;;)ao
la seconde équation provenant de ce que la loi est
concentrée en un point a,
D'autre part, on sait que si dans le pro-
bléme précédent on se Timite & la classe des tests qui
satisfont Ta contrainte avec une égalité, le test

optimal est celui de Student

I1 est intéressant de comparer le test optimal N.P.C.
avec Te test de Student. Les calculs s'effectuent ai-
sément et montrent que dans certaines conditions la
supériorité du test optimal N.P.C. sur le test de
Student peut étre considérable. Par exemple, pour n = 3
d=vr; 5,2 =20 et a =107, 1a probabilite de detec-
tion du test optimal N.P.C. est déja de 0,4 alors
qu'elle n'est encore que de 0,07 pour le test de Student.
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RESUME

Un résumé exhaustif calc-s able numé-
riquement de fagon récursive est présenté
pour le test entre deux hypothéses. Le signal
et le bruit satisfont chacun des systémes
différentiels stochastiques. L'observation
est également bruitée. La méthode consiste
3 estimer le bruit puis & estimer le signal
et le bruit suivant les techniques du filtra-

ge linéaire.

4R

SUMMARY

A recursively-calculable sufficient
statistic is set out to test between two
hypotheses. The signal and the noise satis-
fy cach stochastic differential equations.
Noisely observation is observable uniquely.
The method consist of estimate the noise and
then of estimate the signal plus noise by
linear filtering methods.



