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RESUME

Lé probléme de la reconnaissance de formes
présente deux aspects : un aspect classification

et un aspect classement.

Le probléme du classement d'un ensemble de
formes peut &tre modélisé sous la forme d'un

ensemble-quotient défini sur 1l'ensemble des formes.

L'algorithme des dichotomies hiérarchisées
réalise la synthése d'une relation d'équivalence
définissant un ensemble-quotient donné sur un en-
semble de formes d partir des éléments de chaque

classe de l'ensemble quotient.

Cet algorithme permet la synthése de la
plupart des classeurs utilisés en reconnaissance de
formes ; il permet de plus la synthése de classeurs,
non classiques, bien adaptés au probléme de la
reconnaissance de formes issues de signaux

électro-physiologiques.

SUMMARY

The pattern recognition problem involves two aspects:

- taxonomy problem

- classification problem.

Classification of a set of patterns 'can be modeled

by a quotient-set defined on the pattern set.

Algorithm of "Dichotomies hiérarchisées”
synthesizes an equivalence-relation approximating
a given quotient-set defined on a pattern set,

from elements of all the classes of the quotient set.

This algorithm permits the synthesis
of most of the classifiers used in pattern
recognition techniques. It permits also the
synthesis of non classic classifiers well adapted

to recognition of electrophysiological patterns.
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I - POSITION DU PROBLEME DE CLASSEMENT : Le probléme

de classement est un aspect inhabituel du probléme
universel de la description d'un phénoméne physique
d travers un modéle. Il se pose lorsqu'on se propose
de trouver un modéle dans le contexte suivant :-le
processus physique est appréhendé par un ensemble
fini de "mesures" : E =iel, e5s es,...em}
~ le comportement du processus physique est provoqué
par un ensemble fini de "causes" : C:%l,c2,c3,..cp}
Le modéle qui va nous permettre de décrire ce proces-
sus sera l'application g qui permet de passer de C 3
E : C B
g permet d'attribuer & chaque cause possible le ou
les effets qui en découleront. En général, la nature
est ainsi faite qu'd une cause présumée peut corres-
pondre plusieurs effets ou méme qu'un effet peut &tre
engendré par plusieurs causes ; ce paradoxe n'est
qu'apparent, il provient essentiellement de deux
faits expérimentaux : - décider que telle ou telle
mesure est représentative est une présomption de mo-
A

In a1l mt'a o t A4mn
«C gquil n'a a CTPC JuSTiTLCeE,

- toute mesure expérimentale.est entachée de bruit de

fond. Avant de pouvoir dire quoique ce soit, il nous

faut commencer par énoncer une premiére hypothése

simplificatrice : H.S.1 : nous supposerons que, si

~

une méme cause peut conduire d plusieurs effets,

l'inverse n'est pas vrai. Nous verrons rapidement

que cette hypoth@se est suffisamment peu restrictive
pour &tre génante. Rappelons les deux autres hypothé-
ses sur lesquelles va s'appuyer tout ce qui suit
H.S.2 : nous supposerons que l'ensemble des mesures
est fini. H.S.3 : nous supposerons que 1l'ensemble
des causes est fini. Considérons alors 1l'application
g~1 (les fléches prises & l'envers) ; sous les hy-
pothéses H.S.1, H.S.2 et H.S.3, elle définit une re-

lation d'équivalence sur E : cela signifie que dans

E les e; se regroupent, le point commun de chaque
groupe étant la cause qui provoque chaque élément du

groupe ; ces groupes sont des classes d'équivalence

sur E et 1l'ensemble de ces classes d'équivalence for-
ment 1l'ensemble-quotient (E/g_l).Etudier un phénomé-
ne physique dans un tel contexte peut se faire sous
deux optiques différentes : a) étant donné E, étant
donné une forme d'application g, trouver 1l'ensemble
quotient (E/gvl) qui en résulte. La signification de
ce point de vue est la suivante : étant donné une
population représentée par E et étant donné une mesu-
re de ressemblance représentée par g, on recherche
les regroupements cohérents au sens de g qui se pro-
duisent dans la population considérée. Un algorithme’

claassigue existe pour résoudre ce probléme : l'alge-
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rithme des "nuées dynamiques' de Diday. On a affaire,
dans ce cas, d un probléme dit de "classification" ou
de "taxonomie". b) étant donné E, étant donné l'ensem-
ble quotient C, trouver une forme d'application g_l
permettant de passer de E & C. La signification de
cette optique d'étude est la suivante : étant donné
une population représentée par E et dans laquelle on
sait devoir distinguer des classes, on cherche une ap-

plication "g_l" permettant de déterminer a quelle
classe appartient un élément quelconque de la popula-
tion considérée. On réalise alors un "classeur'.

II - ALGORITHME DES DICHOTOMIES HIERARCHISEES APPLIQUE

AU PROBLEME DU CLASSEMENT. Nous exposerons, sans rien

perdre de la généralité de l'algorithme, le cas ou on
est en présence de deux classes. II-1 Contexte de

1'algorithme : le probldéme de classement peut &tre po-
sé de la fagon suivante : a) on considére un ensemble
quelconque E (ensemble universel du probléme), b) on
et E

considére deux sous-ensembles E de E, non néces-

1 2
sairement disjoints et dont la réunion est l'ensemble

le classeur, c'est-a-dire l'application , On se
k]

donne les "outils" suivants : a) un ensemble totale~
ment ordonné M dont la relation d'ordre est notée 3
b) un ensemble F d'applications £ de E dans M. L'image
de x € E par £ € F est notée f(x). II-2 Propriétés des

outils de travail introduits: a) doublet séparateur

on appelle doublet séparateur tout élément{(f,m) de

N

l'ensemble F x M qui, & tout élément £ de F et 3 tout
&€lément m de M fait correspondre la partition de E en
deux classes d'équivalence définies par

f_l(A) et f—l(CA) avec A = {a/a €M, a » m}

E f Pl
A

[T

b) Séparatrice dans E : étant donné le doublet sépara-

teur (f,m), on appellera séparatrice dans E associée
au doublet séparateur (f,m) le sous-ensemble f_l(m) de

n

E. Nous avons dés lors le E
moyen de "fabriquer" dans E,

donc éventuellement dans E Mg
deux classes d'équivalence.

L'algorithme des dichotomies hiérarchisées va permet-
tre, en agengant des doublets séparateurs, de recons-
tituer les classes d'équivalence cherchées. REMARQUE

Etant donné les outils que nous nous sommes fabriqués
(générateurs de classe d'équivalence), il est impor-—

et E2 ne sont
pas disjoints, ils ne peuvent pas constituer deux

tant de noter, dés A présent, que si E,

classes d'équivalence. I1 faut alors reposer le pro-
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bléme dans les termes suivants étant donné E et

2 3 tA 3 ] 1 t -
trois classes d'équivalence E 1 E 5 et E 3" El r\EQ

T

trouver ''g On peut ainsi, sans perte de généra-

1ité, supposer que E, NE, = # . Nous allons mainte-
nant montrer qu'un tel agencement est possible
PROPOSITION : Sous certaines conditions, 11 existe
une suite finie (fl’ ml) 5 (fz, m2)...; (fn, mn) de
doublets séparateurs permettant de reconstituer les
1 et EQT

II-3 Reconstitution des classes d'équivalence E

classes d'équivalence données E

1

et E2 : Supposons gque l'on sache trouver un doublet

séparateur engendrant deux classes d'équivalence dont

l'une est tout ou partie de El ou E, : par exemple de

2
El' Ce doublet séparateur a alors permis d'obtenir
un morceau de El. Si on enléve ce morceau de E1 de E,

sur l'ensemble résultant E', on saura trouver un
deuxiéme doublet-séparateur ayant les mémes proprié-
tés que le premier ; il engendrera, par exemple, un
morceau de la classe EQ. Ainsi, au fur et & mesure
qu'on ajoute des doublets-séparateurs, on reconsti-

tue par morceaux les classes d'équivalence E, et E

1
Ces doublets sont hiérarchisés car chacun ne peut

5

opérer que dans l'ordre oi il a &té obtenu. Cette
reconstitution s'arréte dans deux cas

- ce qul reste de l'ensemble E initial, apreés avoir
enlevé successivement tous les morceaux de classe,

est vide : la reconstitution est compléte,

- on n'a plus d'applications f pour fabriquer un
nouveau doublet (on n'en avait pas prévu assez dans

F) et ce qui subsiste de E est le résidu de classe-

ment. Le fonctionnement du classeur ainsi constitué
peut &tre représenté par le schéma suivant

avec,par exemple

E1: (alUcU...)
si R=@

Ey= (b U ...Un)
si R#P i (alcU...)CE
a bcdn R (résidw) L (b U ... Un) CE,

Voyons maintenant comment trouver un doublet-sépara-
teur permettant cet agencement.

II-4 Obtention d'un doublet-séparateur "convenable

~

La seule contrainte a laquelle doit satisfaire ce
doublet est la suivante : étant donné f, une des deux
classes engendrée par ce doublet doit &tre tout ou
partie de E, ou E2. Cette classe d'équivalence va
&tre définie par un représentant x* et par m qui,
avec f, définit la séparatrice.

=Inf f(x)=m

x € E

. X *
a) Choix de x prenons x

£
Me existe toujours puisque M est ordonné.

. X P .
b) Choix de m : x~ étant choisi, deux cas de figure

peuvent se produire

380

1 - f”l(mf) CE, ouE,

-1
2 - f (mf) CE, UE, et (¢ E, ou z E2)

(par exemple E,)

ler cas : on peut trouver

un sous-ensemble non'vide
1]
E 1 C El
A -
¥ x €L 1 et ¥y € E2

tel que
F(x)<f(y) me
(E'l contiendra au moins xx)

28me cas : on ne peut pas

trouver un sous-ensemble E', @ @

et dans ce cas, le doublet "";EéL—”"1;
séparateur n'existe pas. mg

. 2
E = {points de R}

Exemple :
f : projection sur un axe
M M
xcas n° 1 ¢ cas n° 2 an

Ayant trouvé E'l, on lui associe m tel que m=Sup f(x)
x € E'l

Le doublet-séparateur (f,m) engendre deux classes

¢ B"y = {x/£(x)<m} Ry= {x/£(x)>m}

CE

d'équivalence

avec B! En reprenant l'exemple ci-dessus,

1"
1€ ' & Eye
on obtient la disposition suivante

> m me finalement, on obtiendra
M BTN

un doublet-séparateur
Yconvenable" correspondant

a4 une application f,

-1 .
pourvu que f (mf) soit
entiérement contenu dans El ou dans EQ.

II-5 Quelques exemples d'application de l'algorithme

des dichotomies hiérarchisées au probléme

2
du classement. Exemple n® 1 : E =R";

E = {points de RQ} et on dispose des quatre applica-

tions suivantes

PR S

M,

Hy,
fl : projection sur un axe *t
f2 ¢ projection sur un axe >
f, : projection sur un axe «
fL; : projection sur un axe K
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On obtient ainsi la suite (fl,ml)(f2,m2)(f3,m3)(fq,mu)
et le.classeur ainsi réalisé peut &tre représenté pa-

le schéma :

d
- c
El_ e { —>b
E2=(anUcUd) "o

Si un seul doublet-séparateur avait suffit, on aurait

obtenu le classeur linéaire traditionnel ; nous avons

ici obtenu un classeur linéaire par morceaux.
Exemple n® 2
des applications suivantes

£,(x) = V—T;_:_§32 w étant un élément de E et x étant

un autre élément de E. Prenons w, arbitrairement dans

. 2 .
{E = R° ; E ={points de R"} on dispose

E. x* = w car £ (w,) = O et prenons m, tel que
1 1 Wy 1
1
¥x ek 9
fw (x) 8 m, et ¥ x € El fw (x) > m . Dans ce cas, cela

1 .
révient 3 tracer un cercle

centré sur Wy

le plus possible de E

et englobant
2
(ici la totalité) sans tou-
cher E;-
On a obtenu un classeur 3 séparatrice circulaire ;

c'est une des formes du classeur quadratique tradi-

tionnel.

Exemple n® 3 = E = B" (espace booléen de dimension n)
E = {points de B"} ; on utilise par l'exemple les ap-
plications suivantes

fw(x) = I x@®w (distance de Harmming)

w et x étant des éléments de E. On obtiendrait un
classeur particulidrement adapté au traitement d'ima-
ges du type "bélino".

REMARQUE IMPORTANTE : Si les applications choisies

d l'exemple n® 1 peuvent conduire & des cas ol le
doublet-séparateur n'existe pas, celles choisies a
l'exemple n® 2 et n® 3 conduisent toujours 3 un
doublet-séparateur.

II-6 Traitement des fonctions continues : ‘signal ECG

Considérons 3 titre d'exemple le phénoméne simuld
suivant (cf. figures en annexe) : 1'état cardiaque
d'un patient peut &tre de deux types : a) normal,

b) avec un défaut de conduction. Ce phénoméne est mis
en évidence sur l'électrocardiogramme (dérivation

D II par exemple). On constate expérimentalement que
1'ECG d'un patient dans 1'#tat a) conduit aux enre-
gistrements regroupés sous le nom de "classe 1" et
que 1'ECG d'un patient dans 1'état b) conduit aux
enregistrements regroupés sous le nom de "classe 2".
Dans ce contexte - 1'ensemble E est 1l'ensemble des
fonctions continues, définies sur un intervalle fini
(ici, une période cardiaque) ; - l'ensemble E est
1l'ensemble des enregistrements obtenus expérimentale-

ment ; les deux classes d'équivalence sont la classe 1

et la classe 2 : c'est la séquence-test du probléme.
- les applications f choisies (arbitrairement) pour
construire le classgur sont les suivantes

£(x) =2 [x -~ w|(x et w &tant deux &léments de E)
évaluée aux points d'échantillonnage.

- l'ensemble M est la droite réelle positive.
L'algorithme des dichotomies hiérarchisées conduit a

~

un classeur 3 trois doublets séparateurs donnant un
classement complet sur la séquence-test.
REMARQUE :

d'essai, que, hors de la séquence-test, ce classeur

On constate, en considérant la séguence

peut conduire 3 des erreurs de classement. C'est tout

N

3 fait normal si on se souvient qu'un modéle de pro-
cessus n'est jamais extrapolable sans risques au-deld
du domaine dans lequel il a été défini.

III - CONCLUSION : L'exemple final de classement,
bien que simpliste, montre que l'analyse d‘'un pro-
cessus par classement peut conduire & des résultats
trés intéressants. Le classement permet d'obtenir

des moddles de processus bien adaptés & la prise de

décision en contexte empirique. L ai
chotomies hiérarchisées permet, dans ce contexte,
d'obtenir pratiquement & tout coup un classeur satis-
faisant dans la mesure oll la connaissance expérimen-
tale qu'on a du processus est suffisante (séquence
test convenable).

ANNEXE SEQUENCE-TEST
Classe 1
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Classe 2

—'~V\F/\‘_'_W/\j\7'—'%"

N

SEQUENCE D'ESSAI J ) 7\‘ b Qf ’

Classeur 3 3 unités de base

1l : classe 1

classe 2

0 : forme inconnue ' n
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