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RESUME

La connaissance de la répartition en
fréquence de la puissance des signaux numériques
codés est un facteur important de la conception

~

des codages binaire & signal.
Les impératifs peuvent &tre, par exemple,
de s'affranchir de composante continue et de
" concentrer le maximum de puissance dans une
certaine bande.
L'article expose un moyen pratique, facile
& mettre en oeuvre sur calculateur numérique,
de calcul de la densité spectrale de puissance de
signaux codés.
La description de la procdure de
codage binalre & signal par un graphe facilite
le calcul ; certaines propriétés des chaines de
Markov permettent alors d4'obtenir fonction
d'autocorrélation et densité spectrale de puissan-
ce. En fin d'article, on rappelle comment &tendre
ces résultats d une porteuse modulée en phase par

un signal numérigue.
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SUMMARY

Knowledge of power spectra of coded digital
signals is one of the most important point in
the design of pulse sequences corresponding to
binary messages. There may be, e.g., a need for
suppressing d.c. components and for concentrating
the power in a given bandwith.

This paper proposes a versatile and easy
to program method for computing power spectra
of digital signals. The pulse sequence is described
by a graph and by the related probability matrix
Properties of Markov chains are used to calculate
the autocorrelation function and the power spec-
trum. The method may be used in the case of a

digitally phase modulated carrier.
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INTRODUCTION

Le développement des techniques numériques
de transmission a entrain& 1l'apparition de nom=~
breux types de codages binaire 3 signal. Il est
alors important de connaitre la répartition en
fréquence de la puissance transmise.

Le but de cet article est de montrer comment
peut se faire le calcul de la densité spectrale de
puissance continue ainsi que du spectre de raies
d'un train numérique codé. Ce train est formé
d'impulsions, se produisant & des instants périodi-
ques, qui peuvent &tre de formes différentes.

Le codage est décrit i 1'aide d'un graphe
représentant les différents états possibles du
signal numérique et les transitions entre ces
&tats. Une chaine de Markov y est associge. Des
résultats rappelés en annexe, concernant les
chaines de Markov finies régulidres et périodiques
nous permettent d'exprimer, sous forme simple &
exploiter numériquement, les résultats cherchés.

Le calcul fait alors intervenir la représentation
matricielle ainsi que le comportement asymptotique
de la chaine.

Les résultats obtenus pour des signaux
numdriques en bande de base peuvent &tre utilisés
dans le calcul de densité spectrale de puissance de
porteuse modulée en phase par des signaux numériques,

Quelques exemples sont traités sous forme

de figures & la fin de 1'article.

I -~ PRESENTATION DU PROBLEME -

Ce paragraphe sera constitué de généralités
concernant le caleul proprement dit de la densité
spectrale de puissance d'un signal numérique et
concernant les signaux numériques eux-mémes.

1. Calcul de la densité spectrale de puissance

Le calcul de la densité spectrale de puissan-—
ce d'un processus stationnaire se fait normalement
par 1l'intermédiaire de celui de la fonction d'auto-
corrélation de ce méme processus. Il suffira de
prendre avec certaines précautions la transformée
de Fourier de la fonction d'autocorrélation R (t).
En particulier, il faudra distinguer dans R (1)

a) une fonction continue tendant vers O
quand 1 tend vers l'infini, terme possé&dant une
transformée de Fourier au sens des fonctions.

b) une composante périodique de période LT

(L nombre entier), dans le cas ol R {1) ne tend pas

~

vers zéro a& 1'infini, qui fera apparaftre des raies

dans le spectre aux fréquences fn = %T" (cette

~

composante périodique peut se limiter 3 une composan=—
te continue).

La transformation de Fourier étant une
opération lindaire, la densité spectrale de puissance
sera la superposition du spectre continu et du spec-—

tre de raies.

D'un point de vue général, transmission d'un
signal numérique signifie &mission & instants pério-—
diques, (T sera la période et %-la fréquence numéri-
gue) d'un signal &lectrigue &lémentaire (qu'on appel-~
lera aussi impulsion) choisi parmi N.

L'impulsion relative & 1'instant kT (une
origine des temps &tant choisie) sera notée E(). a
celle—ci est associée une variable aléatoire X* pou=
vant prendre l'une des N valeurs possibles 1, ... N,
la valeur possible 1 de Xk étant transmise au moyen

du signal xi(t - XT).

15 x(6) = x,(t - kT)

.

i e xN(t) = x; (t = KkT)

N__,.xk(t) = xN(t - kT)

Le signal numérique X(t) sera représenté par:
Xk =+ =

x(t) = E x-k(t)

= = o
La fonction d'autocorrélation de X (t) sera
notée R (7). Du fait méme que le processus aldatoire,
dont on cherche la densité spectrale de puissance, est
un signal numérique il s'introduit une non=-stationna-

rité inhérente 3 ce type de processus. En effet,

1'écriture

R (t,6+0) = B | 2(6)X(t+1) | = > Blx(t)x (t+1) | nous
k,1

montre que nous avons affaire 4 une fonction de t

périodique et de période T. Cela tient au fait qu'on

privilége un certain instant sur 1'axe des temps (ori=

gine des temps), et la définition de la fonction d'au-

tocorrélation R (1) comme la moyenne sur une période T

de la fonction R (t,t+t) s'introduit naturellement (1).

T
R0 =3[ B [xe) xeen ] as
0
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3. Représentation du signal numérique par un

graphe
Au signal numérique est assocife une chalne
de Markov finie qui est la suite des variables aléa-

~

toires Xk 3 valeurs dans E, E = 1,...0%y . La

variable aléatoire X~ est issue du systéme codeur
qui 1'&labore a partir du signal incident. On admet-
tra que le systéme codeur admet une représentation
d'état : 3 partir de 1'état & l'instant (k — 1) T et
du symbole incident & 1'instant kT on déduit 1'état
du systéme 3 1'instant kT ainsi que la réponse du
codeur.

Ainsi  on peut &laborer un graphe qui
traduit les transitions possibles pour le codeur
ainsi que leurs probabilités. Le graphe associé au
signal numérique sera celui qui est associé 3 la
chaine de Markov.

On définira la matrice de probabilité de
transition P comme &tant la matrice d'éléments p

i3’
pij Probabilité [gk “J/Xk—lj La matrice P" sera

la matrice d'éléments p(J)
2 (0) _ NGO
en n étapes. (pij = aij s pyy = pij).
Des résultats connus sur les chaines de

, matrice de transition

Markov nous conduisent & poser les résultats suivants

(voir annexe)

(n)

1lim pi: = P probabilité & priori de 1'8tat (j).

J

n->
il peut y avoir selon le cas, convergence au sens
habituel, ou convergence au sens de Cesaro.

- Cas des chaines réguliéres (convergence au sens

habituel) c'est le cas de la majorité des codages

~

binaire & signal, c'est pourquol nous y consacrerons

un chapitre.

-~ Cas des chaines cyclo-stationnaires : il y a & ce

moment  apparition d'un caractdre périodique de la

limite de période L. Au sens de Cesaro, la probabilité
- .. e 7
1! = . . -
3 priori de 1'état (j) sera T =1 P ol Py 5 repré
(nl+1) quand n
ij
tend vers 1'infini (voir annexe).

sente la limite d'une sous- sulte

Dans tous les cas on peut donc &crire

Py Py ocenerens Py
n: w:
lim P P PyPy ocorienes Py
n - ©
Py P By

II ~ SIGNAL NUMERIQUE "REGULIER"-

Le calcul se limitera 4 la recherche de deux

termes dans la fonction d'autocorrélation R (1)

une fonction tendant vers zéro quand T tend vers

1'infini, une composante périodique et de période T.

1. Fonction d'autocorrélation

B k 1 ]_ Z (1-x)
R{t,t+1) E E [x (£)x(t) g £0; Psj
xi(t—kT) X; (t-1T+t1), fonction périodique en t, de

période T. La suppression de la variable t au moyen

d'une moyenne temporelle, nous conduit 3 1l'expression:

+oo +o (k)
R 1S

p; % (u zpij

xj(u—kT + T)] du
i,d=1 k=—co

L'expressggn de la transformée de Fourier de
la fonction R (1), doit nous donner celle de S (f).
I1 faut toutefois tenir compte de R (1) partie

périodique de R (1)
+co

D3 N Y
=7 £ . X . x. (u=kT+ -
5 T T3 p; l(u) [ &5 *; (u~kT+7 Yichg , fone

..—w -
tion périodique de période T.
5 (t) peut se développer en série de Fourier et donner
directement l'amplitude des rales qui apparaitront

n

aux fréquences f = =,
a n T

2. Densité spectrale de puissance

a) partie continue : C'est la transformée de

Fourier de R (1) - R (t). Nous obtenons directement
"

'S . {Z () —2NjEKT
s(f)= g om0 8 (f) Sj(f) k__ip - pj)e
ol Si(f) est la transformée de Fourier de xi(t).

b) spectre de raies : R (1) &tant périodique,

on peut écrire v

sl —2H nt
R (1) = E Cn T L 1e spectre de raies sera

n=ee T

_f .o so =1 e2hin
E(f) = - c, o (£ T ) ol C =7 '13 (1)e T &
0

On arrive a l'expression :

< 2
S(f)=§ E p; S. 8 (£-3)
" n=- T

- impulsions de méme forme xi(t) = A; g(t), ol

A; sera un scalaire réel véhiculant le message. En

posant G (f) = transformée de Fourier de g (t) , on a:

ZpAA8.+2 EpAAp

2
¢ (r) i,J 17173 1) 1717351

S(f)=—%

Cos (2kaT)]

372



“4//0

Méthode pratique de calcul de la densité spectrale de puissance de

signaux codés.

Practical evaluation method of power spectra of digital coded signals.

, 2 2
s (£) =1 | ¢(r) .Zp. s (f -2
~ T2 1 i
On retrouve 13 un résultat déji énoncé par
Bennett (k).
IIT - SIGNAL NUMERIQUE "CYCLO STATIONNAIRE"-
Dans ce cas, la matrice de probabilité de

transition en n étapes " tend, lorsque n tend vers

1'infini, vers une distribution périodique de

matrice PT, P;,... P;, ol L est la période du cycle.
_ p®
(0n a PEP = Pa+1).

La probabilité & priori de 1'état (j) est

(n)

alors définiecomme limite au sens de Cesaro de p

1. Fonection d'autocorrélation :

Le raisonnement fait dans le paragraphe II
reste valable, il nous conduit au résultat d&ja
énoncé :

R (1) =—Z

T 1i,]

+co

p; % u)z(k)

k== «

(u—kT+t) | at

Par contre, le calcul de la composante pério-—

dique conduit d des résultats différents. Une

cyclo statiomnarité de période L nous conduit 3

d8couper 1l'ensemble des N &tats en L sous—ensembles

Sa, (a =1, ) (voir Annexe).
1 > Z L E
R (1) =5 & =] p;
o T a=1 1eSa x. (u) :E: atl,j 4 j

(u={nL+1)T+ T )]du

2. Densité spectrale de puissance :

a) partie continue : transformée de Fourier de

R (1) = R (1), ce qui donne :
n

=4 *®
8(£) =5 25% Teg. 505 8 (085(0)
+o  (nl+l) .
- 2N5f(nL+1)T
D N

b) Spectre de raies : en exprimant R (1) sous
4
forme de série de Fourier on obtient directement

1'amplitude des raies

= ZXZP 5; (

T n=-Q=1 1ES

na

T s(£=

g

(B

211
o) ©

3i Application aux_codages_par_blocs

Le message numérique binaire est découpé en

~

mots de K €léments. Le codeur associé 3 chacun de
ces mots, un mot de M symboles, chaque symbole
appartenant & un alphabet composé de r £léments.
Chaque mot codé a ainsi une durde élémentaire
M unités de temps. On peut alors traiter le problad-

me de deux fagons

)

<

w

- chacun des mots est considéré comme une impulsion.
. 1 1
Le rythme numdrique est alors T W

" "
en général régulier. Le nombre d'états du graphe

Le signal est

associé &tant N (N2 ) on aura N formes d'impulsion
et parmi elles, 2K différentes.
- chacun des mots est décomposé en M impulsions &1&-

mentaires de durée T. Le rythme numérique est alors

%n Le signal est cyclostationnaire ; le graphe asso-
cié a une période M et le nombre total d'états est

< M x N. Le nombre d'impulsions différentes sera

< r {les impulsions pouvant &tre identiques 3 un
scalaire prés).

IV - TRANSMISSION NUMERIQUE AU MOYEN DE LA MODULATION

DE PHASE -

Le signal numérique en modulation de phase se

représente sous la forme suivante :

x(t) = A cos[:ZHfOt + o(t) + Qo] s ® (t) représente
la phase de la porteuse modulée qui transporte le
message numérigue.

Soit i (t) =A cos ¢ {t) + j A sin ¢ (t) le signal
complexe en bande de base associé au signal X (t).

Les calculs montrent que les densités spectrales
de puissance de X (t) et de i(t) sont lides par la
relation :

5,(7) = & s2(1) x[ﬁ(fﬂ"‘o) . S(f—fo):l

En particulier, ce résultat s'applique 3 la

¢

~

modulation par déplacement de phase 3 quatre états

9 (t) prend pendant une période une des quatre valeurs

possibles g + kE-, k = 0,,..3. De manidre pratique,

2

ce signal est généré 3 partir de deux signaux numd-
Q (t) et v (t).

- b (t) sin (2Hfot).

riques binalres bande de base

X (t) = a (t) cos (2]'[fot)

suffira d'appliquer les résultats des trois premiers
chapitres & un signal numérique complexe bande de

base a{t) + j b (t).
CONCLUSION

Nous avons &noncé dans cet article un moyen
simple d'aborder le calcul de la densité spectrale de
signaux codés ; nous avons pu donner une expression
des divers termes de la fonction d'autocorrélation
ainsi que de ceux de la densité spectrale de puissan-—
ce, en particulier des raies qui peuvent apparaitre
dans le spectre.

Dans la plupart des cas précis d'études, le
calcul exact est malaisé. Les formules &noncées sont
par contre trés facilement exploitables sur calcula-—
teur numérique. Toutefois, une approche critique du
calcul est nécessaire : 1l'utilisation d'une formule
plutdt que d'une autre, la mise en forme du probléme,

sont des facteurs importants de la simplicité des
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calculs (les codages par blocs sont un exemple).
La formulation donn€e ici s'applique au cas
général :
- les impulsions &€lé&mentaires peuvent avcir des
formes différentes,
- les impulsions &l&mentaires peuvent avoir une
durée supérieure & T (1/T &tant la fréguence
numérique).
Enfin, il nous a paru utile de rappeler com-—
ment le calcul de la densité spectrale de puissance
d'une porteuse numérique modulée en phase peut se

faire & partir d'un signal bande de base complexe.

ANNEXE : CONSIDERATIONS SUR LE COMPORTEMENT ASYM-
PTOTIQUE DES CHAINES DE MARKOV FINIES

Les chalnes de Markov finies discrétes consi-

dérées ici sont supposées irréductibles, c'est—a-
-dire composées d'états persistants. (8tat persis-
tant : &tat tel que la probabilité que le systéme
n'y revienne pas aprds en &tre parti est strictement
nulle).

1. Chalne de Markov périodigue : Soit S 1'ensem-

ble fini des N états définissant la chaine de
Markov discréte. S peut se subdiviser en sous—
ensembles Sa, {a = 1, ...L), disjoints comprenant
Na états que les termes de la matrice de probabi-

1ité de transition pij vérifient les conditions

pij # 0 si et seule ment si 1'état (i) € Sa et
i'8tat (J)€ Sa+1 ol a varie de 1 3 L 1'indice est
pris modulo L.

Une chaine od L = 1 est dite apériodique.
Pour L 2 2, la chalne est dite périodique de
péricdicité L. La matrice de probabilité de
transition P peut se représenter 3 1'aide des L

)

sous-matrices P (Sa, Sa+1

0 P(S1,82) 0
0 0 p(32,53) 0... 0
P o=
0 0 0 <o PS8
P(8.,8,) O 0 ... 0
Chacune des sous-matrices P (S ,S . .) a pour

a’ atl

dimensions (Na’ N ). On supposera ici que

at+1

No_ .
N = T, = N

s (a=1,...L).

L
La notion de périodicité apparait clairement

4 1l'examen du graphe associé & la chaine. On peut

montrer que cette périodicité est égale au PGCD

des longueurs de tous les circuits du graphe (2).

Notons gquelques propriétés associfes 3 la

matrice P
a) P (31) 0 0
0 s, )
R : :
0 0 Pi(s))
avec PL(S)—P(S S ) xP (8 S .,) X...
a a’ at] a+1’ a+2

x P (sa_1,sa).

b) On démontre (3) que la matrice PP (Sa) possdde

un vecteur propre gauche QWL (Sa) associé 3 la valeur
propre 1. On montre que le vecteur QmL (Sa) P (Sa’
Sa+1) est le vecteur propre gauche associé 3 la
valeur propre 1 de la matrice PL(Sa+1). Done QmL

= oL
(8,,,) = &7 (3P ( ).

Sa’sa*1
~ o],

c) Supposons que 1'on compldte le vecteur Q (Sa)’ de

dimension NL’ par des zéros pour obtenir le vecteur

Q" (Sa), de dimension N, de la facon suivante

Q° (s.) = (0 0,aT (), 0 0)
a a
(a=1) NL (L-a) ﬁL
on vérifie alors la relation Q (Sa) =pq" (Sa_1)

2. Comportement asymptotigue de la chalne :

On se propose d'étudier le comportement de la

matrice PT = Pm—1

x P lorsque m tend vers 1'infini.
Ce comportement va fortement dépendre de la pério-
dicité. La metrice limite P* va osciller entre L
configurations, P> &tant la limite quand n tend
vers l'infini de PnL+l.

On est alors conduit & d&finir L sous-suites
(nL+1) N 2 P
i3 , ol = 1,...L. On démontre le théoréme
suivant (2) :
-~ Dans le cas oU la chafne est apfriodique la limite
(g) existe quand n tend vers 1'infini et elle

ij
est indépendante. de i :{]im p§?)

de p
n->

~ Dans le cas oll la chaine est périodique de période
.. + .
L la limite de pggL 1) exlste, quand n tend vers

1'infini, pour chaque 1, la limite dépendant de 1.
Cette limite est non-nulle si et seulement si on a
une probabilité non nulle de passer de 1'4tat (i) a

1'état (j) en un nombre de transitions gal & 1
L +1)
Pii

modulo L {en particulier la limite de est

nulle si 1 # 0).
(m)

Dans ce second cas, on ne peut dire que pij
a une limite au sens habituel. On introduit alors la

convergence igzsens de Cesaro. On définit la suite
+1_ 1 + .
- = =~ (?L 1) . On démontre alors que

A T s 4
UNE LIS

w ozens crdinairs ers
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indépendante de i (2). BIBLIOGRAPHIE
On en conclut que la limite de pgg) existe
quand n tend vers 1'infini dans le cas ol la chalne (1) J. STERN, J. de BARBEYRAC, R. POGGI : "Méthodes
est périodique. pratiques d'étude des fonctions aldatoires"”,
3. Distribution des probabilités stationnaire : Dunod.

A un instant donnd, la distribution de

MmN ot -~
probabilités est life 3 la distribution précédente (2)  P. GORDON : "Théorie des chafnes de Markov

finies et ses applications", Dunod.

par @ = Q .P et donc & une distribution initiale
n n—1
par Q = QoPn.

Lon . . .
L'existence d'une distribution de proba- (3) 5. KARLIN : "A first course in stochastic

11" h
bilités stationnaire Qe est donc lide 3 1'existence processes” , Academic Press.

(n).

de la matrice P* constitube des termes %ig p. -

©ij o . . . ..
On & vu en 2 que cette limite existait toujours, (4) BENNETT : "Statistics of regenerative digital

. s
méme pour les chalnes périodiques. Cette distribu-~ transmission", B.S.T.J. Novembre 1958.

tion stationnaire devra vérifier : Qe P = Qo .

© « R .on .
Soient @ L (Sa) - (qa j) , 1'6tat () € Sa’ (5) P. DESOMBRE : "Calcul du spectre de puissance
» o], ' . £ "
et Q (Sa) - (pa j) =(0...0,0Q (Sa)’ 0 . 0) d'un signal par la méthode des graphes',
> C&bles et Transmission, Vol. 27, n® 1

vecteurs lignes respectivement de dimensions NL et N.

D'aprés 1 b) on constate que QwL (Sa) est Janvier T73.
un vecteur de probabilité stationnaire associé 3

o . .
pL (Sa) et done d'aprds 2 : (6) A. FALCOZ, A. CROISIER : "Le code bipolaire

34 haute densité : un procédé de transmission

. L . . Pl R
1lim Pg? )2 95 € 8,04 ‘isa' en bande de base", Colloque de Téléinfor=-
k]
n > matique, Paris 1969.
Lo
Lim pignL) = o, . i e Sa - p_ . est nul si (7} J.P. SIPRESS : "A new class of selected
0+ e ligta‘t (;) ¢S ? ternary pulse transmission plans for digital
a’ : . : n
En tenant compte de 1 c) transmissions lines”, I.E.E.E. Trans. on
) (nL+1) e ) Communication Technology, Sept. 69.
lim pij =p atl,; i Sa' pa+l,j est nul si
n > « vz .
1'état (3) ¢Sa+l'
Au sens de Cesaro on peut alors écrire
L
im ot - 1 ST = Vappds 17 :
1im pij A pa,j = pj , d'aprés 1l'expression
n > a
es . on
Pe,;

= — 18 3
remarquera que Py = X Py 1'état (j) € Sy

La matrice P est donc constituée de N
lignes identiques qui sont les vecteurs (pj). or
on a Q°° = QO Peo et donc chacune des lignes est
indépendante de Qo.

D'ol la procddure de calcul :
a) résoudre les systémes QmL(Sa)(I - PL(Sa))= 0 avec
?Eéa q:’j = 1 (somme constituée de NL termes ). On
résoud en fait le systéme pour a = 1 et on utilise
la propriété enoncée en 1 c).

b) construire leﬁ_vecteurs Q- (Sa)

1 1
e) effectuer T g;% Q (Sa) =Q = E‘(Qm?31)a--~,
ets)))

On vérifiera bien que QP =0q_.
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EXEMPLES ¢
1) SIGNAL “REGULIER" : CODE HDB 3 (&)

GRAPHE

y/:/————————gg:\ y?
ap [/ 0 ——-{o o
ou 1
va 2 174
178
N el o 12T 51 Jo
1/16 1716 %/16 )
B. B+
‘ l
s 1716
o [ o k"o FIENG

v = //4 172

16

U4

\\\ f:S f?

FONCTION D?AUTOCORRELATION

R(OT) = 0.5506
R(IT) = =0.2839
R(2T) = 0.0080
R(3T) = 0.0169
R(4T) = =0.0110
R(5T) = 0.0165
R(6T) = =0.0096
R(7T) = =0.0015
R(8T) = 0,0000
R(9T) = =0.0012

DENSITE SPECTRALE DE PUISSANCE
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GRAPHE APERIODIQUE AVEC ETATS DOUBLES .

Decomposition

Pq

de 1’etat +0:

Pa lpq +qz p?
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FONCTION D“/AUTOCORRELATION

R(OT)
RUIT)
R(2T)
R(3T)
R(4T)
R(5T)
R(6T)
R(TT)
R(8T)
R(9T)
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0.7600
-0.3088
-0.0176
-0.0700

0.0377
-0.0412

0.0399
~0.0400

0.0400
-0.0400

DENSITE SPECTRALE DE PUISSANCE
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