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RESUME

On a voulu donner jci un exemple d'ap-
plication des méthodes aémrérales utilisées dans
1a théorie de 1a communication.

La réduction des ensembles de sianaux
et du bruit a des modéles simples conduit & dé-
aager des notions aénérales qur & Teur tour
sont utilisées dans Ta résolution de problémes
pratiques. On a introduit ici la notion de
“probabilités d'estimation" relative & 1a dé-
tection d'un ensemble de sianaux en présence de
bruit et caleculables de fagon récurrente. Cette
notion dont 1'intérét immédiat n'est pas appa-
rent & premiére vue conduit 3 une méthode de cal-
cul des matrices de confusion entre sianaux d'un
code, ou entre sianaux correspondant aux diverses
valeurs d'un paramétre en présence d'un bruit
élevé ; & une méthode de construction de codes
optimaux ; enfin, & une approche de 1'estimation
de KALMAN-BUCY dans des hypothé&ses plus aénéra-
les que les hypothéses courantes.
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SUMMARY

This paper consists of an attempt to

show an example for the application of general

pp!
o

methods of use in communication theory.

Reducing sets of signals and noise to
simple patterns leads to enhance general con-
cepts, which are of use in solving actual pro-
blems. Here we have introduced the notion of
"probability of estimation", related to the
detection of a set of signals affected by noise,
derivable by a recursive calculation. This con-
cept, whose interest is not obvious at first
look, leads to a method for deriving the confu-
sion matrices, for a set of encoded signals, or
for a set of signals corresponding to the diffe-
rent values of a parameter, with a high level
of noise ; on the other hand, to a method for
constructing optimal codes, and to an approach
of the KALMAN-BUCY estimation, according to
more general hypotheses than the usual ones.
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INTRODUCTION -

Le probléme majeur de la théorie de
la communication est celui de la reconstitution d'un
sianal envoyé. IT est infiniment divers car i1 dé-
pend & la fois de-la nature de 1'ensemble des mes-
sages transmis et des contraintes qui pésent sur le

canal de transmission et sur le détecteur.

Depuis 1'article fondamental de Shannon en 1948, il
a 6té abordé de deux fagons principales. On a re-
cherché d'abord les possibilités extrémes d'un canal
donné, en supposant que tous Tes moyens de détection
possibles étaient disponibles, et ces recherches se
poursuivent encore, en faisant varier 1'ensemble des
messages et les contraintes sur le canal. Par ail-
leurs, il est certain que les détecteurs réels ont
des possibilités trés Timitées ; on a donc &galement
suivi une autre voie, en supposant qu'on détecte des
échantillons successifs des messaaes, et qu'on amé-
liore le résultat en tenant compte des propriétés
aénérales du message. Cette opération prend des for-
mes trés diverses ; elle englobe par exemple 1'uti-
lisation des codes correcteurs d'erreurs, quand les
messaces sont parfaitement définis, et la méthode de
Kalman-Bucy, quand on n'en connait que des caracté-
ristiques aléatoires.

I1 serait trés lona et fastidieux d'essayer de ras-
Nous avons sim-
plement voulu montrer ici que 1'application de la

sembler tous les résultats obtenus.

théorie générale peut revétir des formes trés di-
verses ; en particulier, il arrive que 1'examen des
problémes généraux se traduise par 1'introduction
d'une notion nouvelle et qu'en retour cette notion

aide & la résolution de nombreux problémes : on peut

citer 1'exemple de 1'entropie de Shannon.

Dans la suite, et & titre d'exemple, nous introdui-
sons 1a notion de "probabilité d'estimation" et nous
recherchons guelle contribution elle peut apporter

d la solution de divers problémes.
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I

- PROBABILITES D'ESTIMATION : DEFINITION

Un détecteur a 3 décider de la présence d'un

parmi une famille de n signaux. En fait, quand
le canal de transmission est affecté de bruit,
cette décision est simplement une action sim-
plificatrice. L'existence du bruit se traduit
par une probabilité d'erreur sur la décision.

Si Te signal 1 a été envoyé, il est interpréte
comme tel par le détecteur avec une probabili-
té P, et il existe des probabilités de confu-

sion avec tous les autres signaux de la famil-

le Gyps Qg3 »--Oyps BVEC la relation :

P+ 490 L qln = 1.

Ce que Te détecteur peut annoncer est donc par
exemple "présomption de présence du signal 1
avec une probabilité P, du siagnal 2 avec une
probabilité q p, .. du signal n' avec une pro-
babilité g, , s'i1 "décide" en faveur du si-
gnal 1. -

Supposons alors que le signal recgu soit échan-
tillonnable, ce gqui pratiguement est toujours
le cas, et que les échantillons successifs
soient affectés par le bruit de fagon indépen-
dante.

On peut voir alors 1'opération de détection de
la fagon suivante : avant toute mesure, les
probabilités de présence des différents signaux
de la famille sont connues ; en général, elles
sont égales ; chacune est &gale & %. Chaque
réception et ‘traitement d'échantillon modifie
cette situation et donne un nouveau tableau de
probabilités de présence, représentable par un
vecteur colonne ; T1'opération de révision

s'arréte 4 la réception du dernier &chantillon.

Le rang du sianal dans la famille peut étre
interprété comme un paramétre j susceptible de
prendre les valeurs 1, 2 . . . n. Si nous dé-
signons par x le résultat de la mesure faite
sur un échantillon quelconque, 1'existence du
bruit se traduit par une probabilité condition-
nelle p(x / 1) que la mesure donne le résultat
x, sachant que le signal en cause est le si-

anal de rang i.

Avant la mesure faite sur cet échantillon, le
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vecteur colonne de probabilités de présence est
I (i) . Si on appelle m le numéro du signal

dans la famille et i Te rang de 1'échantillon
dans le temps, si la mesure donne le résultat
x sur 1'échantillon i + 1, le nouveau vecteur
colonne sera déterminé par la régle de BAYES :

plz / )

(i+ 1) =q (i) X 7=

L4, (Z) plx / %)

=1
On arrive donc & un vecteur colonne final quand
on connait tous les résultats de mesure Xpooo
X, effectuds sur les r &chantillons du signal.

Ce vecteur colonne exprime la décision du détec-

teur.

Supposons alors qu'un signal particulier ait
été envoyé, on peut lui affecter le numéro 1
sans nuire & la généralité.

tes vecteurs colonne de probabilités pourront
alors porter la désignation de ql’m(i) avec la
signification : Te signal 1 a &té envoyé ; aprés
la réception des i premiers échantillons, le
détecteur affecte au signal m la probabilité de
présence 9 ,; (i) 5 le vecteur final ql,m (s)
dépend de la succession des résultats de mesure
Xqene Xg qui ont été effectivement trouvés. On
peut alors moyenner ce vecteur sur 1'ensemble
des groupes de résultats (x1 . Xs) possibles,
On définira alors des vecteurs moyens I, ,, (s)
appelés "vecteurs de probabilités d'estimation”

et définis par la relation de récurrence :

plx / 1) plx / 1)

L 0 plx / r)
i=1 127

Comme i1 s'agit d'une définition récurrente, on
peut trés bien supposer que les probabilités
p(x / 1) qui résument 1'action du bruit varient

d'un &chantillon & 1'autre,

Si on considére 1'ensemble des signaux émis, on
obtient une matrice carrée

[Hq,m (s)J (n x n)

11 correspond & cette matrice une entropie
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q m(i+1) =1 (i)

q=n m=n
5 (q) z I (s) Lo (s)
q=1 Po T q.m Ol g

gu'on appellera "entropie de reconstitution".

Py (q) désigne Ta probabilité de présence a pri-
ori du signal-q,

Examinons d'abord le cas oll Tes signaux ne peu-
vent prendre que des valeurs discrétes.

La quantité "probabilité d'estimation" est a-

lors définie par la loi de récurrence :
m;M plx / q) plx / m)

q,m _, r=N
’ z=1 "y plx / vl
r=] 4

4 .
r(z))

3

dans laquelle p (x / q) désigne la probabilité
conditionnelle d'observer x quand q a &té émis.

Cette loi de correspondance est markovienne
puisque Ta connaissance de la matrice

matrice [n q,m (2 + 1)
s'agit pas évidemment d'une correspondance

entraine celle de la
., I1 ne

markovienne classique, c'est & dire linéaire
et homogéne, mais le caractére markovien sub-
siste cependant.

On peut vérifier facilement que la condition

m=N
I q (Z) = 1 entraine :
m=1 am

m=N

Z 0 (i +1) =1

m=1 %

Nn peut obtenir une formule analogue si Ta fa-
mille de signaux dépend de fagon continue d'un
paramétre o . IT faut alors introduire une den-
sité de probabilité d'estimation, notée
m ()
OLD,a

( o est la vraie valeur du paramétre) et de
1'échantillon de rang i & 1'é&chantillon suivant,
on a la 1oi de correspondance

p(x/a,) plx/a) dz

w o (i+1)= w

(<)
LT Oy O jB p(x/ B) an‘g(z}d B
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I

formule dans laquelle p(x / a) désigne la den-
sité de probabilité du vecteur de mesure =z ,
connaissant o ; " désigne une intégration
sur toutes Tes valeurs possibles du vecteur de
mesure, qui peut &tre multidimensionnel ;.rB
désigne une intégration sur tout 1'intervalle

de variation du paramétre o .

Dans le cas ol les signaux sont constituéds par
des trains d'impulsions binaires, le calcul est
fortement simplifié. On appellera P la probabi-
1ité de détection correcte de 1'une ou 1'autre
des deux impulsions élémentaires (on pourrait
d'ailleurs supposer que les deux probabilités
sont différentes) et p =1 - P la probabilité
d'erreur.

Supposons que 1'ensemble des signaux 3 détecter
soit repéré par les nombres 1l... n et que le si-

gnal envoyé soit le signal 1.

Les formules de récurrence permettant de calcu-
ler les probabilités d'estimation Hl,m (2 + 1)
quand on connait I, (%) s'écrivent
simplement

(2+1) = H1;1 (i)[ Fous
P § Hljm(z) +p ; Hl,m(t)

p 2
. F
pFm, , () +PFN m(i)J
formule dans laquelle

P désigne la somme éten-
due & 1'ensemble des signaux pour lesquels
1'é1ément binaire (i + 1) est le méme que ce-
Tui du signal 1 ;

g désigne la somme com-

plémentaire.
De méme :
, . p?
(Z+1) = 1 (Z) Foaae
1vm 1ym , ,
P Hl’m(z)+p § Hl,m(i)
2
" p

p} I, () + P ;. Hl)m (Z)

ou
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p P
Hl)m(i+1): Hl’m(i) o
P.§ Hl)m(z) +p ; Hl,m(z)
p P
+
p42 Hl)m('u) + PE H1,m ()

II, -

suivant que le signal m appartient 3 1'ensemble
T ou i 1'ensemble % ,
4 2

On peut dans ces formules remplacer 1 par
n'importe quel indice q et on a ainsi la pos-

sibjlité de calculer I .
q,m

On peut constater que :

. si les signaux sont équiprokables au départ,
et

. si les probabilités de détection correcte
des deux impulsions élémentaires sont les
mémes, on a

T.. = T..

zJ Ji
et Ta matrice [Hij] demeure symétrique.

Nous supposerons ces conditions remplies dans
la suite, bien qu'elles ne soient pas obliga-
toires,

PREMIERE APPLICATION : CALCUL DES MATRICES DE

CONFUSION

Considérons un ensemble de signaux, formés par
des trains d'impulsions binaires. Par exemple,
il peut s'agir de 1'ensemble des signaux d'un
code détecteur d'erreurs ou correcteur d'er-
reurs, S'il y a n signaux en tout, on appelle
Pi la probabilité de réception correcte du si-
gnal de rang i et qji = qij la probabilité de
confusion entre les signaux i et j. La matrice

r -
Pl 912 - 91n
451 P2 ..... q2n
Qpp crrreereee Pn

dite matr?ce de confusion, et dont la somme de
chaque ligne ou de chaque colonne est égale a
1, exprime 1'efficacité de la détection de
1'ensemble des signaux.
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On peut 1'évaluer auand on connait la matrice
des quantités “ Hijil précédemment définies,

Supposons que le signal 1 ait été envoyé, et
qu'on ait calculé, dans des conditions de bruit

données, 1a colonne des éléments I Hln'

Prenons d'abord 1'élément Hll,, relatif au si-
gnal 1. Si le détecteur décide "1 a &té envoyé"
(décision correcte) i1 prend cette décision
avec une probabilité Pl et il attribue au si-
gnal 1 la probabilité d'existence P1 ; d'ol une
contribution Plz. Si Te détecteur décide "2 a
été envoyé" (décision fausse) i1 prend cette
décision avec une probabilité 9qp et il attri-
bue au signal 1 Ta probabilité d'existence

qqp - - . etc. On a donc 1'égalité :
2 2 2 _
Pyttt 7

Prenons ensuite 1'&1ément n ., relatif au si-
gnal 2. Si le détecteur décide "1 a été envo-

yé
avec une probabilité P1 et i1 attribue au si-

(décision correcte) i1 prend cette décision

gnal 2 une probabilité d'existence Gyp» d'ol
une contribution P1 410 Si Te détecteur déci-
de "2 a &té& envoy8" (décision fausse) i1 prend
la décision avec une probabilité 9y, et attri-
bue au signal 2 une probabilité d'existence P2,
d'oli une contribution 995 P2',Sli] décide "3 a
8té envoyé" (décision fausse) i1 prend la déci-
sion avec une probabilité 93 et attribue au
signal 2 une probabilité d'existence Qpg- -+ etc
On a alors 1'égalité :

P _
1T a19%909 Potay5 995%74 G9q 000 T, 99y = Tip

On peut donc écrire un systéme d'équations &

partir de la colonne (I 7’.) des probabilités

1
d'estimation, le systéme est :

2 2 2
Pytaggteetay, = 0y,

L

On peut écrire autant de systémes analogues
qu'il y a de colonnes dans Ta matrice II c'est

a dire n (avec des &quations surabondantes,
bien entendu).

Ce sont des systémes du second degré, mais ils
sont trés faciles & résoudre numériguement. En
effet, on utilise des approximations successi-
ves dont la premiére s'obtient en annulant les
termes quadratiques en q :

2 _
(P1)0 - T[n
laz9/y [(Pz)o * (Pz)o] =1,

.................................

etc.

L'approximation suivante s'obtient en rempla-
gant les termes quadratiques en g par Tes va-
leurs calculées précédemment (qij)o (q].k)0 et
on converge d'autant plus vite que les quan-
tités 9 5 sont plus faibles,

On peut citer comme application possible, &
part 1'étude des codes, le calcul des erreurs
de réception d'un signal dé&pendant d'un para-
métre (par exemple Te temps) quand ce paramé-
tre est quantifié. On prend comme signaux 1,

2 ... n les différents signaux correspondant

a n valeurs du paramétre et on agira comme
précédemment, I1 n'existe pas de solution dif-
férente & ce probléme quand le rapport signal/
bruit est éleve.

Traitement d'un exemple numérique.

Prenons 1'ensemble des trois signaux & 8 bits :
(signal 1) 1 1 1 1 1 1 1 1

(signal2) 0 1 1 0 1 0 1 1

(signal3) 1 0 0 1 0 0 0 0

Supposons que la probabilité de détection cor-
recte du bit soit P = 0,6, ce qui correspond

a de trés mauvaises conditions de réception et

que les probabilités a priori d'existence des

trois signaux soient Tes mémes : %, %, %.

On calcule la matrice Hij (8).

Par exemple :

X 0,62 0,42
S T R A — PR - 0,33929
0.6 x £+ 0,4 x ; 0,643 +0,4x

/
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1 0,6 x 0,4 0,6 x 0,4
H12(1)= 310 5=m===moyT Ll it 5 =0,32142 III. - DEUXIEME APPLICATION : CONSTRUCTION DE CODES
0,6x 3 +0,4x 3 0,6x 3t 0,4x 3
Elle dérive facilement de 1'application précé-
dente. Considérons un code formé de N signaux
(1)= 1\ _..0,6% _____ P 0,42 ___ =0,33929 et le probléme de voir ce code transporter
L2 3 0,6x g +0,4x % 0,6x % +0,4x % 1'information maximale en présence d'un niveau
de bruit donné et de signaux équiprobables par
exemple.
et ainsi de suite.
Supposons le code construit jusqu'au rang i,
On trouve ainsi la matrice Hij(s) c'est & dire les i premiers bits de chaque
o signal deéfinis, Les quantités Il m(i) sont a-
0,39813 0,32853 0,27334 lTors calculables, IT y a 2N fagons de détermin
ner le bit de rang (i +_1). A chacune d'elles
0,32853 0,41115 0,26032 correspond une matrice Hq,m(i + 1) | et des
probabilités de détection correcte Pl(i + 1)
0,27334 0,26032 0,46634 Py(t + 1),
La quantité d'information transmise est de la
et on écrit les &quations : forme :
PPl 9,5 = 0,39813 v 1 1
- (ﬁ Log & - Pm Log Pm)
P1 Q0 * 9y P2 +0q3 Gp3 = 0,32853 4
Py Qg3+ 9pp 9p3 * 933 P3 = 0,27334 On choisit parmi les 2" combinaisons possibles
q212 + P22 + q232 = 0,41115 celle qui la maximise et on franchit.un cran
Gpy G31 + Pp Gpy + Gpg Py = 0,26032 de plus.
q312 + q322 + P32 = 0,46634 I1 est donc possible de déterminer ainsi un
code de longueur arbitraire, par des opérations
(en ne gardant que les équations distinctes). numériques longues mais faciles & effectuer.
On a alors (Py), = 0,631 <q12)0 = 0,250
(PZ)O = 0,641 (q13)O = 0,210 IV. ~ FROISIEME APPLICATION : EXTENSION DE LA METHO-
DE DE KALMAN-BUCY
(P3)0 = 0,683 (q23)0 = 0,200
Cette méthode est employée & 1'estimation ré-
et on converge aisément vers la solution : currente d'un processus aléatoire markovien,
P1 = 0,540 91, = 0,267 993 = 0,193 quand i1 est mesuré avec des erreurs d'obser-
vations indépendantes & chaque mesure. On y
q3p = 0,267 P, = 0,557 93 = 0,176 fait des hypothéses simples sur le comportement
a = 0,193 a3 = 0,176 p23 = 0,631 du processus markovien : i] esF ?upposé étre
la somme d'un processus déterministe et d'un
on vérifie aisément que la somme des éléments bruit centré. On passe d'une estimation & la
de chaque ligne est égale & 1. suivante par une opération.

a) de transposition ; 1'estimation est trans-
posée dans le temps en supposant que le pro-
cessus est déterministe (gouverné par des
équations linéaires) ;

b) de combinaison de la valeur transposée et
de 1a valeur mesurée. On peut &tendre le

procédé i un processus markovien plus
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général. Supposons que le vecteur d'état
définissant le systéme soit & valeurs dis-
crétes (1 & N), Le systéme se comporte l
alors comme une chaine de Markov, définie
par la matrice de transition [Pij ]. Par
ailleurs, on connait les probabilités con-
ditionnelles p(ms/m) de mesurer un point
mg quand la valeur réelle est m.

En partant d'un premier vecteur colonne de pro-
babilités Po (1)
sivement les vecteurs colonnes Py (1) ...pl(N)

- Pg (N) on élabore succes-

. puis pi(l) cee Py (N) par les opérations
que nous allons expliciter.

Considérons alors un systéme subissant une
évolution aléatoire, & des instants discrets,
Son état est caractérisé a chaque instant par
un nombre n (1 & N). A un instant d'échantil-
Tonnage i, on connait le vecteur colonne des

probabilités attachées aux diverses valeurs de

n:
p; (1)
Py (1) p; (n) woopy (M) ou fpy (n)
py (M)

Cet “état", dans la pratique, désigne évidem-
ment un vecteur dont le nombre de dimensions
est suffisant pour qu'on puisse considérer Te
systéme défini par lui comme markovien.

On peut alors considérer que le systéme passe
de 1'état (n) au temps i & 1'état (m) au temps
i+ 1 avec une probabilité définie par une
matrice de transition markovienne Pij }]
941(1) p p

1 Py Py (1)

a;,1(N) Pup o Prn p; (V)

Ce qui signifie : la connaissance du systéme

d 1'instant 1 est résumée dans le vecteur
colonne [pi (n)] . Cette connaissance se trou-
ve transposée dans le vecteur colonne

[ 9541 (n)]é 1'instant i + 1.

Or & 1'instant (i + 1) on dispose d'une mesure
du vecteur d'état, et le résultat de cette
mesure est m - E1le a eté effectuée avec une
erreur d'observation dont on connait la Toi

de probabilité. On désignera par w (ms/m) la
probabilité conditionnelle de voir le résultat
de mesure donner m, quand Te systéme se trouve
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effectivement dans 1'état m.

Le probléme est d'estimer 1'état du systéme,

ou plus exactement d'évaluer le vecteur colon-
ne des probabilités que le systéme se trouve
dans les états 1 ...N & 1'instant i + 1 quand
on dispose du vecteur colonne transposé

[ 9541 (n)] et de 1a mesure mg .

On aura évidemment le vecteur colonne fourni
par 1'application de la régle de Bayes :

® (ms/m)
(m) = q, (m) 5 (2)
T w (ms/m)pi+](m)
; j

et 1'application des transitions markoviennes
(1) et (2) au vecteur co1onne[ Ps (n) ] per-
met de trouver le vecteur colonne homologue
[p1.+1 (n)] . L'opération est alors itérée

et on a, par récurrence, les vecteurs colonnes
successifs définissant les probabilités des
états du systéme au cours du temps.

On peut alors définir une probabilité d'es-

timation relative & 1'8tat vrai my (i +1)
m =0 ) (ms/ mo) w (ms/ m)

(m)=q_.(m) I
7 _
ms—l

v
T ow (m/m) p
s
m=1

i+1 (m)
et, par voie de conséquence, une probabilité
d'estimation relative & une "trajectoire"

. My (i), my (i+1))...
et une trajectoire estimée quelconque :

T:om (1) o.om(8),m i+ 1),

donnée : T : m, (1)

La grandeur I, (T, f) signifiera : probabilité
d'estimation relative a une grajectoire vraie
donnée T et une trajectoire T, au temps i
(entier) en partant d'une situation connue
(certaine ou aléatoire) au temps O.

Cette grandeur se calcule par récurrence. Quand
on connait les grandeurs I (T, %) cela signi-
fie qu'a 1'instant i, toutes les grandeurs

i (mo, m) sont connues. (m0 est 1'état de la
trajectoire T, m 1'état de Ta trajectoire T

3 1'instant 1).

L'application des formules 1 et 2, oli on rem-
place les p; (m) par les I, (mo, m) fournit
1'ensemble des grandeurs LI (T, 7).
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Le nombre ijmmense des trajectoires possibles
interdit de procéder comme au paragraphe pré-
cédent.

Cependant, on peut opérer toujours par récur-
rence pour étudier une trajectoire donnée. On
se donne le vecteur colonne des probabilités

initiales [ p, (1')] et, connaissant 1'état
My 3 1'instant 1 de la trajectoire vraie, on

en déduit les probabilités d'estimation

I8 (mo, m). On en déduit aussi la matrice de

confusion par le procédé décrit au paragraphe
précédent.

Comme on dispose alors des probabilités d'es-
timation I, (mo, m), on repart de ce vecteur
colonne pour franchir un nouveau cran et on
étudie ainsi la trajectoire de proche en
proche.

11 est bien évident que le caractére récurrent
du procédé permet de changer & chaque &chan-

tillonnage la matrice de transition [Pij ] de
la trajectoire ainsi que de Ta loi des erreurs

d'observation w (mS / m).

On peut dire en conclusion que 1'application
de 1a théorie de la communication a beaucoup

3 gagner dans le calcul de quantités récur-
rentes toutes les fois que cela est possible,
en raison des commodités trés grandes qui
s'attachent & ce genre d'évaluation. Ainsi
1'utilisation d'une voie détournée est avan-
tageuse pour calculer des quantités trés dif-
ficiles d &laborer autrement. I1 reste certai-
nement beaucoup a faire dans ce domaine ; la
théorie de la communication est touiours une
science trés récente.
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