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RESUME

L 'équation de propagation du son dans 1'eau a été
résolue en utilisant la théorie des modes appliquée

a une source ponctuelle, isotrope et monochromatique.
Le milieu constitué par 1'atmosphére, 1'eau, un sédi-
ment et un fond rocheux est supposé stratifié hori-
zontalement, la célérité dans 1'eau et dans le sédi-
ment variant avec la profondeur ainsi que la masse
volumique du sédiment.

Une solution analytique a pu étre établie dans ces
conditions en utilisant des profils de densité et de
célérité du type GANS-PEDERSEN. Une solution numé-
rique utilisant une équation intégrale du type

VOLTERRA est appliquée a des profils de forme quel-
conque.

Nous avons mis au point un programme de calcul sur
ordinateur dans ces deux cas. La perte de propagation
est obtenue en fonction de 1a distance sous forme
d'une série de résidus et de deux intégrales de
branche dont Ta contribution est négligeable loin

de Ta source.

Ces travaux ont été soutenus par la DRIE.

195

SUMMARY

The wave equation for sound propagation in shallow
water has been solved by using normal mode theory
applied to an harmonic point source.

The medium, constituted by air, water, sediment and
a solid bottom, is assumed to be horizontally
stratified. Sound speed in both water and sediment
and density of sediment are varying with depth.

A closed form solution has been found in the case of
GANS-PEDERSEN types of density and sound speed pro-
files. For real profiles of any given shape a nume-
rical solution is employed that makes use of the
VOLTERRA integral equation.

A computer program has been written for both develop-
ments. The propagation loss in water versus hori-
zontal ranges is obtained in terms of a residue

serie and two branch line integrals that may be
omitted for ranges long compared to the water depth.

This work was sponsored by DRME.
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1. INTRODUCTION

L'utilisation de la théorie des modes pour la propaga-
tion du son par petits fonds a été développée pour la
premiére fois par PEKERIS (r&f.1,2,3) en 1948. Son mo-
dele était trés simple puisque le fond sous-marin
Etait assimilé & un deuxiéme fluide, les célérités du
son dans 1'eau et dans le fond étant différentes mais
constantes avec la profondeur. Depuis, plusieurs ten-
tatives ont &té faites pour tenir compte de la varia-
tion de la célérité du son avec la profondeur : citons
par exemple un programme de calcul sur ordinateur mis
au point par NEWHMAN et INGENITO (réf.4) pour un modéle
a deux fluides avec variation du son en fonction de 1a
profondeur dans le premier fluide. Ce programme utili-
se la technique des différences finies.

Nous développons ici un modé&le plus réaliste en par-
tant d'une formulation de Ta théorie des modes dévelop~
pée au chapitre 2, valable pour de nombreux modéles &
condition de supposer toujours des milieux stratifiés
horizontalement {les paramétres des différents milieux
ne varient qu'avec la profondeur),ce aqui permet de
transformer 1'éguation de propagation initiale en une
équation du type de HELMHOLTZ.
Notre modéle est constitué ainsi : le milieu marin est
borné par 1'atmosphére et par un fond solide recouvert
ou non d'un sé@diment considéré comme un deuxiéme flui-
de.

Nous supposons que 'la célérité du son ne dépend que de
la profondeur dans 1'eau et le sédiment et que les cé-
1érités de cisaillement et de compression dans la ro-
che sont constantes.

D'autre part, nous supposons que la masse volumique du
sédiment varie avec la profondeur et que calles de
T'eal et de la roche restent constantes. Le champ sono-
re est créé par une source ponctuelle, isotrope et mo-
nochromatique.

Au chapitre 3, nous appliquons la formulation dévelop-
pée au chapitre 2 au cas de profils de célérité et de
densité analytiques du type GANS-PEDERSEN. Au chapitre
4, nous 1'appliquons au cas de profils de forme quel-
congue pouvant n'étre connus qu'en un nombre discrets
de points.

2. FORMULATION DU PROBLEME

>
-
s

Soit ¢(
la pression acoustique‘p(F,t) et la vitesse de déplace-

t) le potentiel des vitesses. Par définition,

ment v{r,t) d'un élément de fluide sont données par :
->

(1) p(F,t) = p 2208 5 (i) = - grdd o(F,t)

En tenant compte de 1'équation de conservation de la

quantité de mouvement, de 1'équation de conservation
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de Ta masse et de 1'équation d'état reliant la pres-
sion acoustique & la variation de densité, le poten-
tiel a(F,t)'obéit d 1'équation suivante (au premier
ordre)

L % 3¢ . gog(p-d
o(z) dz 3z

ol C(z) est la célérité du son dans le fluide (eau

e)eJmt

ou sédiment), o(z) la densité du fluide. Le deuxiéme
membre de 1'équation (2) représente le terme de sour-
ce : v est le rayon vecteur qui joint 1'origine du
systéme d'axes au point d'observation et ?e celui qui
joint cette origine au point ol est situéela source.
Compte tenu de la schématisation du milieu, on peut
utiliser des coordonnées cylindriques & symétrie azi-
mutaie.
Le potentiel ¢(?,t) se met sous la forme :
(3) o(Fst) = 8" (riz)el®t.
On peut résoudre 1'équation (2) en utilisant la trans-
formée de HANKEL de ¢'(r.z).
La fonction ¢'(r,z) cherchée est solution de 1'équation
3 Joo

@(z,s)Ko(sr)sds
—je
ol Ko(sr) est la fonction de BESSEL modifiée de deu-
Xxiéme espéce d'ordre zéro.
La fonction ¢(z,s) est solution de 1'équation :

2 1

(5) ae . [ g + s ]Q do do

- — = = = —Zﬂé(Z-Ze)
o(z) dz dz

La variable r est la distance horizontale du point
d'observation & la source tandis que z est sa profon-
deur par rapport 3 la surface de Ta mer. La variable

s est un paramétre qui intervient dans 1'expression

de la transformée de HANKEL et qui correspond physi-
quement & Ta composante horizontale du vecteur d'onde.
Pour obtenir le potentiel, i1 faut donc d'abord résou-
dre 1'équation (5) pour obtenir la fonction ¢(z,s) et
ensuite calculer 1'expression (4).

L'équation différentielle du second ordre (5) obéit

a certaines conditions aux limites au niveau des inter
faces air-eau, eau-sédiment, sédiment-roche : c'est un
probléme de STURM-LIOUVILLE.

2.2 - Formulation des conditions aux Timites

Des conditions de passage ou des conditions aux Tlimi-
tes interviennent & chaque fois qu'on change de mi-
lieu :

- «§r 1'interface air-eau (plan z=0) : la pression
acoustique est nulle

- sur 1'interface eau-sédiment (plan z=zl) la pres-

sion est continue et la frontiére subit Ta méme défor-
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mation de part et d'autre a chaque instant (continui-

té de Ta composante normale de la vitesse de déplace-
ment d'un élément de fluide).

- sur 1'interface sédiment-roche (plan z=22) ;e ter-
me du tenseur des contraintes TZZ qui s'exercent dans
Ta roche en z=2,% 0 doit équilibrer la pression qui
s'exerce sur 1'autre face (sédiment en 22—0).
la frontiére doit subir la méme déformation de part

De plus

et d'autre. Ces deux conditions aménent & la condi-

tion homogéne suivante :

(6)

2240

ol Ta fonction ¢ est solution de 1'équation (5) et ol
N et P sont respectivement les masses volumiques du
sédiment et de la roche. On montre que le terme K(s)
a la forme suivante :

. 4
(7) K(s) = - -7 :
o, ¢t L2 W22 2
P2 7T [s©+55] - abs
2CT
Avec
2 1/2 2 1/2
w 2 W 2
a= [Eg + 5] ;b =[C2 + 5]
L T

ot CL et CT sont respectivement les célérités de com-
pression et de cisaillement dans la roche. Le para-

métre s est le méme que celui introduit dans 1'équa-
tion (4).
1"infini dans la roche entrafne que les déterminations

Le fait que Te champ acoustique s'annule &

que 1'on doit prendre pour a et b ne sont pas quel-
conques.

~ Au niveau de la source (plan z=ze) ¢ il doit y
avoir continuité de la pression et d'autre part la
composante verticale de la vitesse de déplacement du
fluide doit étre continue partout dans le plan 2=z
sauf a& Ta source ol le fluide en dessus et en dessous

de la source se déplace dans des directions opposées.

Mathématiquement cette condition se formule ainsi

de
dz

(8)

Ze—O

Si ¢(z,s) est une solution de 1'équation (5) qui obéit
aux conditions aux limites précédentes en z=0 et plus

précisément :

L 39(0s8) _
0(0) sz

(9) ¢(0,5) = 03
Si y(z,s) est une solution de 1'équation (5) qui obéit

198

aux conditions aux limites précédentes en z = z
plus précisément :

0(2,5) = p(2,5) + K(s) v,(z,5)

Avec

(10) wl(zz,s) =1 @2(22,5) =0

Si, de plus, les fonctions ¢{z,s) et w(z,s) sont liné-
airement indépendantes, la solution de 1'équation (5)
qui obéit a la fois aux conditions sur la surface,

sur le fond et au niveau de la source est donnée par
la fonction de GREEN :

) ¥(24,8)0(258) 0
- < Z < Z < Z
/ 0(0)3(0) e 2
(11)9(7,2,,5)
1 6(20:5)0(2.5)

_2 [
p(0)u(0)

Précisons que la solution (11) de 1'&quation (5) n'est

< < Z < Z
0 z, 2

pas connue analytiquement. Nous avons seulement expri-
mé les conditions auxquelles devaient ob&ir des fonc-
tions solution du probléme posé. Ces conditions sont
nécessaires et suffisantes pour que toutes Tles fonc-
tions ¢ et y obé&issant aux conditions (9) et (10)
respectivement donnent une fonction ¢ solution du

probiéme.

La fonction @(z,ze,s) dont nous venons de voir la
structure est une fonction complexe. Elle posséde un
certain nombre de pdles complexes, imaginaires purs et
réels s, qui sont Tles zéros de w(0,s)(ici le probieme
de STURM-LIOUVILLE n'est pas hermitique).

On résoud classiquement 1'équation (4) en utilisant la
méthode des résidus.

L'expression de K(s) et les déterminations de a et b
choisies font que 1'intégration doit se faire dans le
plan Re{s) » 0

Nous avons choisi de prendre les coupures + jm/CL et

T juw/Cr telles que deux seulement se trouvent dans le
demi-plan Re(s) > 0 et qu'elles soient paralléles a
1'axe réel des s. Les pdles Sy de Ta fonction ¢ sont
simples et se situent dans le quatriéme quadrant du
plan complexe (ainsi que Teurs symétriques par rapport
& 1'origine qui, eux, se trouvent dans le deuxiéme
quadrant).

Nous avons donc choisi le contour d'intégration C de

la figure 1.
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Nous intégrons sur la demi-droite 1+j pour que les qu'a des distances grandes devant la hauteur d'eau,
pbles symétriques situés dans le deuxiéme quadrant Ta contribution des intégrales de branche devient né-
n'influencent pas le comportement de ¢.(Ceci n'a gligeable .
d'ailleurs d'intérét que dans le cas d'une intégration A titre de vérification, nous avons appliqué la formu-
numérique de 1'équation (4))- lation précédente au modéle de PEKERIS. Le modéle de
PEKERIS est constitué de deux milieux fluides. Le pre-
N Im (s

mier milieu est caractérisé par une célérité C1 et une
densité °q constantes. I1 est compris entre deux plans
infinis situés en z = 0 et z = z,. La source et le ré-
cepteur sont tous les deux dans ce premier milieu, res-
pectivement aux profondeurs zZ, et z. Le deuxiéme milieu
fluide est caractérisé par une célérité C2 et une den-
sité o, constantes. I1 s'étend du plan z = z, & 1'in-
fini. Les fonctions ¢(z,s) et ¢(z,s) sont alors don-

nées par :
sinalz
(14)'b (Z,S) = 91 OL]_
le(S) R
(15) y(z,s) = c05a1(22—z) - e s1na1(zz—z)
Avec :
2 1/2
oy :{_w_z. + 32:[
c ¢
De plus, dans Te cas d'un fond fluide, 1'expression
K(s), donnée par (7) devient :
. o 1/2
Figure 1 K(s) = - =% Avec : ay = [T+ 52]
o CZ

Compte tenu de ce contour d'intégration, 1'équation Z

(4) se met sous la forme : En se Timitant au cas ol z < Z,» la fonction @(z,ze,s)
s'écrit :

' =L -
(12) ¢'(r,z) 3 B/ t }[ 1-4 % R Kolsr) sinez
rpir, (16) ¢(z,z_s)= X

e al
P

| .
Avec les résidus R donnés par : oy €08 ay(zp=z,) +J EE'QZ sin ay(z,-2,)

p

¢(z ou z_,s )u(z, ou z,s ) .71 .
e’’n e n ()Ll cos otlzz + ] 0, ) S"lno¢122

n p(O)aw(O,sn)/as

(13) R, = s

L'expression (12) est composée de deux termes : le Expression identique a celle obtenue par PEKERIS. On

premier correspond aux intégrales de branche &valuées obtient &galement la méme valeur des résidus R

sur les coupures r et I, lorsqu'on utilise (13). Nous n'entrerons pas plus dans

Physiquement i1 représente des ondes se propageant Te les détails, le modéle de PEKERIS &tant bien connu.

long du plan de séparation fond rocheux-sédiment ou 3. FORME ANALYTIQUE DE LA FONCTION DE GREEN ¢
eau avec des célérités CL et CT’ Teurs amplitudes dé- (rayonnement dans un milieu marin du type
croissant approximativement en l/rz, (réf.s5). Le GANS-PEDERSEN)

deuxiéme représente une somme de résidus. Ces résidus Nous prenons les classes de fonctions suivantes:
correspondent aux racines de 1'équation de dispersion a) Dans 1'eau de mer (0 < z < z;) :

¥(0,s) = 0. Chacun des termes de cette somme constitue Densité : p = Py = constante

un mode de propagation, c'est-3-dire une onde se pro-

pageant avec un vecteur d'onde horizontal donné par célérité du son : Cz(z) = C03/(CO - 2y02)

S,- L'amplitude de ces ondes décroft en 1/¥r, de sorte ou Cy et yy sont des constantes.

199
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b) Dans le sédiment (z1 <z < zz):

Densité : p(z) = plexp[ p’l(z-zz)/pl}

ol oy et p'l/p1 sont des constantes.
Celerite : C2(z) = C.o/(C, - 2y (z-2q)
élérité : (z) = 1 ( 1 v(2-24 )

ol Cl et Yy sont des constantes.
Dans ces conditions, les fonctions ¢ et v qui cons-
tituent ¢ sont données par les expressions suivan-

tes :
Chp
; 0°0 1/3
(17) ¢ = - =27 - (zz )77 x
3578 2.1/3 0
(Yow )
[J-l/a(Co)Jl/a(C) - J1/3“0”-1/3(@)]
Avec
3 3
G R A N 17
cs T gt s (7S
3yqnu” C7{2) 3yaw- C
0 0 0
- La fonction ¥se met sous la forme :
(18) v = Y + ook (s) X
Avec :
c
e T 0 1/3
X o= e s () X
3 (YOm )

[J-1/3(51)J1/3 (¢) - J1/3(€1)J,1/3(C)]

ki

Y=- 517?'(c512)1/3 %

[J_1/3<€)‘]_2/3(C1) + J1/3(C)J2/3(C1)]

1 'y
kl(s) =p_eXp ;‘—' (22'7-1) X
1 1
K(S) 911_ ﬁ(51)+ di(gl)
o' ! 7o) dz dz
e
T e - 21
\ L.O]_K(S) e Z_'JX1(€1)+ Y1(€1)
Pl
Avec :
X, = = =7 1 (ge,) 3
1/2 2
1757 (3v,00 173

[J-1/3<52)J1/3(€) - J1/3“2”-1/3(‘5)}

200

[J-l/s(g)d—2/3(€z) * J1/3(5”2/3({2)]

o Rett e
[2.1/3(000_0/248) + 9y 5085)93(6)
2.1/3
le o (3Y1U ) c Q)2/3 .
ez 3V ¢ 2

[J_2/3(52)J2/3(€) - J2/3<52)J_2/3(€)]

ol les fonctions Jf 1/3 et J+2/3 sont les fonctions

de BESSEL complexes de premiére espéce d'ordre frac-
tionnaire de la variable complexe ¢ ou Ey-
Les_variab]es S et &y intervenant dans ces expres-
sions étant données par :

3 .
C 2 3/2
[)1 = __1_._ (w_ + SZ)
3Y1(A)2 Clz
¢, 2 2 o', 272/3
7l w + s Pl
g = ? 2 (—")
3Ylw C(z) 2p1
c,? 2 ' 292/3
1 [ w + S? (p 1) ]
£ -
2" 3y C(z,)? 201

Les résidus correspondant aux pdles Sy de ¢(0,3)

nécessitent la connaissance de sy/3s. Le calcul de
cette dérivée n'offre pas de difficultés mais améne
d une expression fort longue que nous ne développe-

rons pas ici.

4. FORME NUMERIQUE DE LA FONCTION DE GREEN ¢ :

(rayonnement dans un milieu marin quelconque)

Nous avons vu qu'il était possible d'obtenir une ex-
pression analytique de l1a fonction ¢. Cependant Tes
classes de fonctions C(z) et p(z) permettant ce calcul
sont trop restreintes pour pouvoir exploiter utilement
n'importe quel type de bathy pouvant se rencontrer
dans la propagation par petits fonds.

Nous allons développer dans ce paragraphe une méthode
générale permettant d'utiliser n'importe quelle forme
de bathy..

Nous écrivons 1'équation (5) sous une forme un peu
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différente :
2
o(2) a +¢—§ﬁ—~ + 32) P=0
dz  C"°(z)
(19) dp
op(z)U-==0
dz
Alors ¢ représente la solution P(z) avec les condi-
tions aux limites : P(0) = 0
u(o) = 1
Et ¢ représente la solution P(z) avec les conditions
P(zz) =1
U(z,) = K(s)

Nous découpons le milieu en N couches stratifiées ho-
rizontalement, chaque couche ayant pour épaisseur

(z On peut définir dans chaque couche une

n- Zn+1)'
célérité moyenne Cn et une densité moyenne e On

peut alors réécrire (19) sous la forme suivante :

) 2 2 2
L [ 52)P = (25 - 2P+ (p - 4
o & p = p)
ndz ¢ ? c? 2 N4
(20)
dpP
- —= - U
Y p. (py = 0)

L'avantage de cette écriture est que, dans chaque

couche (z les deux premiers membres des

n " Zne1)
équations (19) sont & coefficients constants. On peut
alors utiliser la méthode de variation des constantes
de LAGRANGE pour résoudre (20). On aboutit au systéme

suivant :

(21) P(zn+1) = P(Zn)COSan(Zn+1— Zn) +

Sina (z, 4= 2.) Zntl 2 2
o bz, o +J n ({[C_w? _ cg( ] Pc)
*n z, n z)
sina, (z .- )
+[Qn _ p(c)]dU(C) } n‘“nt+l
dz o

n

- [pn_ p(;)]U(;)COSan(zn+l— ¢)dg

(22) °nU(Zn+1) = - P(zn)unsinan(zn+1 zn) +
(zn+1 W2 2

RIS WENPEEN (- 1P
JZn n &

201

(9)2_ +
c 2
n

Avec : o = 52 172

n

)

Les fonctions ¢ et w sont donc solutions d'une égua-
tion intégrale du type VOLTERRA. Si on connait U(zn)
et P(zn), on en déduit U(zn+1) et P(zn+1

de couche en couche, on arrive a U{z) et P(z). Les

} et ainsi,

valeurs initiales de U et P sont données par les con-
ditions aux Timites.

Les expressions (21) et (22) ne sont pas programmables
sur ordinateur. En développant en série de TAYLOR les
expressions sous les signes somme des expressions (21)
et (22), i1 est possible de calculer analytiquement
ces intégrales. On aboutit aux expressions suivantes,
facilement programmables : 4

(23) P(z,,,) = P(zn){COSan(zn+1— z.) + g adi -

{ sino (2,1~ 2,)
°n

, 4
iKip * o % a'sdin

/

Les coefficients ass bi,ag ,b},Jinet K{nqui n'of-
frent pas de difficultés & calculer ne seront pas
explicités ici.

Pour calculer les résidus correspondant aux péles Sh
¢(0,s), i1 faut connaitre 3y/3s. Pour cela, on pose :

3P _ 3y W _1d ay
= = x et Z - = =y
a2 as0 2% o dz as?
Alors : dy/9s = 2sx
On dérive par rapport & 52 le systéme (19) . I1 vient:
, 2
o 2. 9u? + P4 (2 + 52y 937 =0
dz ds C™(z) ds
(25) a4 Py 0@y -0
dz ;;;? ds2

Le systéme (25) obéit aux conditions aux limites sui-
vantes : x(zz) =0

y(z,) = aK/as?
On utilise alors les mémes méthodes que pour le calcul
de P et de U et on obtient x(zn+1) et y(zn+l) en fonc-

tion de x(zn) at y(zn)_
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5. CONCLUSION

La perte de propagation en fonction de la distance
horizontale est donnée par :
(26) P = 20 Tog |¢'(r,z)| dB-réf 1 ub a1l m.
od ¢'(r,z) est solution de (4). I1 est d'ailleurs pos-
sible d'introduire un terme de perte supplémentaire
dd & 1'amortissement du son par le milieu soit indi-
rectement en ajoutant un terme correctif & 1'expres-
sion (26), soit directement en considérant des célé-
rités complexes.
Nous avons mis au point le calcul de (26) sur ordina-
teur & partir des modéles développés aux chapitres 3
et 4. En ce qui concerne le modéle de rayonnement dans
un milieu marin ayant des bathy et des courbes de
densité dans le sédiment quelconques, il est possible
d'introduire les valeurs expérimentales sous forme de
points fonctions de ta profondeur.
Le programme se charge de calculer les valeurs inter-
médiaires nécessaires dans le déroulement des diffé-
rentes étapes en utilisant une interpolation par une
fonction spline cubique naturelle (qui assure la con-
tinuité de la fonction interpolée et de ses deux pre-
miéres dérivées).
Ces programmes permettent de calculer la fonctiong¢ ',
directement, par intégration numérique sur le contour
constitué par la demi-droite 1 + j et Te demi-axe
Im(s) < 0 de l1a figure 1 ou de calculer les pdles de
la fonction ¢(z,ze,s) puis la série des résidus cor-
respondants. Nous avons effectivement constaté que dés
que la distance horizontale & la source était supé-
rieure 3 la hauteur d'eau H, la contribution des inté-
grales de branche de 1'expression (12) était négli-
geable.
Ces programmes demandent un temps de calcul important
sur un gros ordinateur, (ils ont été mis au point sur
un CDC 6600) fonction de l1a fréquence F émise par la
source. On peut, en effet, montrer que le nombre de
poles déterminant le nombre de termes de la série des
résidus est donné par :

n = 2FH/C
ot C est la cé&lérité moyenne du son dans 1'eau. Cepen-
dant, malgré cet handicap, 1'exploitation de ces pro-
grammes offre de muitiples avantages en dehors de
1'étude de 1'aspect global des arrivées des énergies
en un point donné du milieu en fonction de 1'emplace-
ment de la source et de la fréquence. Ils permettent
en effet d'étudier 1'influence sur la propagation des
différents paramétres du fond {densité et épaisseur du
sédiment, célérités de cisaillement et de compression
du fond rocheux). Ils permettent également d’'étudier
1"influence des différentes formes de bathy.
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En particulier lorsqu'il y a existence de chenaux
sonores ol le modéle de GANS-PEDERSEN est tout & fait
applicable (cf.réf.6). I1s permettent enfin 1'étude
des zones d'ombre définies par la position des caus-
tiques déduites de 1'approximation de 1'optique géo-

métrique.
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