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RESUME

L'étude des oscillateurs a montré la nécessité de défi-

nir une stabilité d court terme. Ce probléme est 1lié

4 l'élimination des basses fréquences. En cherchant d
optimiser cette opération, nous obtenons un filtrage

stmple nettement plus efficace que ceux utilisés jus-

qu'd ce jour dans ces études.

Nous examinons par atlleurs le probléme de
l'analyse spectrale en basse fréquence en temps fint.
La premiére étape consiste d rechercher le filtre nu-
mérique dont le gain G(v) soilt "le plus étroit" centré
sur une fréquence réglable f.

Notre travail a consisté d comparer entre eux
quelques critéres d'optimisation. Une estimation de la
densité spectrale est donnée par celle du moment du
Zd ordre du processus filtré.

Nous avons enfin envisagé la possibilité de
regrouper dans un méme traitement l'élimination des
basses fréquences et l'analyse spectrale en vue d'ob-
tenir une pseudo densité spectrale pour des processus

dont la variance est infinte.
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SUMMARY

The study of oscillators has stressed the
need of a definition of the short term stability.

This point ts related to the low frequency elimina—
tion. Trying to optimise this operation, we obtain a
Filter which is much move effective tharn the proces-— 5
ses used up to now.

We then turn to the problem of finite time
low frequency spectrum analysis ; the first step is
the vesearch of the digital filter, thé complex gain:
of which, G(v) is'the mo%%rrggak" centered on a mova-
ble frequency f. We compare different optimisation
eriteria. An estimate of the spectral density is
given by that of the second order moment of the fil-
tered process. '

At last we look at the possibility of per-—
forming in a single process, both low frequency eli-
mination and spectrum analysis, obtaiming thus a
pseudo spectral density for processes with infinite

variance.
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I - INTRODUCTION
Les méthodes analogiques employées pour 1'a-

nalyse spectrale aux fréquences radioélectriques habi-
tuelles ne conviennent plus en basse fréquence

(v < 100 Hz). On est amené a utiliser des méthodes di-
les échant111ons.x(tn) (avec tn+1=tn + At)

du processus x(t) & studier sont traités numériquement.

gitales :

Pour étudier les composantes spectrales des
fréquences de plus en plus basses, on est évidemment
obligé d'utiliser des temps de mesure de plus en plus
longs ; une premiére difficulté rencontrée souvent,
provient des dérives trés lentes de la valeur moyenne
temporelle du signal. Par suite de ces dérives, on ob-
tient des spectres expérimentaux qui semblent diverger
pe

ker noise" associé a un "spectre" qui serait en |%|'

v >0 ; c'est le cas par exemple du fameux “"flic-

Le processus serait alors non stationnaire (variance
infinie). On peut néanmoins supposer que pour des du-
rées d'observation beaucoup plus grandes, le comporte-
ment change de sorte que la variance soit finie. Quoi
qu'il en soit, si cette variance est beaucoup plus grande
que celle qui correspond aux fluctuations observées sur
un intervalle utile T, on“cherche & &liminer les déri-
ves Tentes.

En effet, cc ..Jdérons par exemple, un dispo-
sitif de mesure des déplacements utilisant un comptage
de franges d'interférences obtenues avec un laser ; on
sait que la précision de la mesure dépend essentielle-
ment des fluctuations de la fréquence du laser pendant
la durée T de la mesure. C'est pourquoi i1 est intéres-
sant de définir une variance o2(T) permettant une cer-
taine description statistique de ces fluctuations, en
fonction de T. Deux définitions ont été proposées anté-
rieurement qui permettent d'étudier certains signaux
de phase non stationnaire. En cherchant & optimiser
cette &limination des basses fréquences, nous obtenons
un traitement qui nous semble nettement mieux adapté.
Ce traitement permet par ailleurs d'obtenir une cer-
taine approximation de Ta valeur de la densité spectra-
Te (en supposant qu'elle existe) & la fréquence f de

. 1 . PR s
1'intervalle [o, ?ZEJ nar 1'intermédiaire de son inté-

7t
le probléme d'obtenir directement la meilleure estima-

grale sur 1'intervalle [f, Nous nous posons alors
tion de la densité spectrale d'un processus échantillon-
né pendant un temps fini. Dans un premier temps nous ne
tenons pas compte des particularités éventuelles des
basses fréquences. Puis nous reprenons les résultats
obtenus pour étudier 1'influence des contraintes supplé-
mentaires imposées par les divergences apparentes de
certains bruits Torsque v + 0.

IT - ELIMINATION DES BASSES FREQUENCES

1, 2, 3]

En se limitant au cas d'un traitement numé-
rique sur une fonction échantillonnée, une premiére va-
riance 61 définie avec p mesures X, = Xx(t + nat) s'ob-

tient par

(1)

P (t, at, p) =

(2)

On peut définir une variance analogue 62 a T'aide du

&3(at, p) = E [Py(t, at, p))

processus ﬁz (on suppose ici que p = 2N + 1) :

1 2N+1 ?

ST z X
AT B

(3)  Po(t, at, 2N +1) =

) n

(4)  83(at, a+1) = E (Py(t, at, 2N+1)]

Dans le cas ol x(t) posséde une densité spectrale
v, (v), on a

X
¢ . 2
s _ _;/51n pmvAt
(5)  &%(st, p) = |y, (v) 1 (5 stmmst) )
N T v _ Sin pmvat 2
(6)  &,(at, p) = JYX(“) (1 B*ETEFGZt] d

Ces formules permettent de considérer que nous avons
les variances de processus que 1'on déduirait de x(t)

par des filtres dont les gains vérifient

- 2
- 2 _q .(&in prvat
(7) {6y (vs oty P)[T = 1 ~(Sgqmmont)
. 2
- 2 _ (- sin pruat
(8) |G2(v, 8ty p)|° = [1 P sinnvAt]

Ces fonctions sont périodiques (de période %t) et paires;
elles sont représentées figure 1 sur la demi-période
0 < v < %t pour N = 5 et 15.-0On constate qu'on obtient

une assez bonne &limination des fréquences inférieures

3 E%{, mais par suite de la périodicité, on &limine
également les fréquences voisines des harmoniques de la

At”
rapport au traitement continu défini de fagon analogue ?

fréquence Ceci apparait comme un inconvénient par

2
i |Gl

i Ve |

1/2.”
FICUPE 1.
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contre partie du fait qu'on peutdescendre beaucoup plus
bas en fréquence. Notons que cet inconvénient disparait
dans le cas ol Yx(v) est négligeable pour vy > B, nour-

vu que Les intégrales

(5) et

1'on puisse prendre st < g -
(6) portent alors seulement sur 1'intervalle

1 . .. - .
(- 53x » 752 ). On peut toujours se limiter & cet in

tervalle en y ramenant les composantes de Yx(v) exte-
rieures par des translations %t ; nous désignerons dans
la suite par y(v) la fonction ainsi obtenue (nulle pour
[v] > ?ZE') qui est la densité spectrale du processus
échantillonné (th de Shannon). Nous écrirons donc

1/2at . 2
y{v) !Gi(v, At, P)[

(9) 2oty p) = | dv (i-1,2)

J .
-1/2at

Ces intégrales peuvent converger avec des fonctions
v(v) ayant une singularité non intégrable pour v = 0 ;
de telles fonctions ne sont pas des densités spectrales
de processus stationnaires, mais elles peuvent par

exemple étre associées 3 des processus & accroissements

stationnaires 4. le traitement associé a 8% pernet de

ce point de vue d'aller plus 1oinlpuisque pour
v > 0, Iéllz est du 2éme ordre en v alors que |G2|2 est

du 4éme ordre.

Nous venons de voir que le 2éme traitement
considéré ci-dessus élimine mieux les basses fréquences
que le ler, mais, par contre, on constate (figure 1)
sont alors moins

pat
bien conservées (oscillations plus importantes avec

que les fréquences supérieures &
|G2|2).Nous sommes ainsi amenés & chercher un autre
traitement qui &limine au mieux les fréquences inférieu-
res & une fréquence donnée f tout en conservant au mieux
les fréquences supérieures. Nous nous limitons a cher-
cher ce traitement en utilisant un filtrage symétrique
portant sur p = 2N+1 &chantillons (comme dans le cas de
ﬁz). On cherche donc un filtre numérique défini par p
coefficients Rn :

(10)

Ce filtre a pour gain :
N
G(v, f, 8t, N) = £ R
n=-N

(11) éTZﬂHvAt
La valeur moyenne de y2 permet de définir une variance
analogue aux précédentes ; nous posons

1/2at 2

(12) S(f, at, {) = y{v) |G(v, T, at, N}| dv

-1l/2at
Comme critére d'optimisation, nous cherchons & approxi-

mer au mieux, au sens des moindres carrés, la fonction

G\(v, f) (appelée gabarit), paire et de période %t‘défi—
nie par

( Ga(v, T) = 0
(13) A
GA(v, f) =1
IT faut donc minimiser

1/28t 2
[16(v, . st.2) - 8,0, D1 @

pour 0 < v <

) 1
pour f < v < 7T

(14) I =

J
-1725t

et nous imposons la condition G(o, f, at, N) = o (&li-

mination certaine ?e la fréquence v = o). Poyr cela,
nous introduisons ~5J les coefficients An du développe-

ment en série de Fourier de GA et nous obtenons

1 N
(15) Ry = AL - oy n§~N Ay
A =1-2fat
(16) ’ 1
Ay = A, = -5, Sin 2mfat

Rappelons que le probléme correspondant, dans le cas

d'un filtrage continy (de support imposé T), se traite
de fagon analogue

Bien que nous n'ayons pas imposé
3G
3v
est nulle puisque G est paire. Au voisinage de v = o,

l6(v, f, at, N)|°

(comme IGZ[Z).
Les figures 2, 3, et 4, représentent les

fonctions Gz(v, f, at, N) définies par (11, 15, 16) pour

il =5, 10 et 15 et Tes valeurs suivantes du produit f

At : 0,25, 0,05 et 0,45 (f et At n'interviennent que

par leur produit).

(o, f, at, N} = 0, i1 est clair que cette dérivée

est donc au plus du 4éme ordre en v

Nous obtenons une bonne élimination des
fréquences inférieures a f avec N = 15, mais nous avons
encore des oscillations relativement importantes pour
v > f, surtout lorsque f At est petit. Ceci correspond
au fait que lorsque f at - 0, on a (AO + 1 et An > 0

pour n ¢ o) :

(17)  y(8) » x(8) = gy (x(£) + ..o+ x(t + Nat) +

-+ x(t - Nat)]

En d'autres termes, & la limite,nous obtenons un trai-
tement équivalent a celui qui donne 62 ; ce dernier est
donc optimal (dans le cadre fixé ici) lorsqu'on veut
&liminer seulement la fréquence v = o.

En remarquant que la valeur de I)définie
par (14))donne une idée de Ta précision avec laquelle
nous approximons GA(v, f), il est intéressant de cher-
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1612 Si Nfat est nettement plus grand que 1, le
premier terme est négligeable et on obtient

I < 2/n2Nat = 4/q2T. Pour obtenir une précision en %3
il est donc important que Nfat soit plus grand que 1
(cf dans Te cas continu 6 la condition fT > 0,7) et
ceci permet de comprendre pourquoi la précision est

médincre dans le cas de |GZI2 qui correspond & la 1imi-

te fat = o.
Dans le cas fat = 0,05 (figure3) cette
v condition donne N > 20 ; c'est pourquoi nous avons
0 f Yaae ajouté la courbe N = 75 (qui donne Nfat = 15 x 0,25
FIGURE 2. comme dans le cas N = 15 de la figure 2). La précision
IGIZ est nettement plus satisfaisante.

Le traitement que nous avons obtenu peut
aussi servir pour faire de 1'analyse spectrale ; en
effet (en faisant varier f) S(f, at, p) défini par (12)
donne une approximation de :

1/2at
(20} SA(f) =2 1 y(v) dv
f
dont la dérivée est - 2v{f). On obtiendra donc une esti-

mation de.y(f) et non de yx(f), mais cette derniére peut

J;? ) Y s'en déduire facilement si on a fait une étude préala-
° f Yaat ble de Yx(v) pour v > ?%T (par les méthodes continues
FIGURE 3. qui descendent facilement jusqu'a 100 Hz, ce qui corres-
IGI2 pond & 4t = 5 ms).

IIl - ESTIMATION DE LA DENSITE SPECTRALE

Si Te traitement précédent est trés bien
adapté & la définition d'une variance caractérisant la
stabilité a court terme, pour 1'analyse spectrale, une
estimation plus directe parait préférable.

Soit un filtre trés sélectif autour d'une

Yoo fréquence f, c.a.d. tel que |G(v)| n'ait une valeur
FIGURE 4 notablement différente de o que dans un-voisinage étroit
autour de f. Supposons que y(v) varie peu autour de f ;

cher a majorer I. Avec Tes Rn obtenus ici, on peut écri- le filtre permet alors une estimation de y(f). En effet

re si Yn est le processus filtré
® 2 @
2 2 2 1/28t
18 1 == - z A + I A 2 2
(18) st loveT (T ™ B n) (21)  ECY Y= | v(v) 16w dv
Si N> ??%f (c'est-a-dire si les A  utilisés compren- _1/2$f/2At
nent tous ceux du ler Tobe de 1'enveloppe en - 2fat. = y(f)| $G(v)|° dv
sin x N .
— (n # 0) avec x = n ¢ fat), on peut majorer l1/2at

co

| = Anl par (1) ; TFAT (ol Zfit est le nombre de Pour un nombre P de coefficients donné&, nous allons
n=n+1

i 2 donc rechercher, dans un premier temps, un filtre numé-
-
termes par Tobe) et n=i+1 A~ par -z, d'ol rique (R}, n€ [0, P-1], "le plus selectif" et respec-
1 1 2 tant la condition :

(19) I < { }

775t ¢ (2T (W) TaE) S N
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La critique essentielle que 1'on puisse faire
au critére précédent est que la phase du gabarit inter-
vient dans la recherche du minimum, alors que seul le
nodule présente un intérét pour 1'analyse spectrale. On
a arbitrairement imposé une phase nulle (en recherchant
les coefficients R, pour n& [-N, N]; mais on aurait
pu imposer une phase linéaire (n &€ fo, ZN}),ou tout
autre phase (par exemple filtre & déphasage minimal...)

Pour nous affranchir de cet arbitraire\qui
influe sur les résu]tats’nous avons envisagé un second
critére pour lequel 1'intégrale I est définie par :
1/2at >

(el -o(»)]° dv

-1/2at

(29) 1=

o(v) étant Te module du filtre que 1'on cherche & appro-
cher, toujours sous la contrainte (22).

La résolution de ce probléme peut se conce-
voir de deux fagons différentes, soit par des méthodes
non linéaires, soit par une méthode itérative linéaire
a chaque pas {cf [8] et [9]).
de que nous avons retenue.

C'est cette seconde métho-

La solution trouvée n'est pas unique (la con-
vergence de 1'algorithme dépend du point de départ choi-
si). I1 semble que & partir d'une phase Tin&aire on
obtient la méme solution qu'avec le ler critére (cor-
respondant & une phase nulle). Remarquons que cette so-
lution ne correspond psut-étre pas au minimum-minimo-

rum de I.

Le troisiéme critére est encore un critére
intégral respectant Ta condition (22). La quantité a
minimiser est définie par
1/2at 2
f(v) [G(v)]" dv

-1/2at

(30) I =

dans laquelle f(v)rest une fonction de poids positive
paire, minimale pour v = f, décroissante sur [o, fl,
croissante sur[f, ?%?ﬂ. S'appuyant sur la remarque
faite au paragraphe B au sujet de la translation en
fréquence du filtre optimal, nous avons recherché le
filtre passe-bas (f = o) optimal correspondant & la

fonction f(v) = sin2 mvat. L'ensemble des équations

(22) et (30) est équivalent au systéme :

p-1
5 R% - at
o N
(31)
p-1 p-1
I = ¢ b Rn Rm An m
0 0 ?

avec
(1724 s
A = | sin? wost e 2TV BT 4
n, m
-1/2at
= e f2s -8 -8 i)
At n, m n, mtl n+l, m
ol 8, i est le symbole de Kronecker.
Appelons R Te vecteur de composantes {Rn};
le systéme (31) s'écrit sous forme matricielle.
TR _
(32) R'R = at
=R,k R
detant une matrice de Toeplitz (matrice définie positi-
ve, dont Tes éléments a; s ne sont fonction que du mo-

dule de la différence |i’~ il). Le vecteur® minimisant
I et respectant (22) est le vecteur de norme At, trans-
formé du vecteur propre associé a Ta plus petite valeur
propre deck. 11 est facile de vérifier que les valeurs

propres de la matrice ¢t sont données par

(33) A, =2 (1 - cos o)

p+l
et que les vecteurs propres associés sont

f}’fk)T={p sin y n &1, p]

Les coefficients R

nkn

p+1

du filtre optimal sont donc donnés

n
par
B . om(n+l _
(34) R, = esin o} n€ [o, p-1]
o étant défini par
-1

-1 /1 P . 2 w(n+l)

(35) p T = \A;% é sin o7l

Le tracé des courbes |G(v)|2 nous a permis de mettre en
évidence que le gain du filtre optimal défini avec ce
troisiéme critére était trés voisin du filtre optimal
trouvé avec le critére des moindres carrés.

On peut citer d'autres filtres rencontrés
dans la littérature ([7], [10]).
tés spectrales trés voisines. I1 ne semble pas que le

Tous ont des proprié-

choix de critéres plus complexes puisse amener une trés
nette amélioration. Si on obtient un pic principal plus
étroit (& N donné), i1 apparait des lobes secondaires
plus importants et inversement.

Nous avons donc retenu le critére des moin-
dres carrés pour étudier 1'influence des contraintes
supplémentaires imposées par les divergences de certains

spectres lorsque v tend vers zéro.
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nu comme optimale la valeur de Af fournie par la rela-
1/2at o 2 .
(22) |E Rn e 2ﬂ1vﬂAt] dv = 1 ticen
n

-1/28t (28) (N+1) afat = 1
R - . 2
llous traduirons la sélectivité du filtre & 1'aide de Lafigure 6 donne alors 1'évolution de [G(v)|” pour ce

. . .. . . f i i N.
plusieurs critéres d'optimisation successifs que nous of optimal en fonction de N

. : " -
comparerons. Nous reprendrons ensuite le probléme des Remarque 1) : Ta Targeur du pic (donc Te "pouvoir de

- _— ) .
contraintes supplémentaires 1iées a4 1'@limination des résolution” du filtre)variera comme 1/N+1

basses fréquences. Remarque 2) : Si dans Tla relation (25) on impose
fat = %-et Af = 0, on retrouve la variance de Hadamard
B)- ler critére de sélectivité [7].

Comme au paragraphe II, c'est le critére des
moindres carrés, la condition (22) remplacant la condi- 2
tion G(o) = o et le gabarit Gg étant la fonction paire IGI ~
définie par 15
’ 1, Af Af ;
sivelf -4 f+ 20 : AF.8£ {006 ; —
(23)  Gylv. ., af) {72 e frd \

. AT of
o sivefo, f-zIUf+5,
1
?EE]
Un calcul analogue & celui du paragraphe (II-B) nous
donne 1'expression des Rn cherchés'qu'on peut écrire :

(24) R =0 e [- N, 1]
7

avec

.00

cos 2mnfAat sin w naf At  sin#o

Sl

(25) ry =

m Af At pour n=o0 FIGURE 5.

Soit o le coefficient de normalisation défini par

a_ 12 ’ IGI2
(26) o = it Y‘n 20

Remarquons qu'd ce coefficient o prés, le filtre opti-
mal trouvé se déduit du filtre passe-bas correspondant

GpB par la relation

(27) G(v) ~ GpB(v -f) + GpB(v + f)
—~MNous n'avons donc tracé les courbes de gain |G(v)]2
que pour une seule valeur de f (f.at = 0,2). Par
ailleurs, nous avons utilisé systématiquement la varia-
ble réduite v.at.
La figure 5 donne 1'avolution de IG(\))]2
N fixé (N = 15) en fonction de af.

En &tudiant les variations de I définie par

pour

(14)‘en fonction de Af, nous avons obtenu deux plages
de variations nettement différenciées : pour (N+1).
afat <.1 Ta courbe I(af) décroit trés rapidement, alors

que pour (N+1) afat > 1, ses variations sont beaucoup 0,1 03 04 At

moins accentuées. Comme par ailleurs nous cherchons a

. . . FIGIME 6,
obtenir le of le plus faible possible, nous avons rete-
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IV - ANALYSE SPECTRALE DE PROCESSUS SINGULIERS AUX
TRES BASSES FREQUENCES

Si le spectre du processus étudié semble di-

verger pour v ~ o, comme [v| %, i1 faut que |G(v)|2
ait un comportement au voisinage de 1'origine en
]\)|b avec

(35) 8 >> a - 1.

En effet pour que 1'estimation de Y(f) fournie par
(21) soit satisfaisante, i1 faut que la contribution
d 1'intégrale (21) des trés basses fréquences soit
négligeable devant celle des fréquences voisines de f.
Nous avons donc repris le probléme d'optimisation en
imposant la condition supplémentaire :

(37) G{o) = o LR =o.

n
Comme nous 1'avons fait remarquer au paragraphe (II,B)
la parité de Ta fonction G(v) implique les relations :

2k
(38) e O

v
d v=0

k entier

La relation (37) entraine donc que la fonction ]G(v)\2

se cormv o -te comme v oau voisinage de o.
IT es fac'le de généraliser la méthode pour obtenir
)|2 en v4k, il suffit de ré-

soudre le probléme d'optimisation en tenant compte

un comportenent de |G(v

du systéme des contraintes supplémentaires :

La méthode des multiplications de Lagrange,
conduit & la solution suivante (cf {5])

2 2k
alry + hg + AT 4 et A7)

(40) 1

Ry =

dans laquelle

r, est Te n'®™® coefficient du développement

de Fourier du gabarit GB
o est déterminé par la condition (22)

Les A sont solutions du systéme linéaire :
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N
s = —
oo)\0+cl)\l+ +ok).k- —ﬁ Y‘n
0y A+ 0 A, + e + o A== % r n2
1% 7 %" K+l "k .n
(41) 4
N
o, At o Ayt + o A, == v n2k
k"o " %+l M1 2k "k N
\ 1
| 25
avec (42) o; = zon 35 € o, +o, 2k
-N

Nous avons calculé les Rn pour N donné (N =
3 cas suivants :

15) dans les

- G(o) quelconque (courbes du paragraphe III)
- G{o) =0
- G(o) = o et G"(0) = 0.

Dans chacun des cas nous avons fait varier la fréquen-
ce d'analyse normalisée (f at).

La figure 7 donne les trois courbes pour f at = 0,05

IG12
h
M —— G0z 0
| e :{cf‘m =0
,\ G0 =0
10 i
i
il
il
J !
STy
i
Il
[\l
/ VA
0,05 3.8t

FIGURE 7.

L'étude des diverses courbes obtenues nous
a permi de dégager les conclusions suivantes :

- Pour une valeur de f grande devant les

Nat ?
contraintes suppiémentaires perturbent peu 1'allure

générale de la courbe. Pratiquement seules les valeurs
de IG(v)l2 pour v voisin de o sont modifiges.

- Par contre, si 1'on cherche un optimum corres-
pondant a une valeur de f nettement plus faible, pour

les valeurs de v supérieures & f 1'aspect de la courbe
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est identique & celui obtenu figure 5 pour un Af trop
petit. (oscillations secondaires).

Comme 1'on pouvait le prévoir, la conséquence
essentielle des conditions supplémentaires est donc
1'apparition d'un seuil en fréquence, d'autant plus
grand que les conditions sont plus nombreuses.

La seule possibilité pour pouvoir faire une

analyse & des fréquences inférieures & ce seuil (pour
un &t donné) est alors d'augmenter le nombre des mesu-

res i.
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