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RESUME

On présente ici les résultats de travaux réalisés au
IARORIA et dont le but est d'étendre au traitement

des images, les méthodes maintenant classiques de fil-
trage statistique récursif (du type KAIMAN) des suites

temporelles.

Ces travaux conduisent & la définition de modéles sta-

tistiques récurrents & deux indices, qui présentent

les propriétés suivantes

- Approximer une tr2s large classe de suites a deux
indices, & savoir toutes celles qui peuvent étre obte-
nues par des transformations lindaires (non nécessai-
rement causales) sur des bruits blancs.

N

- Etre "identifiable" & savoir que des algorithmes
algébriques fournissent & partir de la fonction de
corrélation estimée d'une image, les paramétres du mo-

dele statistique correspondant.

Dtautre part l'application des outils de l'estimation
aux moindres carrés a permis d'obtenir des algorithmes
optimaux récursifs de filtrage et de lissage d'images
admettant de tels modéles en présence de bruit blanc
additif. Un algorithme sous-optimal simple a également
été développé. Une mise en oeuvre expérimentale de ces
techniques est actuellement en cours, au Laboratoire
de calcul hybride du LABORIA, et les premiers résul-

tats expérimentaux sont bridévement exposés.
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SUMMARY

This paper presents the work done at LABORIA in order
to extend to image processing, the classical KALMAN
filtering techniques of stationary gaussian time

series.

This work leads to the definition of recurrent statis-

tical models with the following properties

~ They approximate a very large class of double index—
ed sequences, i.e. all those which can be obtained by
linear transformations (not necessarily causal) on

white noise.

~ They are "identifiable" i.e. algebraic algorithms
yvield, starting from the estimated correlation func-
tion of an image, the parameters of the corresponding

statistical model.

Moreover, the application of least squares estimation

tools has allowed us to obtain recursive optimal algo~-
rithms for image filtering and smoothing, in the pre-—

sence of additive white noise. A very simple subeopti-
mal algorithm with promising results has also been

developped.

An experimental implementation of these techniques is
going on at the Hybrid Computing Laboratory of LABORIA

and the primary results are briefly presented.
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I - LA MODELISATION STATISTIQUE DES IMAGES

La modélisation statistique d'une image consiste &

considérer celle-ci comme un échantillon d'une suite
aléatoire gaussienne & deux indices. Celle proposée
dans [ATTASI] associe & un ensemble d'images admettant
la méme fonction d'autocorrélation + , Ale,.), des

modéles, s'ils existent, de la forme :

. =Hx, |

yi,g Xl,J

(1.1)
=F .+PFPx. ., -FFx, P
1,5 T %, TR, e T T 2R, 5
Vict, -1
ol
* {Vi j} est une suite de variables indépendantes
?

(bruit blanec) & valeurs dans Rn, de covariance Q = LL?

(L‘ transposée de la matrice L).

* H,F1,F2
De plus F

sont des matrices de dimensions appropriédes.

1 et F2

propres a4 l'intérieur du cercle unité.

commutent et ont toutes leurs valeurs

T.1. Généralité de ces moddles.

Sur le plan théorique la généralité de ces moddles

découle du théortme suivant démontré dans [ATTASI].

Théortme 1 :

Toute suite {yi j} pouvant s'éerire sous la forme

(1.2) y., . = E B V. N ’
i,3 (k,l)€Z2 k,1 i-k,j=1

peut &tre approchée par des suites {ygNg} admettant un
?

modéle du type (1.1), tel que l'on ait :

v(1‘.3)

lim sup

El(y. . - yM) ¥1=o0,
N o (i,3)€z b +2d

J

+ La fonction dlautocorrélation d'une suite gaus-
sienne "homogéne" i deux indices {yi .}, est définie
. »d
par

A(k,1) éE[y

Je

ik, 341 V1, 5

(1.4) 3 -

y
HooSup o IELVi+k,j+l Vi,5

N> (k,1)€7

Ely y

i+k, j+1 “ 1,

() (Na}” - 0.

Dans la mesure ou l'on s'interesse au filtrage lindai-
re, les suites de la forme (1.2) semblent bien &tre
les suites les plus générales que l'on puisse considé-

rere.

Sur le plan pratique, il est souvent admis (HABIBI,
HORST, SCHOUTE) que 1l'on peut approcher en premidre
approximation la fonction de corrélation A(.,.) d'une

image par :

A(1,3) = a(0,0) ol ! BIJI .
On obtient alors des moddles du type (1) particulidre-
ment simples car les matrices F1 et F2 se réduisent

aux scalaires « et B.

I. 2. Propriétés statistigues de ces moddles.

Le calcul domne, pour la fonction de corrélation A(.,.)

d'une suite {y.
1,

j} admettant le moddle (1) :

A, 3) = H FT Fg P H!
Vizo0, j=0
(1.5) a(i,-j) =H F:1L P Fé‘] H
o . . 2
M-i,-3) = 8(1,3) V(i,3) €z

ol la matrice :

.6 P=E|x, .x!,
(1 ) [ 1y 1:3]
est donnée par :

(1.7) P - F1PF‘ -~F P! + FFPPFIF! =Q =LL' > 0

1 272 17277172~ =
ou de manidre équivalente :
(1.8) P= 3 P Riqrttprd,
. 172 1 2
i>0
i=0

Le probléme trés important en pratique de la modélisa-
tion statistique peut alors s'énoncer ainsi : étant

donné une suite {yi,j} et sa fonction de corrélation
Ale,.) estimée, trouver les matrices H,F1
des équations (1.5) et (1.7)° Le théoréme suivant rase

semble les résultats démontrés & ce propos dans.
[aTTASI].
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Théoréme 2 :
i) Parmi les modiles (s'il en existe) du typve (1.1)

gue l'on peut associer & une image {y. .§ ou & sa fonc-
) b i,3
b

tion de corrélation A(.,.), il en existe un de dimen-

sion minimale {matrices P, et F2 de dimensions minie-

1
males) unigue & un changement de base pres transformant

le quadruplet (H,F1,F2,Q) en (H’L‘_1,TF1T—1,TE‘ 1‘“1,TQT')

ol T est la matrice de changement de base.

2

ii) A partir de la fonction A(.,o), on peut trouver
1'un des gquadruplets (H,F1,F2,Q) de dimension minimale,

en deux étapes :

a) Déterminer un quadruplet (H,F1,F2,G) de dimension
minimale (1equel est défini & un chengement de base
prés), vérifiant

(1.9) ¥ is0,Vji=0

A(i,3) =H F? Fd @

2

b) Déterminer une matrice Q unigue donnée par

Vis0o,Vis0 Ali,-3) = }m?PFéJH-
{1.10) G = PH!
_ PRt _ 1 R _PRITY =

P - F PRI - F PRy + FF PFIFY = Q20

On verra au paragraphe IV comment ce théoreme peut
8tre exploité en pratigue pour définir des algorithmes

numérigues de modélisation statistique.

11 - ALGORITHMKS i PLLTRAGE BT D& LISSAGE LIGNE PAR

LIGYE

I.1, Formulation du probleéme,

la forme (1_1),

additif {wij Vs
Z.

Une image {Zij} Tadmettant un nmodele de

est supposée bruitée par un bruit blanc
Disposant de mesures {yij =
+ Wij}’ on cherche une estimée de 1l'image initiale.

indépendant de {z.,}. .
13 1J

Le mecdele s'écrit :

. . .+ B . - . .

i3 F1 X1—1,J P2 X1,3—1 F1F2 X1—1,J—1
Vi1, 51

yij =1 Xij + Vij

4+ L'image est supposée discrétisée en N lignes
{0 < i< N) constituée chacune d'un trés grand nombre

de points (7 ¢ AR
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E[ )=

. wly o =
k,1’ T[vi+k,j+l Wij] Ra 4

1
vi+kyj+l Vi’j we

Les problémes traités s'dénoncent :

i) déterminer llestimée 2.

lj(filtrage ligne par ligne)

définie par

A

. E[zij/yk,l, 0Osks<i, 1¢€3%)

It

H E[xij/yk'l, 0Osksi;l¢€z)]

ii) déterminer l'estimée zij (lissage) définie per

25 E[zij/yk’l. 0<ksSN;1¢€z]
=i BElx, ./

cx €N -1 627
1J‘yk,l,0 k<N ;1¢eZ

Les paramétres statistiques H, F,, F2, Qs R peuvent

1
8tre calculés d'une manidre analogue

4 celle du thé-
oréme 2 & partir de la fonction d'autocorrélation de
{yi j} (aTTASI].

IT .2, Filtrage récursif ligne par ligne,

On notera %, = E[Xij/yk,l ,0=sk<i,1¢€z]

¥

%3 :E[Xij/yk.l p0Sk <1y €]

Théoreme 3 ¢

=% .+ %
13

=F

b ..

13 1]

X 2

141, 1 Fig

ou %, . un_indice,
13

est l'estimée au sens du lissage

a
v
X,

sur la ligne i, de l'erreur ¥., =X, . .» condition-
+J 1J J
nellement & l'innovation {Iik s k€ z} ol

v
- H Xi’k

I
&=
R

T =
ik T Yik

la résclution des problemes de lissage & un indice né-

cessite la connaissance des statistiques des suites

{%
i,k

réeme 4.,

; k €2}, Celles—ci sont obtenues grice au théo-

Théoreme 4 :

Les spectres S, (z) définis par
+ -+ X

b Ai(k) z

—00

z| =1

Bl% ]

o A (k) =mle, . %' .

1 1,4 1,3
se déduisent par récurrence grice & 1'équation de
Riccati

S,

) P, (8, (a)-g, (2) (58, (2)21+ R~
(2.1)

(z))Ey + alz)

+1(Z) =

H S.
i
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avec So(z) = +; Ao(k) z—k
oz) = s,(z) - B 5,(z) T

11,3, Déroulement de l'algorithme,

Données : H, F1, F2, Py R, {yi,j}'

On utilisera, en fait, les mémes équations récurrentes
pour résoudre chacun des problémes de lissage & un in-
dice, Ce sont les paramdtres statistiques correspon -
dants & la solution limite ngz) de l'équation de
Riccati (2.1) qui seront employés. Cela équivaut i

considérer que l'image contient un nombre infini de

lignes (filtrage & horizon infini).

1 - Détermination de la statistique de l'erreur

{scw’k sk €2},

i) Caleul de Ao(k) :
Ao(k) =F2kIP k=0
A {x) =PF_l-k k<0
V] z

ii) Calcul de so(.z) :

+4o0
z Ao(k) s

-0

So(z) =

pour un nombre n de valeurs de z sur le cercle unité,
choisi & l'avance, Ce calcul s'effectue & 1'aide d'un

programme de transformée de Fourier rapide.

iii) Calcul de Sm(z) P
On intégre 1'équation de Riccati (2.1) pour chacune des

valeurs de z, -

iv) Calcul de Qx(k)
) 270 . .
1 iG, iGk
A (k) = 21;] s(e’) e @
0
Ce calcul s'effectue aussi & 1'aide d'un programme de

transformée de Fourier rapide,

2 — Calcul des paramétres de l'algorithme de lissage &
un indice,

i) "Réalisation" de A (k)

Il s'agit d'un algorithme algébrique qui détermine un
triplet (gn, Em, qn), de dimension minimale tel que

k=0 A(x)=H_F o

ii) On obtient P, _ comme solution limite de 1'équation
2

de Riccati :

121

Plit,e = Ty,

/ -1 .
(HE G H'+ R-HH_P, ’OOH;H') (FWGQOH' - F&Pl_’mﬂéﬂ' i

Ft+ (F g H'-F P. H'H')
o0 oo o 00 00 ] 400 00

PO.OO = 0

Sy o0 = Foo G H' = BB, HL H'

R,  =HH G .H' +R~HHE P, H'H

§° o oo oo T ¥ ,00 oo
_ -1

Fyoo = P ™ Sy o Re o HE

3 — Aprés initialisation de l'algorithme de filtrage
&%y
opérations suivantes :

=0 V1 €Z, & chaque ligne i, on effectue les

i) Résolution du probléme de lissage & un indice

A

=H ..+ (G~ P .
1,J Red nl »J (G°° H°° *:°°) Yi 2J
— -1
T,5 T Too Miygat * 5% 00 P oo (11.3-1‘Imoo 0, =1
-1
. . = F! .. ' HY - A
YlaJ * 400 Yl:J+1 * H°°H R*:”(Ilnﬂ HH°° nan)

ii) Caleul de %,
. 1,

iii) Passage & la ligne i+

A
= b3
e,y o B Ry

II,4, Lissage,

En suivant la méthode utilisée pour le lissage & un

indice, on obtient 1l'estimée ﬁij au sens du lissage

comme somme de deux filtres

& .= ¥ .+ z..
i,] ij ij
ol :’c’ij est le prédicteur défini dans II.2.

gij est la solution du probléme de filtrage ligne

par ligne "& rebours",

gij = E[%ij/lk'l s W=k 2i,1¢z]

Les détails des équations se trouvent dans [ATTASI],

I1I_— FILTRAGE S0US OPTIMAL

Le filtrage sous optimal utilise un filtre récursif
dont la structure trés simple (du type Kalman) est
impesde a priori et dont les paramdtres sont ajustés

N

de fagon & minimiser la variance de ll'erreur d'estima-
tion. Ce filtre conduit & des algorithmes de traite-
ment plus légers que ceux présentés au II et donc plus
aisés & implanter en temps réel sur un petit calcula-—

teur.
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III,1, Formulation du probléme sous optimal.

On se place dans le cas fréquent dans la pratique ol
la fonction de corrélation A(,,.) du signal d'image

peut &tre convenablement approchée par une fonction

exponentielle, Le modéle est alors de dimension 1

(ef, I.1.) et s'éerit

Tij 1y 7 i

- f

Xigoq — HE

»
!

i =5 %,y T h 25521, 41
Ve

- oll V.. et W, sont des bruits blancs gaussiens &

i iJ
valeurs dans R, indépendants, de variances respectives
Q et R.

—et £, 0, € ]-1,1]

Définition
Soit F (resp ﬁ) 1'ensemble des suites {iij}(resp {%ij})
définies par les relations

(3.3) fi‘cij = i'tij +'c(yij- B’cij)

(5.4) J\Eij = f1§i—1.j+'f2§i,j-1'f1f2%i_1.j-1
* t1(yi—1,j—Xi—1,j)+t2(yi,j—1§i,j—1)
* t3(yi-1,j—1_§i-1,j—1

(3.5) by o= bybm b £t

(3.6) \|f1-t1[ <1 et <ttt € R

Le filtre (resp le prédicteur) sous optimal est 17616~
~ v

ment {ﬁij}* de F (resp {§ij* }ode W) qui réalise la

plus petite variance de l'erreur dl'estimetion soit

~

A 2

(3.7) A% = min E[(xij— ﬁij) ]
’U)t1 ,tz

‘f -t ‘ <1

TS oY

. 2 2

4
resp (3.8) A = min
t st
ef1-t1T <1
f2—t2 <1

5lx, - ¥, )]

On remarque que :

- la condition (3,5) est une contrainte de structure

. . . N v
supplémentaire qui domne & l'erreur {x. .-X } une dynae
PP q 13

i
migue simple du type (3.2) permettant un calcul aisé

de sa variance sous la forme d'une fraction rationnelle

t
en 1

~ les conditions (3.6) assurent la stabilité de 1'équan

et tzo

tion dvnamique (3.4) ; cette dquation traduit une pro-
gression "en coin" le "passé" du point (i,j) étant

contenu dans 1/4 de plan et non plus uu demi plan
comme au IT.

On démontre enfin que lorsque le bruit d'observation

wij s'évanouit (R » 0) le filtre (resp le prédicteur)
sous optimal ftend vers l'espérance conditionnelle

E[Xij/kij] (resp E[xij/Yig]) avee

- |

%J V1 3 k=i, 1= j}et Yij

=%hjﬁgdi

II1,2, Résolution du problime,

Théoréme 5
Le filtre et le prédicteur sous optimaux sont donnés de
fagon unique par les relations (%.3) ot (%.4) ol les

paramétres T, t,, t. prennent les valeurs

1 %
X*
(5.9) o = —A—
R + A*
(5.10) e85 = arg x
On a de plus -
~ v
(3.1)  dx = B
+ A%

A partir des paramétres du moddle f1,f2,Q,R on calcule
t¥ et t% en résolvant le probléme de minimisation (3.8)

par une méthode itérative, T* est donné par (3.9).

Les premiers essais de mise en ceuvre expérimentale du

filtrage sous optimal sont présentés en IV.

IV.1. lMoyens employéss.

Un appareil dérivé du bélinographe transforme ltinten—
sité lumineuse en un signal électrique qui est ensuite
échantillonné, numérisé et stocké sur bande magnétigue
par 1l'intermédiaire d'un calculateur T2000. la préci-
sion relative de la lecture est de l'ordre de 19;0 La

définition spatiale maximele est d'environ 8 lignes par
mm et de 8 points par mm dans une ligne.

Le récepteur correspondant permet de restituer 1l'image
sur papier photographique (avec une définition de 12
lignes par mm)o

Ltinformation étant stockée sur bande magnétique, son
traitement peut s'effectuer sur le T2000 ou au centre de

calcul de 1'IRIA (IRIS 80).

IV,2, Description de 1'identification stochastique.

i) on estime d'abord, pour 0 £i < pet-p< js<np, la

i . Ton t'autocorrélation A(i,j) de l'image préalable—
e, £ ;3 0 sk < N1,0=1 < N—1} par des

moycnnes T yk+i,l+j' yk’lu

122
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ii) & partir des valeurs de Ai.j pour 0 <1 £ p et

0 £ j < p, un algorithme de réalisation a 2 indices,
basé sur la notion de factorisation d'une matrice de
Hankel généralisée et décrit dans [ATTASI], détermine
le quadruplet H, F1, FZ’ G, de dimension minimale sa-

tisfaisant les équations (1.9).

iii) la matrice de covariance @ du bruit est calculée
comme solution de l'équation (1.7) aprés détermination
de la matrice P solution du probléme de moindres carrés
P P c s 2
min { £ = [A(i.j)—HI;,LIFgH{']
P i=0 j=0
P p . . 5
+ % = [A(i._j)-}mgm;i 1t]%}
i=t j=t
Tous ces algorithmes ont été implantés en assembleur
sur calculateur TZOOQ. Pour des contraintes de temps de
calcul et de place mémoire, on n'a traité que des ima-
ges 128 x 128 et 256 X 256 avec des défiritions de 8,

4 et 2 points par mm. On s'est également limité & p=10.

Le temps de calcul des A(i.j) est d'environ 6 mn pour

p =10 et ¥ = 128 (il varie comme (p+1)(2p+1)1) . La
durée des deux autres algorithmes ne dépassant pas quel-
ques secondes est négligeable ,loccupation mémoire pour
ce méme exemple est de l'ordre de 8 K mots, Le critére
choisi pour apprécier la validité de l'identification
est une mesure de la distance quadratique relative en-
tre la fonction A(i,j) initiale et la fonction X(-i,j)
obtenue & partir du moddle par les équations (1.5).

Les résultats obtenus jusqu'a présent sont assez encou-
rageants : on obtient, en effet, pour des images prises

au hasard, des moddles d'ordre peu élevé qui approxi-

ment les A(i,j) avec une distance "acceptable".

Exemple : (ordre 2)

1,17 =0,32 |
F, =

0,15 0,75

0 1]

F2 =

~0,21 0,96

0,68><1o‘2 0,56x1o"2
P =

{O’%MO-‘Z o,39><1o'2

[0,1x107° 0,59x10™2
Q:

Lo,sgxm‘2 042410~
Un 2tme exemple est présenté au §.1v.3,

123

TV.5, Premiers résultats du filtrage sous optimal,

On réalise une simulation de la transmission du signal
d'image sur un canal analogique perturbé par un bruit
de wariance connue,

Une photographie pour laquelle l'algorithme d'identifi-
cation décrit en IV.,2, a fourni un modele d'ordre 1 est
bruitée par superposition dfun bruit pseudo blanc,
L'algorithme (3.3), (3.4) est appliqué & 1'image brui-

tée, Les résult-ts sont les suivants ¢

Image originale
f1 = 0,93

f2 = 0197

2
P= E[xij ] = 0,021

Image bruitée
R _

P = 1

Image filtrée
A')(‘

= 0,14

(rapport théorique)

Avec 1ltalgorithme de filtrage optimal ligne par ligne

décrit au IT on aurait obtenu A QOptimal = 0,06,
P

Jusqu'd présent 1'algorithme de filtrage sous optimal
a été utilisé sans aucun traiteément complémentaire vi-

sant & améliorer la qualité visuelle de 1l'image filtrée .

IV.4, L'algorithme de filtrage ligne par ligne

Les programmes correspondants sont en cours de mise au
point, Des résultats seront présentés lors de la confé-

rence elle-méme,
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V ~ CONCLUSIONS

Les travaux présentés ici constituent, & notre connais-
sance, la premiére approche systématique permettant
d'étendre au traitement des images les méthodes statis-
tigues (du type KALMAN) de traltement des suites tem—

porelles.

Le fait [PONCIN, SAKRISON] que le critdre des moindres
carrés ne cofncide pas nécessairement avec le critére
subjectif de la qualité d'une image, a sans doute dé-
tourné les théoriciens du signal d'une telle approche
systématique, et a incité de nombreux auteurs & déve-
lopper des algorithmes heuristigues (HABIBI, PRATT,
SILVERMAN et POWELL ,,.].

Nous considérons néanmoins que les algorithmes de trai-
tement aux moindres carrés présentés ci-dessus peuvent
constituer 1'élément de "débruitage" dans une chaine
compléte de traitement d'image comprenant éventuelle-
ment des transformations tenant compte d'un modeéle de
1l'oeil, des algorithmes spécifiques d'amélioration de

contraste etc ...
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