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RESUME

Le probléme concerne le calcul numérique, avec
quelques périodes de retard, de 1'entrée d'un
systéme analogique i partir de la connaissance
de 1la fonction de transfert du systéme et de sa
sortie échantillonnée.

La structure sous forme de filtre numérique est
souhaitée pour l'opération de déconvolution. La
synthése de l'algorithme de déconvolution fait
appel 3 la méthode des moindres carrés. Diverses

applications sont proposées sur des processus

physiques et des manipulations en présence de bruit.
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SUMIMARY

The problem is the numerical calculation, with
a few periods lag, of the input of an analog
system knowing its transfer function and its
sampled output. The digital filtering structure
is aimed at operating a deconvolution.

The synthesis of the algorithm uses a least
square error method. Diverse applications to
physical processes ar offered, as well as to

manipulations in the presence of noise.
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INTRODUCTION
Toute transmission, toute mesure effectuéesa

travers un systéme lin8aire donnent comme ré&sultat

la convolution de l'entrée de ce systéme avec sa
réponse impulsiomnelle. D'autre part la connaissance
de la sortie se trouve tré&s souvent, comme toute mesu-
re, entachée d'erreurs. La déconvolution consiste en
la restauration de la grandeur d'entrée i partir de
mesures sur la sortie et de la connaissance du systé-
me. La déconvolution sera "numérique" si elle s'opére
sur des grandeurs discrétisées dans le temps, '"'temps
réel" si la reconstitution de l'entrée se fait en
ligne avec quelques périodes de retard par rapport

3 la connaissance de la sortie.

EXPOSE DU PROBLEME

On considére le schéma suivant :

v{t)

u(t)

—_—

v (£)
r{t)

x(t) y(t)

dans lequel :
- v(t) est un bruit blanc aléatoire gaussien station-—
naire et centré.

- r(t) est déterministe et connu. Il représente la
réponse impulsionnelle du systéme.

- u(t) est déterministe mais inconnu.

- yx(t) est la grandeur mesurée en sortie par &chan-—
tillonnage.

Le probléme consiste & 1'instant j, & obtenir

u(j - &), avec "£" € (O,...

ble d'observations

.n} , & partir de 1'ensem-

"n" étant

v = ) yenens v(3)
donc la longueur de la fenétre d'observation. La
déconvolution s'opé&re ainsi avec "£" périodes de
retard.

SOLUTION
La relation liant 1'entrée et la sortie s'écrit :

t
y(£) = [ r(t) ul(t =1) dv + v(t)
[o]

ou, sous forme discréte, si l'on consid&re 1'entrée

constante entre les instants d'échantillonnage,
y&) = (h =z u) (k) + v(k)

h @&tant la séquence de pondération du systéme pour .
une période d'échantillonnage T :

iT

h(i) (1) dt

(1i-nT

Le vecteur d'observation peut se mettre sous la

forme :
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y(3 h(0),h(1),...h(m), 0...0Q (GD] 3
y(3-1) 0 h(?) s E(m) : U(é—l) v{i-1)
! =0 ......}h(o)......hcma,p : l
1 [ v \ '
| AN I :
y(i-n) 00 0u e B e n(m Y laGrnmm) v (G-n)

soit encore matriciellement :

Y(J) = B U3 + V()

Posons U =03 + U

avec
ufj) ;
ul(3-2+1)

udio . et UMD = [u(G - O
u (j—K—]) (? H
u (j-n-m) 6

11 vient

Y3 =HU(D + BU(D) + V(D

et alors

D' (1), tel que !!EKJ)—HEf’(J) - H gﬁ(J)[fsoit minimal
au sens des moindres carrés, sera @

g =B @ X -

La grandeur que l'on désire restituer est ici :
-0
u(§ = &) = (0, ...0, 1, 0....0) U''(3) = Ty (D

étant le vecteur ligne dont toutes les composantes

or
Q?

sont nulles 3 1'exception de celle de rang "£ + 1"

Donc

'y

G -0

soit encore

chul ()" (D

§(j- £ = F¥ Y(J) en posant F' = (£(0),... £(m))

avec

i

I

(1)

P - () wg

La déconvolution comsistera par conséquent & appliquer
la grandeur d'observation & l'entrée d'un filtre
numérique non récursif admettant le vecteur F pour

séquence de pondération.

~ Une autre dé&finition du filtre "déconvolueur” con—
siste a considérer le filtre numérique restituant, avec
"g" périodes de retard, une impulsion unité si 1'on
applique sur son entrée la séquence de pondération du

systéme.
h
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On aboutit de cette fagon & l'écriture matricielle
sulvante

c=HF
et la recherche d'un tel filtre F, optimal au sens des

moindres carrés, donnera 1'é&quation (II)

- L'estimateur obtenu suivant le critére des moindres
carrés est aussi optimal suivant le critére du maxi-
mum de vraisemblance en raison des hypoth&ses faites

sur le bruit.
METHODE DE CALCUL

Il existe diverses méthodes numériques permettant la
résolution du systéme d'équations (II). Dans le cas

présent la méthode de CHOLESKI programmée sur ordina-
teur C I I 10070 est utilisée.

Divers essais ont montréd qu'il &tait inutile que la
largeur de la fenBtre d'observation sur la sortie

"(n + l)j n'excide le double de la longueurde la séquen-—

ce de pondération du systéme : "(2 x (m + 1))",

D'autre part, pour un systéme donné, les divers filtres

de déconvolution obtenus par variation du nombre de

périodes de retard & l'estimation : "£" ont révélé
posséder la méme séquence de pondération décalée
dans le temps du nombre de périodes de retard qui

leur est attribué.

ETUDE SIMULEE DES PERFORMANCES DE LA METHODE EN
FONCTION DU NIVEAU DE BRUIT ET DE 1A CADENCE
D 'ECHANT ILLONNAGE

Les performances des filtres de déconvolution

obtenus par la méthode précédente ont été testes par
simulation sur calculateur de diverses fonctions de
transfert et cela 3 différents niveaux de bruit sur

la sortie du systéme.

u X

- {u} >

N~

{F}‘-;L-

Schéma de La simulation numérique.

Pour tester la méthode, on applique comme signal
d'entrde une séquence binaire pseudo aléatoire

de période élémentaire de 3,2 secondes. Une telle
période conduit & une densité spectrale, du signal
d'entrée, qui déborde d'environ une octave la
bande passante 3 3 dB des fonctions de transfert
choisies.

Le critére de test de la méthode est le suivant
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I (u(i) - agn?

W o= i=0
M- 5
T () - ouy)
i=0 :

avec

M-
IETED
Yy Tt T

W représente la racine de l'erreur quadratique moyenne
normalisée & la puissance du signal d'entrée. Les
simulations ont &té réalisées sur des fonctions de
transfert du second ordre possédant les différentes

formes de réponses impulsionnelles possibles.

G G =2
Hl (P) = (—p—m avec a =1
b =2
n=4
_ (P+c) -
HZ(P)~G ??IETZEIEY avec a =1
b =2
c = 0.5
G =1
H,(P) = & avec
3 P2 c = 0,2
— + 2 2=P + 1
2 w w =1
w_ n o

Les filtres de déconvolution ont &té calculés pour
diverses cadences d'échantillonnage de la sortie et
toujours pour une seule période de retard 3 1l'estima-
tion. Ces cadences se répartissent dans un domaine
limité supérieurement par le théoréme de Shannon et
inférieurement par la longueur excessive de la s&quen-—
ce de pondération du syst&me résultant d'une faible
période d'échantillonnage. Le tableau ci-aprés donne
la valeur du crit&re pour les trois sortes de fonction
de transfert considérées et cela 3 divers niveaux de
bruit. Sur H3(P) on s'est limitéd i des cadences moins
faibles, par rapport aux deux autres sortes de fonction
de transfert, en raison de la longueur excessive de

de la sdquence de ponddration lie i son caractire

oscillant.
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S A S STy

niveau période W
de d'échan~
bruit géééon— H] H2 H3
1.5 3.107° 1,107 3.10
1 5.107° 3,107 4.10
0.7 1,107 3,107 5.10
0z 0.5 | 8.107° | 4.107°
0.4 2.107% 1107
0.3 8.107% 1107
0.2 6.107° 2,102
1.5 1.1072 9.107 3.10
1. 3.1072 9.1073 0.12
- 0.7 5.1072 95,1073 0.32
soit 0.5 0.13 1.1072
40 48 0.4 0.21 11072
0.3 0.43 2,107
0.2 0.78 2.1072
1.5 4.1072 3.1072 0.10
1. 8.1072 3.1072 0.36
6,32 0.7 0.16 3.107 0:71
soit 0.5 0.37 4.1072
30dB 1 454 | o.56 41072
0.3 0.84 5.1072
0.2 0.96 7.1072
1.5 | 0.3 9.1072 0.30
10 7 1. 0.26 9.1072 0.77
soit 0.7 0.45 9.1072
2048 | 45 0.79 0.11
0.4 0.91 0.13
0.3 0.98 0.16
0.2 0.99 0.22

Pour les trois fonctions de transfert le
meilleur filtre de déconvelution se révéle &tre celui
calculé pour 1'échantillonnage le plus lent. L'expli-

cation peut &tre donnée de la fagon suivante :
l'entrée reconstituée nous est fournie par la relation :

n
80 =2, F(1) y(-i)

1'observation "y" &tant la somme de la sortie exacte

"x'" du systéme et du bruit "v"

n n
(k) = I £(i) x(k-i) + I Ff(i) v(k-i)
1=0 1=0
Si 1'on appelle "e¢" l'erreur sur la recons-

truction de "u" :

(k) = u(k) + (k)
n

avec u(k) =3 f(i) x(k-i) donc en considérant nulle
1i=0

1'erreur systématique de la méthode.

L'erreur quadratique moyenne de e(k) est

alors
2 a 2
o = lim T e (k)
€ e T T o
Le signal et le bruit sont non corrélés,
d'ou 9 n n
o=z £ £ w, ()
. . v
i=0 j=0
. , 1 4 .
avec wVV(J~1) = 1lim T L v(k) v(k-j+1)
qe k=0

fonction d'autocorrélation du bruit. Or, le bruit est
. 2 N
blanc et de variance o, s d'oii :

n .
o? =6 3 £t
€ v .
i=0

=]

2,. . . .
L £7(1i) est le facteur de réduction de variance, c'est

1=0 a-dire la quantité par laquelle la variance du

bruit 3 l'entrée se trouve multipliée en sortie. Or,
des filtres de déconvolution, calculés pour un méme sys
téme 3 des périodes d'échantillonnage différentes, pos—
sédent relativement la méme allure de séquence de pon-
dération. Il en résultera que le filtre travaillant i
la cadence la plus lente possédera moins de termes dans

sa séquence de pondération et par consdquent un facteur

de réduction de variance plus faible.

MISE EN OEUVRE SUR CALCULATEUR TEMPS REEL

La fonction de transfert du systéme réali-
sant la convolution est cette fois cablée sur calcula-
teur analogique. Quant au filtre de dé&convolution, on
1'implante dans un calculateur numérique reli& a la
sortie du systéme précédent par un convertisseur ana-
logique - digital (dix bits dont un pour le signe). On

assimile le bruit de quantification & un bruit blanc
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2

a_
12
fication dans le cas présent elle est de 2mV et donc

, q représente l'unité de quanti- REMARQUE

. 2
de variance ov =

L'entrée reconstitude du systéme apparait décalée

—4
% ~ 6.10 . dans le temps par rapport a l'entrée réelle. Cette
La déconvolution est ainsi mise en oeuvre sur des sys— apparence est due 3 ce que l'entrée réelle tracée est
témes électroniques de fonctions de transfert identi- mesurde par le convertisseur analogique digital 3 la
ques aux précédents. Elle s'op&re dans le cas présent méme période d'échantillonnage que la sortie. Il en
avec une période de retard. résulte que toute variation du niveau de 1'entrée

produite entre deux instants d'échantillonnage n'appa-
rait sur le tracé qu'au second instant de mesure.
C'est donc 1'entrée réelle qui se trouve décalée par

rapport & l'entrée estimée.

_ G
LN A ey Yo S

=R R
L]

R =t

L AT = 1.5 seconde

P+c

I By (®) = C Thray (50

0o e
|
SN =

entrée
entrée

sortie

AT = 0.4 seconde
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CONCLUSION

La méthode des moindres carrés permet donc le cal-
cul du filtre de déconvolution 3 partir de la connais-
sance de la séquence de pondération. Les simulations
et manipulations montrent que ce filtre fonctionne en
présence de bruit. La structure sous forme de filtre
numérique permet d'une part la facilité d'implantation
sur minicalculateur ou microprocesseur et d'autre part
une rapidité d'exécution supérieure aux méthodes par
Transformation de Fourier. Le caract&re non récursif
du filtre assure sa stabilité. Enfin 1'opération se
réalise avec peu de retard sur la connaissance de la
sortie et permet ainsi une reconstruction "en ligne"

de l'entrée du systéme.

Je remercie Messieurs les Professeurs GERBER, ARQUES

et DE LARMINAT pour leur contribution i ce travail.

NOTATIONS

x(k) : valeur de x & 1'instant te

§T(J) : vecteur ligne (x(j), ...,x(3-n))

8(j) : estimation de u(j)
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