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RESUME

Aprés avoir rappelé que le 'projection-slice"
théoréme permet théoriquement d'obtenir la transformée
de Fourier d'un objet, la pratique fait que — dans le

e Aa M2
Cas ae un

par exemple — la valeur de cette transformée
n'est connue que sur un domaine fini et de plus en un
nombre restreint de points répartis sur des angles po-
laires. Ces constatations rendent difficile la transfor-
mation inverse de Fourier.

Les 'prolate spheroidal wave functions' 2
plﬁéieurs variables définies sur tout R™ ont des
transformées de Fourier & support compact, de plus un
élément £ de L? peut se développer sur une base de
telles fonctions et surtout les coefficients de ce
développement se calculent i partir de la seule connais-

sance de f sur un compact.

Ce sont ces quelques propriétés, ajoutées 3
des domaines bien choisis qui font que ces fonctions
peuvent &tre utilisées pour la reconstitution d'ebjets
d partir de leurs projections. Les méthodes de projec-
tions sont surtout utilisées actuellement en tomogra-

phie, en radiographie,... .

SUMMARY

The projection-slice theorem, theorically,
allows to get the Fourier transform of a multi-dimen-
sional object. However, practically, this two dimen-
sional Fourier transform is known only on a finite
polar raster.

Then it is difficult to compute the inverse

Fourier transform.

The two dimensional prolate spheroidal
wave functions have Fourier transform with compact
support, and this set of functions is also complete

in L? .

These prolate functions, with their numerous
properties, will be used to infer the structure of a
two dimensional object from a set of projections .

The methods of projections are used in electron
micrography, tomography,...
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Dans de nombreuses disciplines on essaye de
reconstituer un objet A partir de ses "projections" :
tomographie, tests non destructifs d'objets usinés,

[11.

Projection

Par reconstitution d'un objet on entend la
recherche d'une fonction densité p(M) — ol M ¢ r".
(Dans ce qui suit on se placera uniguement dans le
cas ol n = 2),

Les axes XOY du plan étant fixés, la d8termi-
nation de p(M) revient 3 la recherche d'une fonction
de deux variables f£(X,Y) = p(M) avec Ml% , 4 partir
d'un certain nombre de projections.

" Soit a 1l'angle de la droite sur laguelle se
fait la projection : on appelle projection la quantité
(figure 1) :

(%) = [ fX,Ydy (1)
a
X
v\
)
X
X
&5
0 X
figure 1

Supposons f définie sur tout R? &ventuellement

FX,Y) =0 ¥ (XNed

On a alors
40

®,(x) = [ f(xcoso~ysinn,xsina+ycosa)dy (2)
-0

Pour trouver une estimation correcte de £, il faut, en

général, se donner plusieurs angles de projections.

Projection-s1ice théoréme

On note par

Lz la classe des fonctions définies sur AC R? 3 va-

leurs dans € et dont le carré du module est intégrable.

Le produit scalaire est
¥ fgelf (£,8), = [ £EOEGEIX
A

(La norme correspondante sera notde ||| A) .

Toute fonction de L? posséde une transformée de Fourier

IRZ
£(x) = £0x,,x,) = —— [ V> R(y)ay
(em? ‘W
et
—i<x
F(y) = Flypoyy) = [ e 7 p(x)ax

IRZ

ofl <,> est le produit scalaire habituel de R2.

On peut montrer

Projection-slice théoréme {[2]
La transformée de Fourier d'une projection est une
"tranche'' de la transformée de Fourier de 1l'objet.

Ce qui se traduit par

+o0 .
f coa(u)e—luw du = F(w cos a,w sin a)

On voit ainsi que si on fait prendre 3 w les
valeurs w‘; i=0,...,p pour q = o5 (j=0,...,L), la trans-

formée de Fourier — qui n'est pas 4 support compact si
.- -

ur un maillage polaire (figure 2).

w0

A ce moment il ne reste plus qu'd calculer la
transformée inverse de F. Mais de nombreuses difficultés
apparaissent. En général on essaye de se ramener 3 un
maillage rectangulaire (pour utiliser la FFT), ou on
emploie des techniques d'interpolation...

.72

>y,

figure 2

Prolate spheroidal wave functions

Soit B < Lfo 1'ensemble des fonctions dont la
transformée de Fourier s'annule 3 1'extérieur du domaine
C (€ IR?) domné, soit :

he & <= H(y) = 0 Yy ¢ C
Soit S« IRR?%, il est alors cormmu que,
”HIZS< “h“fo sihe ®.

S et C &tant donnés, on cherche pour quel(s) élément(s)
de B 1e rapport

o =lHZ /IlHZ  est maximm.
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Introduisant 1'opérateur linéaire défini sur Lé par
Xao =/ xty 6y ay
c
ol
k{x,y) = Ks(x—y) = e R s

(2my? °S

on peut montrer que : p a une valeur maximum qui est

la plus grande valeur caractéristique A de 1'é&quation

intégrale

xey) = [ Ky (y-u)e(u)du ¥ec (%)
C

Ia valeur maximum de p est atteinte lorsque

h=9 c®

faisant 1'€quation propre correspondant a Xo .

. La transformée de Fourier de ®, satis-

(On peut montrer que 1l'opérateur lindaire )
est un opérateur hermitique, défini positif ce qui
dorme un sens au paragraphe précédent, et ce qui va
permettre d'obtenir de nombreuses propriétés sur les
fonctions propres ¢ de 1l'8quation intégrale (3) ).

Dans ce qui suit, on supposera, en vue des

applications, que

(H1) S =aC et que C est symétrique / O

Dans ces conditions on peut aussi montrer que
@, qui a pour transformée de Fourier ¢ satisfaisant (3)
satisfait 1'éguation intégrale
reo(x) = [ K(x-z) ®(z) dz ¥x € R? )

S

On peut alors montrer les résultats suivants

[3], 3 propos des solutions de (4) (ou de (3)):

S et C étant donnés satisfaisant (Hl)’ on peut
trouver un ensemble infini dénombrable de fonctions
réelles

, €12

P Pys Py e 2

et un ensemble de nombres positifs
ko > Xl > Ag > ..>0

possédant les propriétés suivantes :

1) les®; € ® , sont orthonormales sur R*, et
forment un systéme complet dans ®

i,j = 0,1,2,..

fmzwi&)wfx)®(=6ﬁ

ii) Les ®. sont orthogonales sur S et forment un
2

systéme complet dans LS

fsfpi(x) CDJ-(X) dx = >\i 8 s 1, = 0,1,2,...

1J

iii) Pour tout x ¢ B
Ay pi(x) = fs Ko(x-2) @,(z) dz

La fonction ® est appele "prolate spheroidal wave

function".
Sous 1'hypothése (Hi) on peut aussi montrer que :

v (ay) ¥Yyec

o(y) =

0 VYyécC

ol v est un coefficient précisé ultérieurement.

Application au probléme de projection

Soit f la fonction densité que 1l'on cherche 3
reconstituer. On supposera :

f(xl,x2) =0 ¥ (Xi,X2) ¢cC

ol C est le cercle de centre l'origine et de rayon 1.

f a pour transformée de Fourier F, qui est
connue (théoréme de projection) uniquement en des points
intérieurs au cercle S (figure 2).

Puisque 1'ensemble {¢i} est complet dans ®
on peut écrire :

LS

Fly) = T F_ o (y) ¥ye R?
e ¥k

puisque 1es<:pk sont orthogonales sur S on a :

[(F@ eymay = B RS o) o5y =25 7y

done

[ Fy) o, (y)dy
S

Fly) = &

k=0 Xk

cok(y) ¥ye R?

Prenant la transformée de Fourier inverse des deux

membres on peut écrire :

- fs F(y) @, (v)dy
1o T, o, (%)
Kk

¥xeC
fi(x) =

0 ¥xégC

s
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ou encore

oy
i
s X Ryl (y)dy®, (ax) ¥xecC
k=0 Is k k

£(x) = (5)

0 ¥Vx¢C

ou encore une autre expression n'utilisant que ¢

£(x) = %-

- ICF(au)Qk(u)duék(x)

A
Ay

5‘1\48

=0

On peut aussi montrer en se servant des pro-
priétés d'orthonormalité des ®,; que

2
lar? a_

IZ_
e

v

Etude des fonctions propres

On pose n = 4r% / v
et on considére 1'équation intégrale

eia< t,y >

nGt) = f G(y) dy ¥tecC (6)
c

On peut montrer [U]

j) si G(t) est solution de (6) correspondant 3 la
valeur caractristique n , C(-t) est aussi solu-
tion de (6) correspondant 3 la méme valeur caracté-
ristique n

j3) & G Fonction paire correspond une valeur caractéris-

tique réelle de (6) et i G impaire correspond une

valeur caractéristique imaginaire pure ;

333) 1les fonctions propres de (6) peuvent 8tre choisies
réelles.

Tenant compte de ces résultats, il est alors
équivalent de chercher les solutions de 1'équation
intégrale (3) ou de rechercher les solutions de 1'équa-
tion intégrale (6) .

Fonctions propres et valeurs propres

Deux cas sont particulidrement incéressants.
Le cas ol C serait un rectangle, et le cas ol C est
un cercle (cas choisi ici). En effet, dans ces deux
systémes de coordonnées (cartésiennes et polaires) il y
a "s&paration des variables". C'est-d-dire on peut se
ramener 3 la recherche de solutions d'équations inté-

grales 3 une seule dimension.
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Cas ou C est le cercle unité :

Les fonction propres sont alors :

Gon(r’e) B Ron(r) %n T em Bon
- _ N
GNn(r,e) = RNn(r) cos N 8 o T 2mi Bun
sin N 8

N =1,2,...

n=0,1,2,...
ol A

1
- 1 \ 1
B nn Ban(™) = fo Iylarr )Ry (r*)rtar re [0,1]

JN(x) gtant la fonetion de Bessel d'ordre N.
Cette &quation intégrale se transforme, aprés les chan-

gements

y =/as
o{r) = /T R(r)

en

1
yo(r) = JIylerr") /e @ (rt)ar" re [0,11 ()
0

Equation intégrale sur laquelle seront conduites les

expériences numériques qui ont été entreprises.

Calcul numérique des fonctions propres

Le calcul des valeurs caractéristiques et des
fonctions propres de (7), c'est-A-dire de 1l'opérateur
intégral symétrique

1
£p) - fo JN(app') vapp! £(p') dp'

peut s'effectuer en approchant cet opérateur par des
formules de quadrature (Gauss par exemple) c'est-a-dire
[51

en résolvant le probléme approché :

1Y
yolp) = 1 W JN(appj)/ app w(pj) (8)

J=0
W et 05 &tant les poids et les abscisses de la formile
de quadrature.

Résoudre (8) revient i calculer les valeurs
propres et les vecteurs propres de la matrice A de

terme général

a. s

15 = W Jylapos) v apos
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Remarque :

Au vecteur propre u = (uo,...,up) de la
matrice A est associée la fonetion propre :
p S
lEO ui JN(apOl) aDDi

(Les valeurs propres sont calculées par la méthode de
Jacobi).

Les résultats numériques sont encore trop
peu nombreux pour 8tre présentés ici, mals sont encou-

rageants malgré les difficultés dans les divers choix

des paramétres (a, nombre de fonctions propres).
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