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RESUME

Dans une premiére partie, on étudie la densité de

probabilité —IE

3“&)( ?5) de la sortie j» 3 l'instant
hv d'un systdme dynamique linéaire et discret, par-
faitement connu, initialement au repos (3 (k) =0
Yk < & ), soumis A partir de l'instant v & une en-
t;:'ée aléatoire e uniformément répartie entre = —IZ_.
Une expression de ) (k) ()5) est donnée en fonction

de la réponse impulsionnelle du systéme,

Dans une deuxiéme partie on étudie quelques pro-

priétés de 7t_(k)(>5) ,
on vérifie que la densité limite de ‘F‘é(h) (g) pour

. Par un calcul de cumulants
lz. infini existe et est unique. Enfin, dans le cas
des systémes du premier ordre, on établit que cette

densité limite satisfait 1'équation différentielle
_)2/(1,\):_1__)6(3_ pour we .
< <

Dans une derniére partie on donne quelques résul-

tats numériques obtenus par programmation de

l'algorithme de calcul de + P
j(k)( 5)
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SUMMARY

In part one, one studies the probability density func-
tion ﬁiﬁ(’”)(g) of the output K} , at time k , of a
known linear discrete dynamical system with zero
initial condition ( ﬂ_( hJ o v k < 0 ), when
a uniformly distributed random signal € is applied

as an input.

An explicit expression of Aﬁ (%) is givenin

terms of the delta r'esponse.%’l

. ) 1
In part two, some properties of ’)ﬁg(h) (’SJ are

studied. Using the expression of the cumulants, it

7% (k) (%)

exists and is unique, as k goes to infinity.

can be verified that the limit of

For the first order systems, it is shown that this

limit is a solution of the diferential equation
ﬁZu):i{/ij Cu</f
< A

Finally, some numerical results obtained by algo-

for

rithm implementation of “E /\) {}5) are given.
JIx
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PREMIERE

PARTIE

INTRODUCTION

On sait que pour les systémes linéaires
invariants, 1'application & l'instant zéro d'une en-
trée strictement stationnaire, produit une sortie

asymptotiquement stationnaire.

On se propose ici d'étudier , pour un
cas particulier d'entrée strictement stationnaire
(cas d'une entrée uniformément distribuée), la den-
sité de probabilité de la sortie & chaque instant et

aprés un temps infini.

Le choix d'un tel type d'entrée peut &tre
intéressant dans certaines applications ol les seu-
les connaissances a priori que 1'on peut avoir sur
1l'entrée sont les bornes inférieures et supérieures

entre lesquelles 1'entrée est toujours située.

Plus précisément, soit le systéme dyna-
mique linéaire et discret représenté par 1'équation
aux différences :

o 6+, g lhet) oy hep)e < ()

ol est l'ordre du systéme
w 1'entrée a 1'instant
g (k) la sortie 4 l'instant
AL

(on suppose O(I’: 4.

les parameétres du systéme

Soit cL(k) la réponse impulsionnelle
du systéme (réponse du systéme initialement au re-
pos auquel on applique a l'instant zéro la séquence

d'entrée 4,0 ,0 , ....).

On sait que 1'expression de la sortie
du systéme soumis depuis 1'instant zéro & une sé-
quence d'entrée Ul 4) , u(l:) quel-

conque est donnée par :
R
y (k) =

(2) ; (L(l') U(k’—t)
On se propose donc d'étudier les pro-

(= O

priétés probabilistes de la sortie du systéme soumis
4 une séquence d'entrée aléatoire (¢, e(-{) ,

. e(k) indépendante ; ot les €(() sont identique-

ment distribués suivant la densité
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N _ o pour x>l et g 4__(

) P )- -7 e SR
-l—t’ - A A
¥ pour — 5 < )5 < =

On note 7(:
Stk

(5) la densité de la sortie.
CALCUL DE '+3<")<S)

Pour établir l'expression de la densité de la
sortie & 1'instant k , connaissant parfaitement 1'état
du systéme a l'instant ¢ (ici on a choisi le systéme
au repos), on peut utiliser plusieurs techniques ma-
thématiques, par exemple employer la technique de
la transformée de ¥ourier, Ici on se sert principa-

lement des propriétés des fonctions Gamma et Béta.

Rappels :
Soit U,h { 3) la fonction définie par
o pour é =~ O
) U_ () Bt
m , pour X% =0

En utilisant les propriétés des fonctions Gam-
ma et Béta, on démontre (Ll] page 114)1e résultat

suivant :
i ) i 2. = U

6) Uy ¥ U = U (®)

ol ¥ désigne un produit de convolution.

Dans le cas de fonction translatée, on démontre,

( + ff"))

() PROPREMENT DIT
':j(k) )5>

D'apres (2) la sortie peut s'exprimer comme la

par un changement de variable que :

6) U_(og+x)x U_ (5+f3> U

2

—(h+pa)

CALCUL DE

somme de K+ var/iables aléatoires :
&j('k) -S> a(i)e(k_L).

(=
A cause de la propriété d'indépendance de la

(1)

séquence d'entrée la densité de la sortie peut s'écri-

L (%),
D k) 71:( k) eg>

D'apres (3) et (4) la densité de probabilité
4{3 (‘)S> a son tour peut s'écrire :
alye

o ﬂfaaf-f) ) (U a(')) (-2,

finalement, en utilisant le résultat donné en (6),

re :

,s«>*

(3 # -
ale)e &)

(4)(.

(5)=

C(U)

on

obtient 1'expression cherchée de la densité de proba-
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bilité de la sortie a l'instant Kk ;

k4
. <L -1
(10) 7L’ s L S Sy U Ly ocd
k) ‘\‘f\fut\) — (k) A
v Yk i2,

ol bie =l e -+ afiz-4) +u((;) Sy = 4
bd) s « [y -+ wfraAd) —aik) Sa) =4
Lia) s i —alkd) ralk) S2) s -
D m lht) al] S0

)
'
R §

. , ‘
et d'une maniere générale :

T
b= Z 2 (4~ )“U)

—'J..
ot Sy Am i )
.Z,

'. O

avec L"J‘ tel que : { =

(écriture en base 2), JT°

Cas particulier du ler ordre :

I1 est intéressant de voir ce que devient
l'expression générale (10) dans le cas du ler ordre

(()-'l) avec &, =

—24— , la réponse impulsionnelle

(\U() = —Q—E

devient alors :

on trouve ainsi :

(11)

- . g4 i

En utilisant la définition (4), le résultat

précédent (11) peut se mettre sous la forme suivante:

klre) [pR%2- ‘ Ck

o f oy L > >“)(3” i)
k) R ¢

pour [,é) < A- % )

et = © pour 15)7 4 - é_/{_—' y

ou les crochets f_] représentent 1'opérateur ''par-

tie entiére de''.
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PARTIE

DEUXIEME

QUELQUES PROPRIETES DE [~ 0 (%,

On montre sans difficultés/que :

,"f NN NESY

2) + l‘)( ) est uniformément continue pour kso

1) (parité),

i<
3) ¢)<upour S oL T l(‘“)] l
T) k) & < — - ;
iz }
- 0l
B P -
(support borné) R >
4) ‘,—‘1 -~ . |
|y N shoath
M (h) - e () < ] e
(13) :jll’\) / 7;“:) s e H’(L(_}V)Jl

(fonction génératrice des moments).

DENSITE LIMITE

Un important et intéressant probléme est celui
de 1'étude de la densité limite obtenue en faisant k
infini.

On se propose de vérifier qu'une telle densité

P > .
(5> ou _F (%) existe et
est unique. }3(‘”) 3

A partir de (13),

limite que 1'on note

par exemple, on peut calcu-
ler la fonction génératrice des cumulants de la sor-

tie, on trouve :

(14)

k) h) Luc |

-
(h)= >

yik)

ou les &I_ sont des nombres positifs (appelés nom-
bres de Bernoulli) qui apparaissent dans le dévelop-

pement en série entiere de :

2r
(1s) /’-B_(Q('(“}b.: / 1_77
2 2 — (Z/.)I
Les premiers nombres de Bernoulli sont :
S R - S R A A
16 30 (2 30

En faisant k infini dans (14) on trouve la fonc-

tion génératrice limite :

; < TS \2r A = i
we) K (b= > i) Do X Al
3 c= (“;").‘ ar 1= o

Pour s'assurer que la série entiére (18) est
convergente on démontre qu'elle est absoclument

convergente,
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e —

A condition que le systéme linéaire (1)
soit strictement stable ; c'est-&-dire que
CAD
(17) < 'Q([)] < o
R

on a

1 i >T o= Ja)l«A,

Y

=)
et :7

I">R > /I Z<l (()</‘
zr 53

ce qui permet d'établir (pour tout h ), que :

(18)
r x I-1 .
BT LSl S pha)  m B
(ee)! 2r (4;: é (Z.r)’ ) (Ar)'l

Puisque dans le second membre de
l'inégalité (18) on reconnaft la somme de T+1 ter-
mes généraux de séries entieres du type (15) et done
convergentes on a vérifié une condition suffisante de
convergence absolue de la fonction génératrice des
cumulants,

L'expression (16) fournit les cumulants:

a9) K, = B Z(f”(()

et K = © pour r>o
Dans le cas du premier ordre (p=1)
4

avec {, = , les premiers cumulants de la den-

s:.téﬁ )5) sont :

z
z = 4 : 7, = o. 4441
9 J
KL, z,_&_, = -00:8?)/.
25
= . £_ . o.coeo
[ C}L 4

Finalement puisque la fonction généra-
trice limite existe et est unique, et que dans ce cas
les cumulants définissent de maniére unique la den-
sité de probabilité on conclue que la densité limite
_F} (}) existe et est unique.

On établit maintenant, dans le cas du
premier ordre (p:4 )avec W _ = -, que\cette
densité limite satisfait une équation différenti\é\lle

fonctionnelle particuliére, \

En écrivant, a partir de (1) et de (2), 7\

N

2-(}“,4) sous deux formes différentes on a :

(20)/%0(. k41 «)+»\ \’(u) x:&(k) ‘I-EUn-/)

[ fed

Comme conséquence de l'indépendance de la
séquence d'entrée on obtient 1'équation de convolu-

tion :

° 7%,.,{}’5)* 7&'*‘*!35: ijuﬁy * 765’5)

En tenant compte de la forme de la densité de
l'entrée (3), l'expression (21) devient :
lw‘

% () e £ {1y

x:){k)

(22)

J\v‘)\

Enfin, sachant que «{i

J

me limite lorsque k. est infini, on trouve que cette

“‘)(g) est uniformé-

ment continue pour tout L\ et admet .f /3\ com-

fonction limite vérifie 1'équation de convolution :

@9 763 (I}) - ’E(j[z) *'ﬁe()sj

AUTRES ECRITURES DE L'EQUATION FONCTION -

NELLE

En utilisant la propriété (3) relative a la den-
sité de l'entrée, 1'équation (23) peut se mettre sous

la forme de 1'équation différentielle :

)
EROEES: i)_i; (.@__1)
9 < 1Y <) X Tyt 2
Finalement, en désignant par ]€(5 la densi-
té de la variable aléatoire 4 + !

2i~)
sant le fait que cette densité est nulle pour < O

, et en utili-

on trouve que cette densité translatée vérifie 1'équa-

tion différentielle simplifiée :

o/, /{ D/ g’)
25) L (x)= )l) =
e fs) = 2 ( E
pour g <4
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TROISIEME PARTIE {7)

A partir des expressions (4) et (10) on
peut construire un algorithme de calcul de la densi-
té de la sortie a l'instant K . Cet algorithme a été [s]

programmé sur minicalculateur HP 9810A,

A titre d'exemple, on donne le résultat
i 9
du calcul de _{z»w)[}) , sous forme graphique dan‘s [-]

le cas d'un systeéme du ler ordre (p=1) avec X, = -

2
(cf. figure 1) puis avec (= -.§(cf. figure 2), et en-
fin dans le cas d'un systéme du 2éme ordre (p=2% ) 10

avec o(',(:-/i.s et X,= - F (cf. figure 3).
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-4 - ) -5 Y .2 -4 > 4 2 %
Figure 1 -~ Tracé de la densité de probabilité de Figure 2 - Tracé de la densité de probabilité
la sortie & l'instant R= % dans le cas : de la sortie a I'instant k= % dans le cas :
F = 4 l{ ]’) = "
Xy =~ z Ao = — g
£ 2
%3(4) %)
5t
-2 -4 > 4 2 37

Figure 3 - Tracé de la densité de probabilité de
la sortie & l'instant k=4 dans le cas :

p = z
:.(4:—’1,5
Lo = - T
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