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RESUME

On considére deux probabilités P, et By
sur un espace mesurable (Q,QL) et un processus
stochastique *¥(%,w) mesurable distribué sui-
vant la loi Py ou Py.Ce cas se présente dans
la ddtection d'un signal neyé dans un bruit.
Le transfert des lois P, et Py sur l'espace
fonctionnel des trajectoires (que nous pren—
drons du type L2) se traduit en général par
une perte d'infermation, Ainsi 1l'absolue con-
tinuité (ou 1'équivalence) des mesures images
n'implique pas l'absolue continuité (ol 1'é~
quivalence) des probabilitds P, et P1.

Des cenditions suffisantes sont dennées
pour qu'il n'y ait pas de perte d'information,
Ellesfont appel & des propridtés de régularité
du processus x(t,w). On n'utilise que des
propriétés du second ordre, comme dans le czs
gaussien, qui autorisent des décompositions
du processus x(t,w) du type Karhunen-Loeve,
Comme dans le cas gaussien encore,ms'intéresse
aux propriétés des espaces & noyau autorepro-
duisant associés aux noysux de covariance du
processus,

SUMMARY

We consider two.probability measures Py
and Py on a measurable space (Q,R) and a
measurable stochastic process which is dis-
tributed accordinghPo et P4, This happens
when we want to detect a signal in =z neise,
The probability measures induced by the precess
x(t,w), on the functional space of paths
(Lg - kind) may have not the same properties
as the original ones.,
For instance absolute continuity (or equiva=
lence) of induced measures does not imply
absolute continuity (or equivalence) of Po
and Py .

Sufficient conditions ave given for ne loss

- of information, They are expregfed in terms

of regularity of x(t,w). As in Saussien case,
only second order properties are used allowing
deconmposition of x (t,w) in Karhynen-Toeve
type representation, Again as in éaussian case
we are interested with properties of the re-
producing Kernel Hilbert spaces assoclated to
the covariance kernels of x(t,w)
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Transgrt de mesures

Seit (9, ) un espace mesurable et
{x(t,w),56 T, TCR } une famille de fonctions
réelles sur @ qui engendre o

Q= 6‘-{1(]:,w),te'r}

Seient Py et Py deux mesures de prebabilité
sur (Q,Q0,) peuvant régir le precessus x(%,w)

Nous désignerens par G- | |} la complétée

de la o- algébre engendrée par { } par rap-
port a Pi y i= 1,Q

;= -t w), l:eT}
X -?0'62 = 02Hq

Neus suppeserens gue le precessus X (t,0)est
du secend ordre par rappert & P, et P,

Ri(k)= Ep [2ltne)ei)] €, s
4,0
Seit @(T) le o algébre des ‘;nsembles

Lebeggue-mesurables de T
péfinitien
Seit I 1l'ensemble des mesures o-_finies
sur (T, @(T) ) qui sent
- d'une part dquivalentes & la mesure de
Iebesgue,
- d'autre part telles gque

J R.(EE)dv(t)<

Lz 45

, ¥reN

N est nen vide

I1 faut remarquer gue N peut ne pas centenir
la mesure de Lebesgue, cemme par exemple dans
le cas e T est non berné et x (t,0) est sta-
tienn@®ite au sens large ou bien dans le cas
oll le precessus x (t,w) est le mouvement
brewnien,

siveN = x(, w)eL (7,801),7) & W’
Ps

Neus savons que les H' sent séparables.

Neus allens maintenant transperter les
mesures P et P

v
W.

1_s:ur l'espace des trajectoires

Pour cela censidérens l'application% :
(2,Q) - (8", ®(E") ) (ou @(H') est 1a
gealgebre engendrée par les ouverts de 1)

. v
w) W (- w)e H

Ynown

définie par

T "
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v
f induit sur (#', (") des mesures By

¥8e®(W) , W(B)R[E(8)=2 {ultluyt)
En détection n;;sh:onsidérons que P, e%

la loi du bruit seul et P, la lei du signal +

v 1
bruit,
La pratique impese de travailler sur les tra-

jecteires, denc sur les leis images

En général on ne peut transpeser autema-
tiquement les propriétés existaﬁt entre les
Pi(abrelue continuité, équivalence, erthege—
nalité) sur les mesures pI .

Ceci résulte du fait que
. \ )
(€8 ”J)) cQ,
1'égalité n'ayant pas teujours lieu,

On sait cependant que

— .P << -E = t“1 « "9
(I’1 bselume 1h ccrti‘mue)

par rappert & P,)
donc

B, v b,
(P, équivalente & Pg)

k‘_.[_f( _P.?_LP

(p.1 orthogenale & p,e)

Les implications inverses n'ont pas lieu
en général, c'est ce gque nous appellerons la
perte d'information par transport de mesures,

Rappelons que 1'orthogonalité des mesures
perme‘t en principe une détection parfaite
L'absolue continuité
d'une mesure par rapport & une autre permet

(détection singulidre),

d'écrire la dérivée de Radon~Nikedym et de
détecter la présence ou l'absence de signal
grice & un seuil sur cette dérivée,
Remarguons enfin que nous ne sommes plus
dans le cas gaussien, I1 n'y a.donc plus-la
dichotomie qui simplifie bien les choses :
mesures dquivalentes ou mesures orthogonales,

I1 est facile de construlre un exemple ol
clest le cas de perte maximale 4! :Lnfomation.
Sur un espace de vprobabilité (.Q.a 2 ) consi-
dérons deux processis Ae(E, w)@t 'l.4('t w) t. q

@ 'L,(b W.)_ '14(,t W) P P
@ ¢'—o(.t w)e)"l4 (t' \0) appa

rijennent
A dles sous ensembles dluJO‘Ln'LS de &*,P-S%
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? % (W)
haL2,0)

@ = “Ecl‘fﬁ.
@ = {Af*%kf”b

Nous allons voir gue le probléme de la perte

e (RT ®(RT ))

d'information par transport de mesurcs est
1ié & la régularité du processus %(t,w).
IL'exemple donné plus hsut en est une illus~

tration,

Représentation du_processus_% (%s0)

Soit Ha(’%) l'espace de Hilbert consii-
tué par les variables aléatoires réelles de
la forme

Z«'LC w)

=
et leurs limites pour la e E ]“T
eur pr“'—"m;ﬁ(nl ,Q) He) B

On notera HL(’*):
Dans le cas ol le processus % (t,w) est

gaussien c'est 1l'espace gaussien engendré
par % (t,0) @)

i étant séparable, considérons une

famille compldte dans H', soit .{‘% (ﬁ)}
LEY

Définissons 'lk(‘w =\l w).f;k(,k AP({:) 2. P
rl;:(w)e L, JL,O.,P;,)
Considérons maintenant le sous espace de
1,(02,0,8)
toires ,Mh(w)}

H&C’.‘){ :}, )’v)=

) engendré par les variables sléa-

Par le procédé de Schmidt on peut trouver
un systéme orthonM& dans L;_(_,-ﬂ- a .E)

Aok Jﬁ L w)
} f(w) b " (=)
f (w) = J ':_@' w) %h(k)d P’U:),pfs
%h(‘b) i Cri i ?é (t)

Utilisons des résultats obtenus par Cambanis

(2)

donc

avec’

Théoréme 1
Te processus mesurable % (t,w), du se~

cond ordre par rapport ‘aPO et Py admet

detretion
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les représentat;ivons :sui;\'rantes :
o0
(¥ )
‘l(h»{): Etaht"()i( )+ W“‘(‘t)w) ) YieT
b £5)07(s)d
ot a: () = LRL(, 15)%1?(3) V(,A)
et le processus W (t,w) est tel que

£ [l wite) |- Ry (tE)=©

Ri(t,s)admet de la méme fagon la
tation

Buls) = £, ons(E) api(e)t Ru (645)

la oonvergence de la série étant absolue

r.f.f.tbm"\f

représen—

en-t et s sur TXT.

a &
Sion aéfinit H (W)= 2= % W‘(ta‘)“’) heat,B)

on a alors

H(wm,H(% )eH(W’

Théoréme 2

H(’n,{?:!“v)

|4
mesure. V& N | et de 1la famille compldte {?@zh

est indépendant de la

Ceci veut dire que la décomposition de % (,w)
en deux termes orthogonaux est unique, mais

1a represen‘tatlon du premier terme
(fg M) g’ (w)/)
On écrira donc

% '{‘f’:}h ) w) £ H;(‘x. r&’aua'u)

On peut particulariser la famille
LY ] :
Soit !CRU’)L la famille des vecteurs
M =1

14
propres de 1'gopérateur intégral sur H

(oPuo)"-w J»H\\W Schw)ie noyau R U” 4) ,l--"> 4, et
i

now nu

(\h»l’ CPM j RL(EQ‘R‘ (6)dv(4) 202
alors [k, w2“._ 72. CR l‘(_%:)f (w)+ W—U: w)
avec f (}u) me(t w)ghl JP L’) 1) f‘

On a aussi

R.lts)= ZAMW )4% 4)+ Ry lts)

Ce sont des décompositions du type de

Rk

les valeurs propres correspondantes

Karhinen-Toeve et de Mercer dans le cas ou T

dépend de v et de {i:gh
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est non borné et le processus % (t,w) n'est

pas continu en moyenne quadratigue, mais sim-

plement du second ordre sk “"q JTR{,U"{')JVG)@

Nous avons vu qu'il fallait, pour évi-
ter la perte d'information, que
6}_{’6-1(6(}'\’)} = a;,
@U—r’) est la plusgpetite o. algeébre de
sous-ensembles de H rendant mesurables les
fonctiponnelles linéaires «{F: ()}h

sur H définies par

ve ' — FlY)=gy, $: >H,=chk)$:(*)4v(’=)

les variables alégtoires Vl: () étant définies
commeplus haut, on a
X 4
'NOP (Fe 'cl)tw) B, ps
On a donec o0
-1 S v
G‘L-(GG (QCH »-‘ 61({'“(}“)}' )
v ks
Si le processus est régulier pour Py et
pour P1
H;('r.) = H‘; (% régulier)

o)

y 4

= we)a T 4, ()G 0)  $ieT
™ .2;,"*:‘ ' R

I1 existe donc une sous suite indicée par k!

telle que

de)e Tap S vrem

=> QL =6~ {'x(ﬁ,w)'t 61:}(: ¢ {:?u)}h?q'{ﬁu&

On a donc
Théoréme 3
8i x(t,w) est régulier par rapport i P,

et P1, il n'y a pas de perte d'information,
Done /’o‘?éN'

B «?, & b «h
(5Pi o) & W)
CRLE e AW
Rappelons cependant que@ la

décomposition de P1 donne en général une par—

" tie absolument continue par rapport i P, et
une partie dtrangére a Pye

Espaces auto-reproduisants agssociés & Ri(tls)

Ta covariance est une fonction de type non
négﬁtif i
PALVH RU.“;"E‘);O FneN, V@«,-—,h)&'l’ .
ey | Y, -9n) € R
Définlssons 1l'espace aubtoreproduisant asso-
cié & Ri(t,s), soit H (Ry,T) comme 1'image
de H;(x) par 1'application linéaire u s
Hi(x)w—DRT définie par

¥2t)e Hi(x) | )= Ef_[zc»)x(hw;},mr
I,'application u est injective c;ar {"l(tr'*’ 1“7

engendre Hi(x). L'espace de fonctions H(R;
peut &tre muni du produit scalaire

<‘F 1324 (RoT) =< u""# U 4‘3 7'_,;0*)/ V'f'@e H(&D)

H(R;{,T) devient un espace de Hilbert iseomor-
phe & H;(x) par u. Les fonctions Ri(t,.)
engendrent H (Ry,T) quand t parcourt T.

Fhe H(,RC,T) ,0n &
<hL)Ril8) )71 gy = €200 U5

=u [iéw)‘}(ﬂ 2 hit)

ot on a posé 2 (w)= u"1(h)

En particulier le noyau Ry joint dans
H (R;,T) de la propriété d'aute-reproduction

<R(E,) ,R(4, ‘>>H(R~,T)= Ri(he) YoteTT

Nous savons que 1l'espace auto-reproduisant
est déterminé de fagon unique par son noyau
de covariance,

Soit $4 l'opérateur intégral sur Hu de noyau
Ri(t ,S)

Sh=q @qlt)=[RUEONNL)
Schwartz == IR,;U:,‘S‘)FS R"U’,‘b) R. (A,A)
= ) JIRGfSedvie) o0

R; (t,8) a,ppartient & T (TaT, QU)QQU),”V)

Soit @‘ (£, 1a famille 4633 considérée
de vecteubrs propres de Si corre;pondant aux
valeurs propres positives { r\"; }k (nous
savons que les valeurs propres sont non
négatives et ne peuvent admettre que ‘g,
comme point d'accumulation), Soit é \ ,;(#).}
une famille compléte dans le complé entaire
orthogonal ( correspondant & la valeur
propre 0) du sous espace de H' engendré par’
les { P g . Tout £ appartenant &

HV se décompose sous la forme y

)= Tadp O+ FpkE)

\'

‘Comme Si\th'.f,U">‘=‘o ) V h'

§; est un opérateur de Hilbert Schmidt,

en Ribs)e L (TuT, BDo®(), Pxv)
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R EUR SIS
= Sc( Pe Thii )_-_o
v (Sd)= Tty ) VET

Si est un opérateur positif, On peut en

prendre la racine carrde

W)= (SR T4, M’n &)
=2 Kh "ha (%)
,gé H ek a-é{»# () sont orthonormes
Ihy = Zoeh ¥ =By bl <2
= Z
Notons skz(l?—l ) 1%ag:o; }- S

Shw)= fae 42N <*>w-ez_(grg.,}

Munissons Si(H ) d'un produit scalaire de
la fagon suivante 3

¥y

1= < 4, “ﬂst
a' E bhé"‘“’ avec z% &b
<-? %PSVLLH ) _}ab._. < ob

8ix (t,0) est regulier par rapport 3 P‘, ey

R; k) e ‘ZA 4% @;cph ()
QtU:,-) appartient & SL (Hw) e
> ,[«\J.m’;cw] R (k)<

" <¥)QU: ) mujzﬁm)m’

Sy (H’) muni du produit scalaire &, >3‘A(. ;)
est @wnc un espace de Hilbert admettant
R; (t,s)comme noyau reproduisant, Comme

R:(ks)

et T est unique on a le théordme suivant,

avec Z._ﬁ% £ ed
RS

.
’V

1l'espace auto-reproduisant associé A

Théorgme 4

$i x (t,w) est régulier par rapport & P etP

\
SMW) = H(RT)  ¥vew
Remargue
Dans le cas de la détection d'un si-~
gnal certain dans un bruit gaussien sur un

intervalle compact [O,T]
W, )= b(Ew) — B
%,1 ﬁ'(‘tgw) =AL‘&)+E(%,U?’)—AE.1

22

avec R(t,s) —E[E(’M l'*(,“*“")]
continu sur E\D T]x[a T.]
la condition z_;r‘.h. < ob
non singuligre et done l'existence d'une den~

et R (t,s)
assurait la détection

sité de Radom-Nikodym o
‘.‘.&.(’n)-: up(Z“n?n _Sn)
b
Signalons enfin un résultat de CSM hanis (2)
. - T q)’_?@'):@ ”T
alt w) e Ca h -?é H(RT )
paI{ rap]?:;rt 3 Pi} ép'{ oot ,?G;):O ¥teT

Qette condition nécessaire et suffisante de
régularité du processus x(t,w) est une condi-
tion plus Taible que la continuité en moyenne
guadratique car la continuité en moynne qua-
dratique entrafne la continuité de la cova-
riance sur TXT donc la continuité des fone-
tions de l'espace autoreproduvisant sur T

tout entier,

La continuité des fonctions de H (Ri,T) est
édgquivalente & la continuité faible du proces-
sus ®(t,w), c'est & dire

¥teT ¥ 2(w)e H;(})
i Ep, [x(z) 2ee]]= EyJathie]

T —st

teT
Ainsi la continuité en moyenne quadratique
entraine la continuité faible qui entraine
elle méme la régularité,
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