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RESUME

Etant donnée une fonction aléatoire Z={Z(1), te [0,1]}
du second ordre, nous désignons par 3%(2) | 'espace de

Hilbert engendré par les variables aléatoires Z(s),

s ¢ t. Nous supposons que toutes les fonctions aléa-
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Nous considérons le modéle de communication suivant :

Le signal utile X est une fonction aléatoire du se-
cond ordre et le signal regu Y est une fonction aléa-
toire donnée par Y(t) = jQT S{u)du + W(t), ol le si-
gnal fransmis S est une fonction aléatoire telle que
S(t) ¢ H%(X) pour presque tout t et le bruit W est une
fonction aléatoire & accroissements homogénes non-cor-
rétés, telle que W(T) - W(s) l_xg(X) pour s g t.

Soit §(u) la projection de S(u) sur ﬂ%(Y), défi-
nie pour presque tout u. Alors nous démontrons que
I'innoV&tion au sens large de Y définie par
v(t) = Y(+) - JQ+ §(u)du, est une fonction aléatoire
a accroissements homogénes non-corrélés telle que
v(t) - vis) l_ﬂ%(Y) pour s € t. Si m%(Y) = X%(v) pour
tout ¥, nous disons qu'il existe une équivalence cau-
sale entre le signal regu et son innovation.

Dans le cas ol X est une fonction aléatoire conti-
nue en moyenne quadratique et markovienne au sens lar-
ge, nous donnons les conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu'elle satisfasse |'équation :
xtt = [T Fw xtwau+ [T e, ol F et 6
sont des fonctions & carrés sommables et B une fonc-
tion aléatoire & accroissements homogé&nes non-corré-
lés. Si en plus, dans |'expression du signal regu Y,
S(u) = H{u) X(u) ol H est une fonction bornée, alors
sous |'hypothése de |'équivalence causale entre Y et
v (I'hypothése qui est satisfaite dans la plupart des
cas d'application), nous démontrons que la projection
X(t) sur lg(Y) est obtenue par le procédé récursif de

Ka Iman—-Bucy.

SUMMARY

Given an arbitrary second order random function
Z = {Z(t), te [o,]]}, |e+3ﬂT(Z) denote the Hilbert
space generaled by the family of random variables Z(s),
s £ t. All the random processes considered here have
We consider the following communication model
The signal X is a second order random function, and
the received signal Y is a random function defined by
Y(t) = jQT S(u)du + W(+), where the fransmitted signal
S is a random function such that S(1) ¢ %T(X) for al-
most all t, and the noise W is a random function with
homogeneous uncorrelated increments such that
W - Wis) J &0, s < 1

Let §(u) be the projection of S(u) onto Jﬂum, de-
fined for almost all u.
sense Tnnovation of Y, defined by Wb = Y(t) - [ T8wau,

Then we prove that the wide-

is a random function with homogeneous uncorrelated in-
crements, such that v(t) - v(s) i_jé(Y), s g

that there is causal equivalence between the received

T. We say

signal and its innovation if ﬁ%(Y) = m%(v) for all +.
In the special case where X is a quadratic mear
continuous wide-sense Markov random function, we give
necessary and sufficient conditions that it satisfy
the equation : X() =f04r Fau xtwdu+ [F 6wasw,
where F and G are square integrable functions and B is
a random function with homogenecus uncorrelated incre-
ments. If,

tained with S(u) = H{u) X(u), for a bounded function

in addition, the received signal Y is ob-

H, then, under the condition of causal equivalence

between Y and v (that is satisfied in most cases of
application), we prove that the projection of X{(1)

onto 3§(Y) is obtained by the Kalman-Bucy recursive
method.
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| est bien connu que le modéle classique suivant

t +
<(+) =f Flu) X(wdu + f Glu) dB(w) (0
[0 [e]

+
Y(t) = j- H(u) X(uwdu + WD) (2)
[¢]

ol B et W sont deux mouvements browniens standards,
X comme solution de (1) est une f.a. markovienne
gaussienne, Y est une fonctionaléatoire gaussienne et
E{dB(t) dW(t)} = O pour T # T,
conduit aux équations résursives du filtre de Kalman-
Bucy (cf. [4]).
Dans ce travail, les conditions de validité des
équations récursives sont établies lorsque les fonc-
+ions aléatoires B, W, X et Y ne sont plus gaussiennes,
c'est-a3-dire lorsque B et W sont & accroissements ho-
mogénes non corrélés, telles que E{dB(f) dW(t)} = 0
pour + # t.
Le travail consiste en trois parties. Une premiére

Y

partie est consacrée & |'établissement des propositicms
nécessaires pour justifier les opérations effectuées
par la suite.

Un théoréme d'innovation au sens large (théoréme 1)
constitue le résulfat essentiel de la deuxiéme partie.
Sous |'hypothése de 1'équivalence causale, une équa-
tion différentielle stochastique au sens large es?t
établie (propositions 4 et 5) pour |'estimation du
signal utile lorsque celui-ci est une fonction aléa-
toire & innovation.

La derniére partie est consacrée au filtrage récur-
sif des fonctions aléatoires markoviennes au sens lar-
ge. D'abord les conditions nécessaires et suffisantes
pour qu'une fonctionaléatoire markovienne au sens large
satisfasse une équation différentietle stochastique au
sens large sont données. Finalement, sous |‘hypothése
de I'équivalence causale entre le signal regu et son
innovation les formules du filtre linéaire optimal de

Kalman-Bucy sont établies.

0. NOTATIONS ET CONVENTIONS

(2, @,P) est I'espace probabilisé, fixé une fois

pour toutes, sur lequel foutes les fonctions et varia-
bles aléatoires considérées ici seront définies.

Nous ne considérerons que des fonctions aléatoires
(f.a.) et des variables aléatoires (v.a.) & valeurs
réelles. Le param@tre temps prendra ses valeurs dans
T = [0,1]. Nous poserons LZ(T) pour L2(T, Br, ), ol
)
Lebesgue sur B, L2(9) pour L2(Q, G, P) et L2(T x @)
pour L2(T x @, %T ® G, » x P).

Si X =

JQJX) désignera le plus petit sous-espace hilbertien

T est la tribu borélienne de T et X la mesure de

{X(t), teT} est une f.a. du second ordre

11

de L2(Q) contenant les classes d'équivalence des v.a,
X(s), s ¢ t et nous écrirons [5(X) pour?ﬁ(x).

Une f.a. X = {X{+), t ¢ T} est dite mesurable si
elle est %T ® (@ - mesurable comme application de
T x Q dans R. Nous considérerons des f.a. mesurables
dont les AxP-classes d'équivalence appartiennent a
L2(T x Q). Quand nous écrirons X € L2(T x Q) pour une

f.a. X il sera sous-entendu que c'est sa classe d'é-

‘Juivalence qui appartient & L2(T x Q). Nous écrirons

de méme X € L2(Q) pour une v.a. X pour signifier que
c'est sa P - classe d'équivalence qui appartient &
L2 ().

Une f.a. X e L2(T x 9) est dite en escalier s'il

existe une partiftion 0 = T, < +1 < L.l < Tn = 1 de
[0, 1] et des v.a. Xo, Xy» wev, X _y dans L2(Q) telles
que
n-2
X(t)y= X x 1 () + x__, 1 (t) (0.1
o k[Tl A LA

ol ’A’ pour une partie A de [O, 1}, est la fonction
caractéristique de A.

Rappelons que pour tout X € LZ2(1 x Q) il existe une
suite {Xn, n» 1} de f.a. en escalier qui converge
vers X dans L2(T x @) ot que |'intégrale fo‘ X(H)dt,
comme intégrale de Lebesgue des trajectoires, défi-
nit une v.a. appartenant & L2(Q).

Une f.a. X & accroissements homogénes non~corrélés
est une f.a. du second ordre cenfrée & accroissements
non-corrélés telle que E[X(1) - X(s)]2 = |t ~ s| et

de valeur initiale nulle.

1. PRELIMINAIRES

PROPOSITION 1

Soient une f.a. X ¢ L2(T x Q) et {&, * ¢ T} une
famille croissante de sous~-espaces hilbertiens de
L2(a), (c'est-3-dire si T, <1, alors?GTlC ?%2>.
Soit Py la projection de L2(2) sur &,. Alors i1 existe

une f.a. X ¢ L2(T x Q) felle que X(1) = P, X(1) pour
presque tout *. "
Quand nous écrirons jg Pu X{u)du il sera sous-en-—

tendu qu'il s'agit de I'in-régralejgr X(u)du.
Démonstralion
(1) Soit Z e L2(2) et soit Y(1) = P.Z « ¥ Nous
avons pour ¢>0 et 6 > 0
EC[Y(t « &) - Y(t + §)]%} = (.n
= g2t + ] + E[Y2(t + )] - 2e[Y2(+ + m)]
oli n = inf (e, 8). En particulier, pour § = 0

EC[Y(+ + e) = Y(D]2} = E[Y2(+ + &)) - E[Y2(D)] 2 O
(1.2)

e[y2(t)] >0

est non-décroissante. D'autre part, F(1) < E(Z2). Donc

La relation (1.2) montre que F(t) =

I 'ensemble des points de discontinuité de F est dénom-

brable. La relation (1.1) montre que la limite & droife
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de Y(t) existe en m.q.. De méme, avec e et § négatifs,

on peut voir que la limite & gauche de Y(t+) existe en

m.q.. Posons
F(t+) = tim F(T+h) ,  F(t=) = lim F(t=h) ,
hyo hyo
Y{t+) = lim m.qg. Y(t+h), Y(t=) = lim m.qg. Y(+-h).
hio hvo
et a = Flo+), b = F(1-).
Soient :
. = inf {t : F(++) 2 a + j n"2 27N(b-a)}
noo.
Sn = {TJ, J=20,1, , n22" - 13} et
n n n
U, s, ={+ :k=0,1, ..., k =1} et + = 1.
J=1 k n K
Considérons la suite de f.a. {Yn(T), n 1}, défi-
nie par
_ n n n - _
Yn(T) = Y(Jrk+) pour Tk <T\<‘rk+], k=0, 1, ...,knl,

Y (o) = Y(o).
n n
Nous avons pour Tk <t g Tk+1
L FU) - R
POIY(H) = Y (D] > 0} ¢ T
n
FCt,, =) = FCtle)
s — K 2.
n
Dlod £ P{[Y(t=) = Y ()] > n '} < =.
n=1

Le temme de Borel-Cantelli
suite {Yn(T), n > 1} converge p.s. vers Y(t-) pour
N
tout t ¢ T. Posons Y(t) = I%m sup v (+). Alors Y est

une f.a. mesurable et appartient & L2(T x Q), car elle

implique donc que la

est la limite supérieure d'une suite de fonctions alé-

atoires mesurables et
ro 1
2 - 2 ©
fOE[Y?:(‘r)]de fo E(Z2)dt = E(Z2) < =,

N
Comme Y(1) = Y(t-) p.s. et que Y(+=) = Y(t) =
n
pour presque touf T, on a Y(+) = PTZ pour presque tout
4"
t. D'autre part, Y(f—)eJ&T pour tfout *t; donc Y(1) e ¥

't
pour tout t.

PTZ

(ii) Etant donnée une f.a. en escalier Z ¢ L2(Tx Q)
définie par
n-2
Z2{ty = 2 Z, 1 (t) + 2 i ) ,
et L T | =t T gt ]
v
comme dans la formule (0, 1). Soit Y  la f.a. corres-

k
pondant & la v.a. Zk’ construite comme ci-dessus a
partir de PTZk' Alors

n=2
) Yk(T) 1
k=0

- N
204y = (t)y + Y ()1 ()
[’rk,’rk+1[ n-1 [TM,T”]

définit une f.a. 2 dans L2(T x @) telle que
2(1) = PTZ(T) pour presque tout t et 2(1) « H; pour
tout t.

(ii1) Etant donnée une f.a. X € LZ(T x ), soi+t

{Xn, n > 1} une suite de f.a. en escalier qui converge

12

vers X dans L%(T x Q). Soit, d'autre part, {%n, n

la suite de f.a. dans L2(T x Q) telles que
-~ ~ <,
XH(T) = PTXH(T) pour presque tout t et Xn(T) € EST
pour tout T, construites & partir des Xn comme dans |a
partie (ii) ci-dessus. Comme {Xn, n > 1} est une suite
de Cauchy dans L2(T x @) il en est de méme de
X, nz
rn

T i

- - % (912 - 372
~£ Efx () - X (h]2t < "C E[x (0 - x (1)]2d1.

1}, car

Par conséquent {in, n » 1} converge dans L2(T x Q).
Soit X un éiément de la classe d'équivalence de |a

limite de [in, n % 1} dans L2(T x Q). Remarquons que

lim f Efx(t - x (17]2dt = 0.

n»e "o

Donc la suite de fonctions {E[X(T) - Xn(T)]Z, n %1}
converge en mesure (de Lebesgue) vers 0 et par consé-
gquent il existe une sous-suite {E[X(T)—Xnk(f)]2’ kz1}
qui converge vers 0 pour presque tout t ; c'est-a-dire
qu'il existe une sous-suite {Xnk(T), k » 1} qui con-
verge en m.q. vers X({(t) pour presque tout f. Nous a-

vons donc

P+X(T)

lim m.qg. PTXn () =
n-reo K
pour presque tout t. Comme, d'autre part,

1
lim f E[R(T) - R ()]2dt = 0
n
k> "o k
il existe de méme une sous-suite {ink_(T), J 2 1} qui
converge en m.g. vers R pour presque fout t. Mais
ink_(f) = PT Xny . (1) pour presque fout f. Par consé-
J, &
quent X(1) = P.X(+) pour presque tout t.
PROPOSITION 2

Soient X € L2(T x @), ¥ un sous-espace hilbertien
de L2(Q) ef P le projecteur de L2(Q) surdl. Alors il

existe une f.a. X ¢ L2(T x Q) telle que X(1) = PX(1)
pour presque tout T et que
+ T

P .[ X{u)du = /ﬁ X(u)du p.s. (1.3)

(o] o
pour tout f.

Chaque fois que nous écrirons /;T PX(u)du il sera
sous—entendu qu'ii s'agit de |'intégrale jéf X(u)du.

Démenstration

Soit encore {Xn, n > 1} une f.a. en escalier qui
converge vers X dans L2(T x Q). Posons Xn(f) = PXn(T)
et soit X un éiément de la classe d'équivalence de la
1}. Soit,

comme dans la démonstration de la proposition 1,

limite dans L2(T x 2) de la suite {X_, n »

{Xnk(f), k 3 1} une sous-suite qui converge en m.q.
vers X(1) pour presque tout t. Alors nous avons
Fim m.q. in (t) = X(t)

n-»eo 3

pour presque tout t. Donc X(t) = PX(T) pour presque
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tout t. D'autre part, comme
T T
[im m.q. ‘f X (u)du = .[ X(u)du et
1o o o
t T
lim m.q. ‘[ X (u)du = J[ X{ul)du nous avons
n->c0 (o) n

o
T T
jA X{(u)du m.q. /. Xn(u)du
° ©

= |lim
n-ro
t +
- lim m.q. Pf X_(udu = P/ X(u)du.
n-re [e] (o]

PROPOSITION 3

Soient X € L2(T x Q) et Y ¢ L2(R). Alors
E[YX(H)] ¢ L2(T) et

;
E[Y[ X(wdu] =
Q

Démonstration

+

f E[rx(w]du.

[¢]

1.4

Il est évident que YX(.) est mesurabie et comme
{e[Yx(1]12 < E(Y?) E[X2(N)]
on a E[YX(1)] € L2(T).

ion {1.4)Ycst vraiepour toute f.a. enescalier

On peut facilement vérifier que

2{Tx Q). Pourune f.a. X eL2(Tx Q) arbitrairesoit

—

{X_, n>1} une suiteds f.a.en escalierqui converge

vers X dans L2(Tx Q). D'aprés |'inégalité
1

. §

J Yo - x (] Rous £02) [ B - X (w}2hau,
o o

E[YX, ()] converge vers E[yx(+)] dans L2(T). Par suite

5
[ E[YX(w]du.
(o]

N
i [ E[YX (0] du

n¥e 0O

comme d'autre part,

t
E[Yf X{uwdu] ,
o

N
lim E[Y f X_(u)du
n-roo [ (o] n ]

on a |'égalité (1.4).

Dans ce qui suit, nous ne considérerons plus que
des fonctions aléatoires centrées.

DEFINITION_1

Soit GKT’ T ¢ T} une famille croissante de sous-es~
paces hilbertiens de L2(Q). Une f.a. du second ordre
X = {X{1t), t € T} est appelée une {X%} - martingale ou
une martingale au sens large par rapport & la famille
@y TeThsi¥Ee T X(h) e %Jr
X(H) = X(s) | %,

Remarquer qu'une martingale au sens large est aussi

et si pour s < T

une f.a. & accroissements non-corrélés.

DEFINITION 2

Une f.a. du second ordre X = {X(t), + ¢ T}, conti-
nue en m.q. est appelée une f.a. & innovation s'il
existe
(1) une @6, 003 - martingale v = {v(t), t € T},
(i) une f.a. Z ¢ L2(T x Q) felle que Z(t) ¢ JCT<><>
pour presque fout t €T,

13

telles que
+

xcty = vt e [ zna (1.5)
o
Nous appel lerons v |'innovation de X.
REMARQUE 1

Noter que la condition : Z(1) € m%(X) pour presque
tout t,dans la définition 2,implique que
[jZ(u)du ¢ %00, En effet, soit Y ¢ L2(2) une v.a.
Tellg que Y l_W%(X).Nous aQonsd'aprés laproposition3

t + ‘
E[Y f Z(udu] = f E[YZ(u)]du.
o O

Comme on a E[YZ(u)]

0 pour presque tout u, on obtient

Y | AT Z(u)du. Par conséquent

t L
f Z(wdu e [%, 004] - 3G+<x>.
[e)

Dans la définition 2,j£+ Z{u)du définit une f.a.

continue en m.q.. Par conséquent, puisque X est conti-

nue en m.q., v est une f.a. & accroissements non-corré-
X (o).

1és et continue en m.q. telle que v(o)
REMARQUE 3

X(1+) vi) + /. Z'(uwdu
o

est une autre représentation de X ol v' et Z' satis-
font les mémes conditions que v et Z dans la définifion
2, alors on peut démontrer (cf. [5]) que Z(t) = Z'(+)
p.s. pour presque tout t et que v et v' cofncident
p.s. Par conséquent, si une f.a. X posséde la repré-
sentation (1.5) conformément aux conditions de la dé-

finition 2 cette représentation est unique.

2. CANAL DE COMMUNICATION ET PROBLEME DE FILTRAGE

Nous allons considérer ici

le modéle suivant con-
cernant la génération du signal utile, le signal trans
mis et le signal regu.

(i) Le signal utile est du type
t
(M xh = [ zau s N
G

avec | 'hypothése

X = {X{(t), + ¢ T} est
dont 1'innovation est N
définition 2).

(ii) Le signal tfransmis S

une f.a. continue en m.q.
= {N(t), T €T}, (cf. la
= {S(H), t ¢ T} est une

f.a. satisfaisant & la condition
S(t) ¢ Xﬁ(X) pour presque tout Tt e¢ T et
S e L2(T x Q).

(i11i) Le signal regu est du type

c

= ol

+
(I1) Y () ~/ Stuidu + W)
e}

C le bruit, est une f.a. a

3 W= {W(t), t ¢T},
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accroissements homogénes non-corrélés telle que
Wit = wis) | %00 pour s <t

Nous ferons en plus |'hypoth&se suivante :

Cy NCE) = N(s) | # () pour s < 1.
Nous désignerons par (I, II } le modéle ci-dessus.
THEOREME 1
Soit PT le projecteur de L2(Q) sur ;%T(Y)' Alors

la foa. v = {v(+), t ¢ T} définie par

+
v(t) = Y({t) - _[ Pu S(u) du (2.1)
o

est une {H%(Y)} - martingale de méme covariance que W.
Démonstration
() v e B_on
Clest la conséquence immédiate de la relation
/;T P fuwdu e x%(Y) que |'on démontre par un argu-
ment identique & celui qui a été utilisé dans la re-
marque 1.
(i) vt - vis) | B (1) pour s ¢ 1 :

De (II) et (2.1) nous obtenons
+
vit) = W) + / [5(w - P s(uw]du (2.2)
° u

et d'aprés la proposition 2 et |'hypothése Hy nous

voyons gue :

+
P -vis)] PS[W(T)-—W(S)]+/SPS[S(U)—PUS(U)]du

N
P [H(H-W(s)] + /s [P_SCw-P_Stw]du=0

Donc v est une {ﬂ%(Y)} - martingale.
(i111) Pour démontrer que v et W ont |a méme cova-

riance, il suffit de montrer que E[v2(1)] = E[W2(D].

Posons
t b t
/A S(u)du ~ jn PU S(u)du = /- S(u)du
o (o) o)
et soit {0 =1 <+ < ... < Tﬂ =+, n3 1} une
o 1 n
suite de partitions de plus en plus fines de Ejgﬂ
telle que !im max (" -+ = 0. Comme v est 3
o K k+1 k

accroissements non-corréiés et v(o) = 0, on a

n-1
E[v(D]2 = E[Z & vt} H]2
k=0

= X E{[Av(TE )]2} (2.3)
k=0

v(4!

N n _
ol Av('rk ) = ke 1

) - v(TE ). E[b(f)]z étant indépen-

dant de n, il est égal a la limite du dernier membre
de (2.3) qui, d'aprés (2.2), peut s'écrire comme
n-1 n-1 thot
Z efawct} 0]2+2 T Efawt] ] S(u)du]
= k n
k=0 k=0 +
K
n-1 Thel _
+ X E(f S(uydw? (2.4)
n
k=0 T
K
ol AW(Tkn ) = w<+;+1) - W(“l‘; ). D'une part,

n-1 n-1

T oElowct )2 < €] B oance )7 = E[wrn]

k=0 k=0 ’

d'autre part,
n n

n-1 T n-1 +
kel ke 1

e [ swanz < poal 4l [ T es
n kel 'Kk n

K=o t, k=o 1

—+

n n -
- 2
< mix SR %; E[5%(uw) ] du.

Comme S LZ(Tx Q) nous voyons que la derniére somme

dans (2.4) tend vers o. L'inégalité
n

n-l n Tt

D> ECaw(t, ) fn S(u)du)]?

k=0 TK

A

n
n~1 n n-1 *k*] _
)3 E[AW(TK ]2 X E(/n S(urdu)?
k=0 k=0 +
k

montre que la deuxiéme somme dans (2.4) tend aussi
vers o. Par conséquent E[vZ(1)] = E[W2()].

REMARQUE 4

Le théoréme précédent exprime le fait que Y est une
f.a. & innovation dont |'innovation v est une f.a. &
accroissements homogénes non-corrélés.

L'énoncé du théoréme 1

reste valable dans le cas ol
S ¢ L2(T,Q), centrée ou non, est définie indépendam-
ment de X, et ol W est une f.a. centréed accroissements
non-corrélés quelconque telle que W(o) = 0 et pour
s <t W(t) - W(s) est orthogonal & |'espace de Hil=-
bert engendré par {jgu S(v)dv, u < s}.

PROPOSITION 4

Sous les conditions C1 El C4, la f.a. M= {M(t), teT}
définie par

+

P.X(+) - ‘[ P Z(u)du
T o u

M(t) = (2.5)

ol P, est le projecteur de L2(Q) sur JGT(Y) est une
QET(Y)} - martingale.

Démonstration

Par application de la proposition 3, comme dans fa
remarque 1, on peut démontrer que jnguZ(u)du € ﬂ%(Y).

D'autre part, nous avons

+
P [McH) - us)] = P_[PX(D) - P X(s) -fs P Z(wdd]

et & |'aide de la proposition 2, nous obtenons

+
P M) - M()] = PX() = P X(s) —fs P.Z(u)du

H

+
P Xt - x(s) - f Z(u)du]
S

= P_[N(H) = N(s)].
< S -
Mais comme J%(Y)<: ﬂ%(x,W) nous avons, d'aprés la
condition C,, P_[NCH) - N(s)] = 0.
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Dans ce qui suit, nous considérons |'hypothése sui-
vante :

(35 ‘%T(Y) = 3’%(\)) pout tout * €T,

que nous appelons |'hypothése d'équivalence causale
entre le signal regu et son innovation.
PROPOSITION 5

Sous les conditions C] a CS’

le M de la proposition 4 est représentée par

la {X#(Y)} - martinga-

M(t) = /J-K(u) dv(u) (2.6)
o
od K e L2(T).
Démonstration
La condition 05 entrafne que tout &lément de X%(Y)

peut &tre représenté par /;T fwdvluw), ot f ¢ L2(T).
En particulier, on peut écrire :
T

J( g(t,u)dv(ul.
o

M)

Comme, d'aprés la proposition 4, M(t) - M(s) l‘v(u)
pour u ¢ s ¢ T, nous avons

u

E{ [M(T)-Mis)]vlw) = f
¢}

Par conséquent, g(t,v) = g(s,v) pour presque tout v u.
En particulier, g(1,v) =g(s,v) pour presque tout
v<s <,
Donc, on peut prendre g(s,v)=g(1,v) = K(v) pour tout
s €T.

La proposition suivante, que nous donnons ici sans
démonstration, montre que dans le plupart des cas d'ap-

plication |'hypothése C. est satisfaite. (Voir [5]

pour ia démonsfrafion).5
PROPOSITION_6
L'hypothése 05 de |'équivalence causale entre le
signal reqgu Y et son innovation v est satisfaite au
moins dans les deux cas suivants :
(i) W est un mouvement brownien et Y est une f.a.
gaussienne.
(i) E[W(T) jgs S(u)du] = 0 quels que soient t et s.
En particulier, cette condition est satisfaite si X

et W sont non-corrélés.

3. FILTRAGE RECURSIF DES FONCTIONS ALEATOIRES
MARKOV |ENNES AU SENS LARGE

Nous allons étudier dans ce paragraphe le probléme

de 1'estimation linéaire d'une f.a. markovienne au

sens large admettant une innovation et qui est obser-

vée & travers un canal additif bruité du type II.
Rappelons qu'une f.a. du second ordre est marko-

vienne au sens large si et seulement si sa covariance

K satisfait a

K(t,u0) = K(t,8) K '(s,5) K(s,u)

pour u

(3.1)

€ s ¢ t, ol |'on convient de poser

15

OK(T,s)

1

K(t,s) K '(s,s) = 0 si K(s,s) = 0 (cf. [2]).

La proposition suivante fournit une caractérisation
des f.a. markoviennes au sens large et & innovation.

PROPOSITION_7

Soit X € L2(T x ) une f.a. continue en m.q. et de
covariance K et désignons par KIO(T’S) la dérivée
s Alors les trois propositions a, b et ¢ sui-
vantes sont équivalentes,

a) X est markovienne au sens large, X(o) 0 et K
satisfait aux conditions ci-dessous :
(1)
(i) Kyl Klh,1) ¢ L2, .

K(t+,s) est absolument continu en + pour t3zs,

(iii) K(+,1T) est absolument continu.

b) X(1)

t t
j~ F(u) X(uddu + j‘ G(u) dB(u) p.s.
e} o

ol B = {B(t), T ¢ T} est une f.a. & accroissements ho-
mogénes non-corrélés, F e L2(T), G ¢ L2(T) et G » O.

c) B, F et G étant comme dans b)

T

x(th = ot [ @7 (s) 6ts)aBls) p.s
(e}

ol +

®(t) = exp { F(u)du}.
J,

Pour la démonstration de cette proposition voir [3]
et aussi [1] et [6].

Considérons maintenant le mod&le suivant que nous
désignerons par (III, IV).

Le signal utile X € L2(T x Q) est une f.a. marko-
vienne au sens large, continue en m.q., satisfaisant
a I'éguation

-+ t

/. F(u) X(u)du + J[ G(u) dB(uw)
o o]

(I1)  X{(t)
et le signal regu est donné par

t
(Ivy Y = / H(w) X(uddu + W(t)
o}

N

ol
F, G ¢ L2(T), H est une fonction certaine By -
mesurable et bornée; B et W sont & accroisse-

C6 ments homogénes non-correlés et telles que,

pour s t,
B(H) ~ Bls) [ & et win) - wis) | ¥ By,
Remarquons que le modéle ci-dessus est un cas par-

ticulier du modéle (I, 1II ) obtenu pour

+
N(t) = .f G{u) dB(u) et S(t) = H(T) X(1)

o
et que si les conditions C6 sont satisfaites, il en
est de méme de C1 a 04. Par conséquent, le théoréme 1

et les propositions 4 et 5 sont valables pour le mo-
déle (IIX, IV). Notons aussi que 1'innovation de Y est

définie par
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t valence causale pour le modéie (III,IV ) est satis~
v(t) = Y _]{ H(uw) PUX(u)du (3.2)
o

faite dans les deux cas suivants
oll Pu est le projecteur de L2(0) sur }%(Y). Remar- () (B,W) = {(B(1), W), + « T} constitue une

. S . f.a. gaussienne & valeurs dans IR?. (Dans ce cas -
quons enfin que dans les conditions ci~dessus g @ N B et

b g W sont des mouvements browniens).
A
E[B(T) W(s)] =“[ Clu)du (3.3) (ii) B et W sont non-corrélés.
o)

Mais nous pouvons conjecturer, dés maintenant, que

o [C(+)] < 1 pour presque tout t.
" h

THEQREME 2 causale est automatiquement satisfaite. Cetfte question

Sous les conditions C6 du modéle (III, IV) et |'hy-

pour le mod&le (III,IV ) I'hypothése de |'équivalence

sera dtudige en détail dans le travail [3].
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comme

t

Wt . +
Xt = [ [Fa-kwHw] kwdu+ [ stwdsw - [ kwanw.
[&] ] o]

D'aprés la proposition 7, nous avons
v T T
X(t) = W(T)Jf ¥ {(welu)dB{u) - Y(T)]ﬂ ¥ (w)K(u)dWlu)
o o

ol

+
Y(t) = exp {f [Fu) - K(w) H(w]du}.
e]
Par conséquent,
T
P(1) =\y2<+)f v=2(w) [62(u) + K2(u) = 2 K(WG(WwC(w]du
[e]

Donc

93(%—)— = 2[F()=KHOHDTPH+G2(1)+K2 () -2K(T)G(+)C (1)
(3.7)

avec P(o) = 0, La fonction K est telle que P{t) est
minimal pour fout t. Un calcul variationnel sur ['in-
tégrale du second membre de (3.7) conduit & (3.5) et
en remplagant K par le second membre de (3.5) dans
(3.7) on obtient (3.6).

D'aprés la proposition 6, |'hypothése Cg de ['équi-
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