QUATRIEME COLLOQUE SUR LE 54/4\/
TRAITEMENT DU SIGNAL ET SES APPLICATIONS

Nice 7 au 12 mai 1973

COMPLEMENTS A LA THEORIE
DE WIENER KOLMOGOROFF,

par Paul KREE
Département de Mathématiques

Université de Paris 6

RESUME

Formulation de la théorie de l'estimation en termes de
processus généralisds. Application 3 la prédiction de processus
non markoviens, 3 la construction de champs markoviens, et 3

1l'estimation de ces champs.

SUMMARY

Estimation theory for generalized stochastie processes.
Applications : prediction of non markovian processes,

construction and estimation of markovian fields.
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Compléments 3 la théorie de Wiener Kolmogoroff.

Paul KREE

Dans notre précédent exposé [1\ﬁé ce colloque, nous avions

indiqué comment la théorie des processus linéaires et des

probabilités cylindfiques permet d'interpréter les problémes

de statistiques relatifs 3 des processus, comme des problémes

~

de statistiques relatifs 3 une famille infinie de v.a. Le

vocabulaire &tant le suivant

statistique usuelle

statistigue des processus

-
donnée X de n variables Xl"'xn

loi conjointe des n variables

. as n, .
(sur un espace euclidien E )

donnée d'un échantillon x PeeX

1

Décomposition de X suivant les

composantes principales

analyse discriminante
(test d'homogénédité)

‘probabilité cylindrique

donnée d'un processus_(Xt,teR)

(sur un espace de Hilbert)

donnée d'une trajectoire
| X. b'ii.&f)

décomposition de Karhu.nen

Loeve du processus

détection d'un signal

Cette facon de procéder conduit 3 l'utilisation de nombreuses

méthodes mathématiques, dont certaines d'ailleurs ont déj3 été

appliquées dans d'autres techniques.:

espaces de Sobolev, méthode de G%lerkin,.théorie des noyaux

- reproduisants, formes quadrétiqueg sur des espaces de Hilbert,..

Ce point de vue commence a faire 1'4bjet de travaux théoriques

trés récents en traitement du signal) mécanique statistique, et

théorie des champs : voir par exempléxleS‘réfébences {3}, Eu&.
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De plus, du point de vue numérique, &tant donné qu'un ordinateur
ne peut tralter que des ensembles finls de nombres, les
théordmes d'existence et d'unicité (que la théorie permet
éventuellement de prouver en dimension infinie) n'ont d'intérét
pratique que si la théorie permet de construire des procédures
efficaces d'approximation numérique des solutions, ces procé-
dures permettant de se ramener 3 des situations connues en
statistique. Ceci nous a conduits 3 faire le point de toutes
ces technigues pratiques d'analyse des données : voir [21. I1
reste naturellement 3 faire la jonction entre ces nouvelles
théories et les applications pratiques. Nous voudrions donner
dans cet exposé & propos des problémes d'estimation un apercu
de ce point de vue en montrant les limites et les insuffisances

de la théorie classique.

§1 - LES DONNEES DU PROBLEME.

On rappelle d'abord le principe heuristique de la théorie de
Wiener-Kolmogoroff et quelques notations de la théorie des
processus linfaires. On montre (en utilisant un exemple)

comment se pose le probléme de l'approximation lindaire optimale.
Soit (0. ,33,P) un espace probabilisé et soit LQ(IL) 1l'espace de
Hilbert réel des variables aléatoires (v.a.) du second ordre.
Soit T une partie de R" et soit a un point de Rr" disjoint de T.
Soit (Xu)ué.Rn un champ stochastique continu du second ordre
sur R*, supposé observé sur T, et qu'on cherche i estimer au
point a. On suppose connue la fonction de cohérence R (ou

d'autocorrélation) du processus

LRt LR

®
(1)
(t 3 £') > R(t,t")= %(tht,)

On cherche un opérateur linéaire d'estimation Ej , défini sur un
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espace vectoriel topologique F de fonctions f définies sur T, 3
valeurs dans R ; E, étant défini par une "fonction" Xy définie

sur T de la manidre suivante

(2)

Fo— = E f = Ko (tlult)dt
. TtaT

En pratique, f est une trajectoire du processus X restreint 3
T : f est done un &lément aléatoire de F. Il en résulte cue Eof

est un nombre aléatoire ; et par conséquent, on a une v.a.

Y 7
[ S — - - X (“-r“ )X (e)dg )
' Jpetr ° ©

On .cherche KO de fagon que cette v.a. soit la projection
orthogonale de Xé sur 1'adhérence du sous-espace de L2(41)

engendré par les v.a. Xt » t décrivant T. D'od 1'équation
. - ¢ |

(3) wer , &) = Foxx)

D'odt 1'équation.de Wiener¥Hopf (o 1'inconnue est KO)

-
(u) ¥teT -; KO(Q)R(e,t)de = R(a,t)
“@9eT )

Une étude théorique supplémentaire est nécessaire pour
déterminer le degré d'irrégularité de la "fonction" Kqye L'équa-
tion (4) est résolue et discutée dans des cas trds simples

seulement, par exemple :

-

(5) n=1, T=R , a>0, R(t,t') = R(t~-t'), la fonction

u — R(u) ayant une transformée de Fourier rationnelle.

Plus particuliérement :
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(8) R{t,£') = A expl—~ # 't-t'.) - K(t) = e 2

3ot

On veut &tendre ces résultats en utilisant la théorie des
processus linéaires et des probabilités cylindriques, thdorie
dont on rappelle briévement le formalisme. Cette théorie est
par rapport 3 la théorie des processus stochastiques, ce qu'est
la théorie des distributions par rapport & la théorie des
fonctlons. Et de méme que la théorie des distributions est trés
utile en physique déterministe, la théorie des probabilités.
cylindriques et des processus linéaires est trds utile dans

1'4tude des phénoménes aléatoires,

(7) Processus linéaires.

Un processus linéaire R de type 2 basé sur l'espace U est une
. . s g s . ' 2

application linéaire continue R de U dans L (fL) : alors qu'un

processus linéaire R basé sur 1l'espace vectoriel U serait seu-

lement une application linéaire R de U dans 125y,

Soit V un autre espace et soit (A) = (D(A),A) un opérateur
lindaire non nécessairement continu (n.n.c.) de V dans U dont le

domaine D(A) est dense dans V. Si l'application lindaire

D(A) _ ~ L2(s)
v — > R(A(V))

se prolonge par continuité en une application lindaire continue
Vv > Lz(jl), le prolongement RA de R- A = RA est appelé
composé du processus lindaire R avec 1l'application (A). La
transformée de Fourier (T.F.) R du processus lindaire R est par

définition l'application

U -+ ¢C
N - R
u > R(u) = Hexp(-iR(u)) .
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De ces définitions, il résulte cue si R est composable avec (A),
la T.F. du processus RA est le prolongement continu 3 V de

l'application v . - R(AV).

(8) Exemples généraux de processus linéaires.

a) 51 U est de dimension finle, 11 existe une v.a. X du second
ordre . - = U* telle que R(u) = (X,u) pour tout u de U, Donec
R est la T.F. de la loi de X , et par conséquent, R est une
fonction définie positive.

b) Si U est de dimension cuelconaue, notons (Ui)izil la famille
des sous-e.v. de dimension finie de U et pour tout i, notons Ri
la restriction de R & U, Soit X un espace en dualité séparante
avec U, X &tant muni de la topologie < (X,d). On peut identi-

fier U: 3 X/Uz , ol Ui désigne le polaire de Ui' Vu a), sur
o
i o_ .0
Ui:tUj (i et §€1), on en déduit Ui;‘;Uj 3 d'ol une surjection
Ve

tout quotient X/U; , on a une loi de probabilité m, . 8i l'on a

s,. :'X/U? — X/U?. Comme R, = ﬁl\U. ,onam, = s,,(m,),
1] J 1 L J 1 S 13 3

d'oll un systéme projectif (mi). ‘de lois de probabilité sur

€
le systéme projectif X/Uz d'es;acis vectoriels. Un tel systéme
est une probabilité eylindrique sur X. On appelle vraie proba-
bilité sur X une mesure de probabilité sur la tribu borélienne
de X : une telle probabilité définit naturellement une probabi-
1ité eylindrigue sur X.
¢) De la méme maniére que les opérations sur les distributions
se définissent par transposition des opérations linéaires entre
espaces de fonction d'épreuve, on peut définir naturellement
les opérations sur les probabilités cvlindrigues par transposi-
tion des opérations sur les processus linéaires. Par exemple,
si (A) est un opérateur linéaire V — U tel que RA est défini,
et si (A)' est le transposé sur X associée au processus
linéaire R, comme étant la probabilité cylindrique sur Y,

associée au processus linéaire RA,
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A
~d) La T.F. R d'un processus linéaire R basé sur U est telle que
FAS .
pour tout i€T, R\Ui est continue, définie positive égale 3 1 &
~
1'origine. On peut montrer la réciprogue (pour R donné 3 priori,.

[ =

R n'est défini qu'd une isonomie prés). Par exemple, on notera
processus gaussien canonigue sur un espace de Hilbert, tout

processus de T.F. u > exp (- %~“u\€).

(3) Vecteur moyen et opérateur de corrélation d'un processus

linéaire de type 2.

Soit R un processus linéaire de type 2 basé sur l'espace U. Soit
0' le dual fort de U. Alors la moyenne R du processus linéaire R
basé sur U est 1'81ément de U' associé 3 la forme linéaire

u —s» £ (Ru), définie sur U. L'opérateur de corrélation

C. = Corr (R) du processus lindaire R est l&opérateur lindaire

R
continu de U dans U' tel que :

(10) Yuy,u,€ U (CRU1 ; u2) = céiﬁRul)(RuQ)l

Notons que C_ est un opérateur symétrique positif. Dans

R .
1'ensemble des opérateurs lindaires continus symétriques positifs

de U dans U', on note &£ la relation d'ordre naturel :
(11) . D& C &> WYuel (Du,u) < (Cu,u)

Notons que si le processus R basé sur U est composable avec
1'opérateur n.n.c. (A) de V dans U de domaire dense dans Y,
alors l'application bilinéaire :

(12) D(A)x D(A) — R

‘(v:L s v’2) — %BRAvl)(RAVQ)l = (CRAvl . Av2)

se prolonge par continuité en une application bilinéaire
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continue définie sur V. Ceci entraine que A’ CRA est défini, et

que Corr (RA) prolonge A' CoA.

(13) Donnée simultanée de deux processus -linéaires de type 2.

Soient R : U —» LQ(JL) et S : V — LQ(JI) deux processus
linéaires de type 2 basés sur les espaces U et V. Soit T le
processus linéaire de type 2 basé sur W = U @ V tel que

T(u & v)

R(u) + S(v) quel que soit w = u ® v W, On écrit
encore T = R & 8, Alors CT : W —» W' est associé 3 la forme
bilinéaire

Wy s W, e (C,rw1 . w2) = ¢ [(Rul-t-Svl)(RgQ-!-sz)]

En écrivant ce dernier terme comme une somme de quatre espé-

rances, on voit que C, admet la décomposition par blocs :

T

SR

' CR CRS
(14) QT = . .
SR s
¢ : ' = "E
avec Cp. : V — U' tel que (CRS vy s u2) (lRuz}(Svl)]
- L] -
et C_, :U — V' tel que (CSR u s v2) = %[(Rul)(SVz)l |

(15) Un exemple heuristique.

¢

Les physiciens sont bien habitués 3 l'emploi de l'espace de
Hilbert des "fonctions" de carré sommable. Par.coﬁséquent, on
pourrait croire qu'on peut systématiquement représenter le
processus (Xt) t défini sur la partie T de R" par le processus
linéaire ‘

2 2

LY(T) —= L7°(1) \
P o g X @(D)at

1411
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1l'opérateur de corrélation &tant alors l'opérateur intégral de
LQ(T) dont le novau est la fonction R{t,t'). Or, si l'on faisait
ainsi, on obtiendrait un opérateur de corrélation non inversible,
ce oui est trds gdnant en prédiction. Par conséquent, on doit
donc représenter les processus stochastiques donnés par des
processus linéaires basés sur des espaces nlus généraux que
LQ(T). Ces espaces sont les espaces de Sobolev. Une définition
&laborée de ces espaces fait intervenir la théorie mathématique
de l'interpolation des applications linéaires : voir 271. Mais
en fait, on peut dé&finir directement ces espaces de la maniére

. . z ,r N‘
suivante (voir exposé dans g83).

Pour tout nombre réel « , on pose

T 12

4 o \
HX(R™M =1’distributions T ¢ %(l+§u; );T(u).Qdu s

De plus, si T est un ouvert de Rn, on définit H “(T) comme

l'ensemble des restrictions 3 T des distributions de H ‘(Rn). Si
)

F est un fermé de R, on définit Hd'(F) comme étant 1'ensemble

des distributions T de HO((RH) qui sont portées par le fermé F.

Pour tout entier n, et tout s réel, on nocte Gg(xl,...,xn) la

distribution (de Bessel) ayant pour transformée de Fourier

(l+ﬁ,2 -3/2 2)—8/2

2
n
g Feent n)

= (1+ far)
Par exemple, pour n=1, on a Gl(x) = 2—1 exp (—!x%). Soit L un
processus gaussien canonique basé sur LQ(R). Par filtrage de L 3

travers un filtre de réponse impulsionnelle G on obtient un

4 2
4

processus X _ sur R qul peut @tre représenté par le processus

M o= L(Giﬁ)basé sur H_l(IR) :
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. o ox A
u ‘1 i‘b'< : s > f’. W A
(18 ~ S Ao~
) . _ = _,{3. X S EA L
T Loy § s
“" '\"1; - . - L ..;‘1\‘5 - i .

On a CM = (Gfg(ld)(Gfg)z GQx.Dans le probléme (6), on observe
(Xt)t sur R_, et 1'on cherche une estimation de Xa(&f), avec

a0, On introduit donc :

. les opérateurs de restriction

1.

Ll K L, - R |
HAR) -

> H(R ) et H(R) -~ R
u —>u wh u « > ufa)

. les transposées de ry et r, gui sont les injections canoniques

de U = H—l(R_) {(distribution de H—l(R) portées parrRu) et de
V=R Ba dans H_I(R)

. les processus R = Mil et S = Mi2 , T =R & S,
Finalement on a le schéma :
(17) Se
(> L R = Ay
-~ T Q I'e Q /(' T i
Co=2d ] Chs Gyy) U =B Tyor
. - ~— . A=
Bt e Seweo AT ke
= - - L o -
' STy AR VaRG,
2
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Notons que CT :UBV —> U & V' est 1'isomorphisme coercif
v s (G av) ® v{a]).

§2 - APPROXIMATION LINEAIRE OPTIMALE.

(18) Le probléme de 1'approximation linéaire optimale.

Soit T = R oS un processus linéaire de type 2 basd sur W = U & v
Pour tdut (A) : V «» U tel que RA soit défini, on pose

e(A) = RA-S. Je dirai que e(A) est 1l'erreur d'approximation de s
en fonction de R, relétif d 1'opérateur d'approximation (A). Je
cherche une classe (CL) aﬁssi grande que possible de tels

opérateurs, et je cherche (Ao)€ (Qy, tels que
(19) ¥(a)e () corr e(Ao)-@ Corr e(A)

Notons que e(A) est le processus lindaire de type 2 basé sur V
obtenu en composant T = R @ S avec 1l'opérateur linéaire
() - 14 :V —>U® V.

(20) Wous introduigons 1'opérateur linéaire '

(Ao) = (D(Ao),Ao) : Vo> U (défini si C_ est injectif) et tel

R
~ que

.-1 R
CR v) si vc—:D(AO).

(21) D(A_) ={vev, CRSveImcR}, (on‘:
Une solution au probléme (3) est donnée par la

(22) Proposition. Soient R et S deux processus lindaires de

type 2, basé respectivement sur les e.v. n. réels U et V,
(23) On suppose que Cqp est injectif et que D(Ao) est dense dans

V. Soit ((Q.) 1l'ensemble des opérateurs linéaires n.n.b.
(A) = (D(A),A) de V dans U tels que : (i) D(Ao) ND(A) est dense
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dans V et (ii) RA se prolonge par continuité en un processus

lindaire RA de type 2 basé sur V.

a) Alors (Ao)e (L) et (Ao) est un opérateur d'approximation

lindaire optimale de S en fonction de R :
(24) va) e (Qy, cdrr(s~RAo)<z Corr(S-RA).

b) Tout autre opérateur d'approximation lindaire optimale (Al)

de S en fonction de R, coincide avec Ao sur D(Al)nD(Ao).

¢) On a 1la caractérisation suivante (par moindres carrés) de
on, pour v donné dans V. La forme quadratique

u — (CT(u ®-v), u ®-v) atteint son minimum (unique) au point
A v, ‘ ‘

o

(25) Remarqﬁes sur les hypothéses (7)

L'hypothése "C, injectif" n'est guére restrictive.

R
Ltexemple cité dans 1'introduction de [9] montre qu'une

hypothése du genre "D(Ao) dense dans V" est nécessaire.

(25) Propriétés de 1'approximation linéaire optimalé :

-1 -1 -1
a) c.o ¢ =C.- C ®C.o Co. .
R "R,8, @S, "R RS, R RS,

b) si Rl et R2 sont non éorrélés, on a
oot c cle e ctc

R, ® R, R, 8RS "R RS Ry RS

¢c) Soit Ul un e.v.n. et soit « : U —» U1

injectif et surjectif tel que R1 = R soit défini. Si l'on

peut apprdcher de fagon optimale S8 3 1l'aide de R, alors on peut

un opérateur n.n.b.,
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aussi approcher de fagon optimale & & l'aide de Rl (mais parfois
la deuxidme approximation optimale peut exister sans gue la

premiére existe).

§3 - APPLICATION A L'ESTIMATION LINEAIRE OPTIVMALE DES
TRAJECTOIRES D'UN PROCESSUS,

Soient X et Y deux e.v. en dualité avec U et V respectivement ;
¥ et Y sont munis des topologies faibles associées 3 ces

dualités.

(26) Le probidme de 1'estimation linéaire optimale s'énonce

ainsi

[
Trouver une classe ( ) d'opérateurs linfaires X -= Y et
(EO):;( ") tels que la probabilité cylindrique sur Y associée

3 S-RB avec B : V . » U et (BY' = (Eo) ait un opérateur de

corrélation minimal.

Pour une trajectoire donnée %=X du processus R, Rox est une
estimation de la trajectoire correspondante du processus S. Le
probléme de 1'estimation linéaire optimale nous apparait alors
comme le "transposé" du probléme (18) de l'approximation
lindaire optimale, les espaces X et Y étant choisis en fonction
de 1la régularité des trajectoires dont on dispose. Nous pouvons
prendre pour ( ©) l'ensemble ( .)' des transposés des opérateurs
n.n.b. de la classe ( ). En effet, si .- désigne la probabilité
cvlindrique sur X associée 3 R, et si (A) désigne un &lément
quelconque de ( -), on peut définir 1'image de - ﬁar (A)' comme

étant la probabilité cylindrique sur Y associée 3 RA.

(27) Proposition.

'a) Si les hypothdses (23) sont satisfaites, dans ( -) = ( -)',
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(Ao)‘ est un opérateur d'estimation optimale.

b) Si de plus C_ est injectif, pour tout x&D (Aé), v = Aé(x)

T
est le point de ImCT'.Y»oﬁ la forme quadratique

v o.os (C;l(x 8 yv), x & v) atteint son minimum.

Notons que (27) est bien connu en dimension finie. Un cas
particulier de (27) est présenté dans 10 : les espaces sont
de Hilbert, les estimateurs sont bornés et ImCP est supposé

fermé,

§4 ~ EXEMPLES ET APPLICATIONS,

(28) En résumé, la théorie exposée aux paragraphes 2 et 3 peut

. On représente les processus donnés par des processus linéaires
R et S basés sur des espaces fonctionnels U et V. Donc on
remplace les fonctions d'autocorrélation et d'intercorrélation
par les opérateurs intégraux associés ; et l'on choisit U et V

de fagon que ces opérateurs solent inversibles.

Ve g Lt . .
. On eonsiddré le probléme posé d'estimation, par un probléme

d'approximation de S d l'aide de R,

. Pour v donné dans D(Ab), on peut étre caractérisé comme le

point ol une certaine forme quadratigue Q atteint son minimum.

. Numériquement, on peut &tre défini par la méthode de
Galerkin ; c'est-d-dire qu'au lieu de chercher le minimum de Q
sur tout l'espace U, on cherche le minimum de O sur le sous-

espace vectoriel de U engendréd par N &léments donnds de U.

1417
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(29) Exemple heuristique {(15).

Comme ¥ = R Sa est de dimension 1, pour connaitre Ao ., 11 suffit
de connaitre u = Ao( Sa)° vu ( 2%.c), u_ est le point de

U = H‘l(R-) tel que

CR U T CRSSa‘

soit (GQKuO)(t) Gz(t~a5 pour tout t< 0., En appliquant

sz = ~(%;)2 + 1 3 chaque membre, on voit que u est por?é par
1'origine. Comme de plus ue H—l, u est proportionnel & 30.
Finalement, on retrouve (6). Le fait que u soit porté par
l'origine signifie que l'estimation du futur en fonction du
passé et du présent ne fait intervenir en fait que le présent

(propriété de Markov).

(30) Un exemple ol la méthode de Wiener.Hopf ne s'applique pas.

Nous présentons ci-aprds un exemple trds naturel de probléme
de prédiction ol la méthode de factorisation ne s'applique pas,
(et ol notre méthode s'applique). Soit toujours M un processus
généraliéé sur R correspondant au processus gaussien canonique
sur LQ(R). On fait subir 3 ce processus la transformation
t
M), — (X)) avec X, = f M @)de
£-2
Soit a> 0. On observe (Xt)t sur R et l'dn cherche une
estimation de Xa. La méthode de factorisation ne s'applique pas:
Sf&XtXt,) = & (t-t") latransformée de Laplace de ¢ admet une
infinité de zéros. Notre méthode donne l'bpérateur suivant

. — \i -4 2
EO @ _Eow d'estimation,

.81 av? EO.CP =0
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(ceci est tout & fait naturel car alors X, est indépendant des

Xt pour t<0)

- P cO
. si0<ac?: Boq) = 7. Y(-om) - Z @ (a~2(n+1))
0 -0

(ceci est moins naturel)),

‘Notons que dans le cas oi l'on considére un filtrage plus
M :
complexe de (It)t

’ t
8} ) e = ’( t-8)de
(Mt) —>(Xt ', avec X, . Hé(ﬂ')f( )
ol f est une certaine réponse impulsionnelle, alors la théorie
ne permet pas de donner toujours une expression analytique de
EQ ., mais elle permet (Galerkin) de construire des

approximations numériques de Ed .

(31) Les champs markoviens.

Soit.(Xf) un champ stochastique défini sur_Rn. On dit
(intuitivement)_queAce champ est markovien si pour tout ouvert
régulier T de Rn, la prédiction du champ dans T 3 1'aide du
champ dans (T, ne fait intervenir que la connaissance du champ
sur la frontiére de T. De tels champs iqterviennent naturellement
en mécanique statistique (et Nelson les a introduits trds
récemment en théorie de représentation des relations de
commutation). La théorie ci-dessus permet de construire trds
facilement de tels champs (reprendre 1'exemple heuristicue en
dimension supérieure). La théorie développée peut &tre utilisée
pour la prédiction d'un champ obtenu comme solution d'une

équation des ondes, par exemple
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ot Yt est connu (bruit blanc par exemple). On obtient encore

des champs markoviens.
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