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SUMMARY

The L phases DCPSK modulation is to day varticularly
imvortant because it will be used on our high capacity transmission
system on the circular waveguide, which is being studied in C.N.Z.T.

ethod for the determination of bilt error-

e presence of filtering and gaussian noise,
rmine the transmission characteristics so
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A) - PRINCIPE DE LA MODULATION DIFFERENTIELLE A L4 ETATS DE PHASE

Le signal modulé se présente sous la forme d'une suite de

morceaux d'onde porteuse de fréquence vy = we/2m, de durée T (1/T

est la rapidité de modulation en bauds). Entre le morceau compris

entre les instants 6 et 6 + T et le morceau précédent compris entre

les instants & — T et 6 existe un saut de phase A¥, susceptible de
orendre b4 valeurs : O, m/2, m et 3n/2. Chacune d'entre elles est
associe 3 une valeur possible du doublet (A,B), A et B désignant
les deux trains numériques de rapidité de modulation 1/T bauds et
débit 1/T bit/s attaquant le modulateur. Nous choisirons dans la

suite la correspdndance ci-dessous

A , B . 2%,
o e 0
m

0 —_
! 2

3m

1 0 5
1 1 T

‘Cependent, les résultats obtenus sont tout & fait transposables ,
‘au prix de trds 1légéres modifications pour d'autres conventions

de codage binaire 4 signal.

Le morceau de porteuse compris entre les instants 6 - T

et 0 est donc représenté par 1'équation

X[g-T.,8] cos (wot + y) ol y est une phase qui,'nous le ver-
s . .
‘rons, est sans importance et ol X[e—T,e] est la fonction caractée-

. ristique de 1'intervalle [6-T,6] définie par :

1 si te £6-T,8]

X _ =
[6-T,6] 0 si te [6-T,8]
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| o3 (wet + v + oY) se trouve multiplié var

1oy

'autre wart, oJ Y st 12 vhase du morceau de porteuse contenu

d
l'intervalie [8-2 T, 5-7]. La figure ci-dessous représente les di-

q

vers sign

4L

v
>

[

.

1

Dans les vroduits 8(t) S(t-61) et S(t) S(t-6,) on trouve les 2 ter-

mes

x 6,8+6,] cos (wy {t=6,) + v cos {(wet + v + AY) ot

x Lo+8,-T, 6+T1 cos (wolt~851 +y) cos {wst + v + a¥)

1366




IR

G+ e

<
CY‘
&1
o)

¢
|
no
-3
[
!
-
s
0Ny
=

S
Q

.
s

- — —

On veut, par passage dans un filtre &liminant le terme

a4 la fréguence 2w,s ne conserver gue les deux commosantes (3 un

facteur 1/2 prés)

-3

Vy = . cos (AW + 61)
L7 Xrgie+s,] (29 + v 81

"2 = Xpgeg,-p, sep] 08 (8F* wo 92)

I1 suffit d'échantillonner la tension détectée Vi et V,
i la fréquence 1/T au milieu de 1'intervalle {8,8+T] pour obtenir

de par le signe des deux tensions Vi et V, la valeur de AY et direc-

tement les valeurs des deux &18ments binalres A et B modulants. Car

nous avons

Vy (te) = cos (A% + (2k+1) +)

=13

[t}

Vy (te) = cos (aY+ (2k+3) 7)
(

ol t, est 1'instant d'échantillonnage. Vi (ou V,) se réduit en fait

4 un terme de la forme : o
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AA = cos (AY + X%J ol A vaut 1, 3, 5 ou 7.

Chacune des grandeurs A) a un signe directement 1lié 4 la valeur

d'un des €1&ments binaires, correspondance résumbe ci-dessous

A B | oY Ay Aj As A,
0 0 0 + - - ¥
0 1 T/2 - - + +
1 1 i - + + -
10 |3m/2 | o+ + - -
Ay > 0 (resp. < 0) <~ B =0 (resp. 1)
Az > 0 (resp. < 0) > A =1 (resp. 0)
As > 0 (resp. < 0) > B=1 (resp. 0)
A7 > 0 (resp. < 0) <> A =0 (resp. 1)

Le coqplé (Vi, Vy) corregpond & 1l'une des comibnaisons (Ap, Agd,
(Az, A1), (A3, As5), (A5, A3), (As, A7), (Ay, As), (A7, Ay),

(Ay, Ay), donc chacune des deux tensions caractérise directement

par son signe, 1'information de 1'un des &léments binaires.

B) - SCHEMA D'UN CANAL AVEC FILTRAGE

Sur tout systéme de transmission, on trouvera des filtres
destinés & séparer les canaux et 4 limiter la puissance de bruit.
Bieﬁ entendu, ils vont déformer le signal. Admettons pour l'instant
que nous ayons un filtre de gain complexe donn&. L& morceau de
porteuse

£+
X[g-m,p7 08 (wob *+ ¥)

est transformé en un signal de la forme
P(t) cos (wgt + v) - Q(t) sin (wst + v)

qui n'est plus 3 support compact. En conséquence le signal dans
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1l'intervalle [6-T,0] a la forme (tp = t-nT)

ol s ini

{ P(t-nT) cos (woty+y+A¥n) - Q(t-nT) sin (wotn+y4A?n) }
ol Afy est 1'écart de phase entre le morceau de porteuse situé dans
1'intervalle [6+nT, 6+(n+1)T] et le morceau dens 1'intervalle
[6,6+T].
On voit facilement qug dans l'intervalle [6,6+T], le signal s'écrit:

Y { P(t-nT) cos (Wotnty+s¥,41) - Q(t-nT) sin (wotn+y+a¥peq) }

—o

A 1l'instant d'échantillonnage te, ce sont donc des guantités dépen-
dant des morceaux voisins gque nous allons trouver. Ce phénoméne

constitue 1'interférence intersymboles.

En pratique, pour des raisons de temps de calcul, nous
‘considérons que les valeurs de P et sont négligeables au deld
d'une certaine valeur de n. Par exemple, dans les cas usuels, on
suppose gu'un morceau de porteuse perfurbe les deux qui le précé-

dent et les deux qui le suivent. Nous aurons alors la figure 1.

Qg — - N ™
(o] o [e) f[e] ¢}
o < o o o

morceau n° 0O

verturbateurs morceaux 3 multinlier verturbateurs
du morceau n° 0 entre e du morcezau n° 1

FIGURE 1
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Une configuration de saut de vhase 1nitial Ao (o

)

Pour le calcul on rewrésente ces grandeurs scus forme de

P

norcres comvlexes. A la guantité
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aractérise une configuration par les nonbres 4, et

4y avec

Zo = b e oltenT)  exp (18(te-nl) .

-~ . . . N ) s 3*
oY ¢i vaut 1, - 1, + i, ou - i suivant que 8Y; vaut O, %, 3 oa T

L= configuration est alcrs caractérisée var @

Zo | et Arg 32 = A$<~ 5 = Arg ¢ — b

izli:

C) - INFLUENCE DU BRUIT

P

e bruit.sera surposd 8tre un bruit nlt,) saussien et
"plane" 34 1llentrde du “iltre de gain complexe G(v). Sz densité

spectrale est y. Zn sortie du filtre nous avons encore un orult

gaussian donc la vuissance totale s'@erit :
fee]
G =y Glvil? av
-—CC

Cnptt/). Nous ferons

=

Ce bruit s une certaine fonction de corrélatior

toujours 1'nypothdse gue Cpn(T) est négligeable, c'est—3-dire que

les valeurs de n(t) & T secondes d'intervslle sont non corréiées

donc inddvendantes (car gaussiennes’ .
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: -+ >
Nous devons alors & chacun des 2 vecteurs V; et V, ajouter deux
"vecteurs de bruit" indépendants, gaussiens. L'angle des deux vec-
teurs résultants est une variable alfatoire. Représentons alors

les régions de¢ décision dans le plan des sauts de phase : (cf.

figure 3)
01

11 - (0

10
TIGURE 3 : Régions de décision

A initia.l =0 ouzaf=2a6-3

Pb {A faux} = Pb {AY entre —%1 et —Zl}
Pb {B faux} = Pb {4V entre —Z— et %1}
Ap initial = - -g— ou

Po {A faux} = Pb {8% entre - | et &=
Pb {B faux} = Pb {AY entre %lrr—'et %TL

Pour chaque configuration, on calculera les probabilités d'erreur

sur .les volies A et B
PehA (0,V],V5,8) , Pel (0,7,,V;,8)
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et 1'on fera la moyenne sur toutes les configurations envisagées

supposées équiprobables.

D) - RESOLUTION DU PROBIEME

I - Calcul des composantes en phase et en gquadrature P et 9

Pour trouver la réponse du filtre de gain complexe G(v)
au signal x(t) = cos wet X X[_E, ZJ on utilise la méthode du filtre
"'passe bas équivalent". Ce dernief est un filtre non réalisable
obtenu-en translatant autour de la fréquence O la courbe de réponse
du filtre initial centrée autour de Vo. Sa réponse 4 1'impulsion
carrée représentée par Xp- L 2] est une fonction complexe R(t) qui

L ]
s'éerit 2 .2

R(t) =/ Go( V) -s—l%-’\j—v?-exp (2imvt) av

00

(Go gain du filtre passe-bas équivalent). On a directement P et Q
en tant que partie réelle et partie imaginaire de R(t). Cette mé-
thode n'est valable que sous 1l'hypothése, toujours vErifiée dans

la pratique, que G(v) peut &tre considéré comme nul en dehors d'un

intervalle borné autour de v, (et de son symétrigue autour de — vo).

II - le bruit

On supposera un bruit gaussien dont la densité spectrale
je puissance est constante et égale 3 y dans une bande de fréguen-
ces limitée autour de vo (et de - vg). Aprds filtrage ce bruit
reste gaussien et sa densité spectrale de puissance devient

v]e(v)|2.

On raisonners en considérant le représentation d'un vec—
teur de bruit donf les deux cbmposantes X et Y sont des fonctions
aléatoires gaussiennes (décomposition de Rayleigh). Nous néglige-
rons les fonctions d'autocorrélation de X et Y et la fonction d'in-
tercérrélation de ces 2 variables pour la valeur v = T, c'est—a~
dire que les vecteurs de bruit agissant 3 deux instants d'échantil-

lonnage successifs sont non corrélés et donc, étant gaussiens,

52(r11;;;/
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I8 = ¥ T, ,
Up = Vy + oy, Dy = g,
. . a1 A S S
rnous allons chercher la lci de prcoabilité de llangle ¢ = (U, Uy,

A BRI
[V et

s k] 3 Al
Nous sunmoserons sue ny 21 n, sont inddpendants . Corme nous nous

. . - . . :
intéressons 2 ls loi de 1z whasza, 1l sera fguivalent de normer les

— —r A . .
deux vecteurs Vy =t VYV, et de considfrer deux vulssances de o

517 et agissant sur Vy et V, définles wvar :
v, 2 B 1 Vo 2 _ 1
oc? 2017 252 2057

— = —= —>

(Tx, Vo3 + (Vo Uy) = (0x, Up:

— =y
Nous avons Y = {Ox, Uy) - (Ox, Uy)

— —r

—. .- —
p = 6+ 8 - o en vosant o = (Dxz, Uy} 8 = (Vy, Uy

\

la loi weila), 8 8 la 1ol moy(a) et ces deux angles sont

oy

N ob8lt
N~

. . ; L. N
var hyvothdse des variables indépendantes. La 1ol de probabilité .

I

©(51,75,%) est donc donnée par le vroduit de convolution.
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.
P(01,02,0) = J[ mo1(a) moo(Y + o - 8) do

™

soit encore en éliminant 6 pour se ramener & une fonction unique I

™

P(01,9,,9) = T(01,02,0-8) ol T{o],02,0) =J/ 101 (a) 7o,(a+y) do
' -

C'est donc 3 1la détermination de cette fonction de 3 variables que
nous sommes en définitive ramenés. Les taux d'erreurs dans chague
configuration seront ensuite obtenus var intégration de la fonction
I entre des limites convenables. Dans chague cas, pour une voie
donnée A ou B la zone d'erreur corresvond & un demi disque, limité

par 1'une des bissectrices. D'od la probabilité d'erreur qui est de

la forme
a2
Pb {erreur} = Pb {a] < ¥ < as} = P(oj,00,¥) dv
o3
solt encore
oo cp—0
M{oq,0,,b-0) dy = N(o1,00,¢) dy
o1 ap-6 ,
ou bien
oo—AP+S

M(oy,00,P) Ay en se rapoelant que 6 = A¢—S
ap—AdFs

ol A¢ est le saut de phase émis.

Nous avons donc & évaluer la quantité J(o},05,y]

V2
Uy ) = / T dy et les probabilités d'erreur sur chague vole dans

J v

les L cas possibles pour A¢ sont écrites dans le tableau ci-dessous
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E
hd A | B | Pb {A soit faux} Pb {B soit faux}
ol ¢ ¢ J‘(sl,cz,%a,%a) T(01 502 146 2146
w s 577 PIRY 7’”
z 0 1 J(ol,cz,ﬂ+6,wX+o; (01,02,—T+6 n —+§)
N (01,02,—3%6,%6) I01,025148,2948)
iy R - E)" N 37 '_(TT
- = i J St 248
| 5 0 (01,02,h 7s) J(o1,05, L S, n 8)
!

3°% - Cglcul de 1T et de

Nous écriven

n(m’q,\y) / [I?Texp<._1_):+_i_ COSoLQ-rQI’FC_oi“_)QXP (_s'mi)

26v° 2Ven & A 20,

[t et e

'l

n ZVIﬁG}

.
Ce qui donne :

1
. un terme o exp ( 55,2 5—“2)

. un terme de la forme :
A ¢Xp.(—_L) f cose+ _‘PZ, ‘l+err cos| d+\f’) exp _sint (o +Y)) de
e Mol we g\ G 20

. un terme analogue obtenu en &changeant o1 et oy et en

changeant a + y en a.

. un quatriéme terme gqui sera traité ensuite.

a) - Calculs du second et troisiéme terme

© Compte tenu de ce que la fonction sous le signe
somme dans le second terme est intégrée sur un intervalle période
(27) nous pouvons voir que le résultat ne dévend pas de ¥. On est

donc ramené vour évaluer les deuxidme et troisidme terme d &tudier
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. o cCO8 « / sin“a. ; B ~
cos o1 + exrf exp {~ ==, do {1 = 1 ou 2,
- e S <30n
A 1‘8
) s N QoS o s1n‘o ,
gul se rédurt & cecs o exrt exv (- o) do = Als;
A e
/e
ou encore i .. en utilisant les svmdtries de 1a fonction,
0
ce gul donne
cosg o
/2 . ,
8 sin‘a, civ2 PR .
— exp (- S cos o exo(-y*) dv) do
s 1
"J o 0
. sin o
soit en vposant x =
cive
1 1 Vi-x©
/5 0i/§ cive
8(5' 2 / 2 2N 5
—1 exo.—x*)dx exp (-y°)dy
/r
O 0
805 V2 o .
= = exo (-x?-v%) dx dy ol A est le nremier qua-
Ve

A

drant du cercle de centre O 'rayon En intégrant en coordon-
' : Oi/?

- - . . - -
nees poiaires 11 vient

La somme des premier, second, et troiriéme terme se

réduit alors a :

1 1 1 1 1T Ty
2= = " 57~ o) T am e g Ure (2 gmg))
-l e (- —l~7).(1 - exp (- —1—7/)
o 2057 g 20,
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“ Ty =oh} éO]
b) - le dernier terme
Compte tenu du changement de signe de certalns ter-
mes si o erange en o + 1l rests

w

J-_1 cos oL.Cos(ou‘P) Qrf., cos ol ar“,_ cos(ouwﬂ Q.XP.;-s_iEIf."-_(__.)Si”d“*\V dat
Y/

8610 J g o\VZ ' W AN

et nous avons I = K + I
¢) - Calcul de J

L)
Nous allons chercher 4 évaluer 1 dy

*v

I1 vient X (Wyp = 91) + f‘idw

Or [ se décompose en deux termes et compte tenu de

ce gque la icngueur de 1'intervalle d'intégration est w (d'aords la

. COS 0 sin<o,
cos o erf exp (- ====) a vour période m
oE 20

le premier terme de I (dans 1l'ordre de la formule du ©) se calcule

trds ailsérment et vautb

4
i

m A (Ol) A (02)

e s . . 1
Ce terme s'additionne 3 K d€j3 calculd et il reste seulement 5
11l nous reste donc

)
m
J=1,1 ¢0S o exF,(-sin’a() cos (o + ¥) oxp ( sint( +‘V2 d¥ d«
p4 5““761 i 2<n1 % ZCT:
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Compte tenu gue dans notre &tude, ¢ est de la forme

Yy + 7 1l reste pour le second terme
T o+ +T
S cos o exo ( EigéEJ L cos 8 exp ( 532;9\ asl a
- e = ) 4] do
8roq0, : 2o1” g 26, !
it oty

On effectue dans 1'intégrale en # un changement de va-

. sin 9 . . . .
riable u = ——— et 11 vient sans difficulté
Jo 1/5
Vor sin‘a, e +y1)
S cos a exp (- SB8) ere sio (o*yy) o,
L -1 Go ‘f?_

L'intégrale (en omettant vour l'instant le coe<ficient

P v
numérique veut s'ecrire

T sin(o+iy )
2 .
) 2 5o /O
i sin o} 2 \ .
— cos exp (- =) ( 2 exo (-v%) dy) da
2(:7
ol i
= 0
2

car la fonction 3 intégrer est de période .

Soit encore en faisant le changement de variable

o —r X = sin «

et en réintégrant les constantes

1 sin(a+y;)
€= 2 exp (- =) ( exp(——-—vzyz ) dy) dx
- 210102 P 20 - 209 )
-1 0

Examinons le domaine d'intégration. Pour chague x, vy varie de 0 &

sin(o+yy) qui s'@erit, combte tenu de la définition de x :

x cos Y1 + V1-xZ sin yi




5&%[1;;9/

.
La courbe d'éguation y = x cos Yy + /1-x% sin ¥] est un arc de
i'ellipse d'éguation

2 2

X“ = 2xy cos Yy t ye = sinzwl

centrée en O et inscrite dans le carr® limité par les droites

x=+*1,y=+1

b

(cos Wi, 1)

{1,cos !!)1}

“(sin Wy,0)

(=1 9_COS’.'/17

(-cos Wy,-1)

FIGURE 6

Nous allons maintenant regarder en fonctlon de la

valeur de l'angle ¥, comment se orésente l'arc d'ellipse qui limite

le domzine d'intégration, et var 13 méme quel est ce dernier (figure
T ci-dessous). Soit A le diamétre passant par les vpoints de contact

avec les droites x= 1 et x = - 1.
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c Ey est le domaine guadrill® dsns les figures ci-dessus.

On remarguera que les contributions des triangles curvi-

e

Ty et Ty s'anrulent et 11 reste :

c 1 ( 2 v2 .
= exp (- - ey dx d
2r010y - 20 202‘/ o

o% E est la demi-ellivse situfe sulvant le cas, au dessus ou au

3

dessous de 1'axe Ox.

L'intégraie s'évalue alors par passage en coordonnées
£

ellintiques x = XJp cos § Y = aCy S1n

| oy cos £ - Ao sin g
dx dv = ; dh dE = Aoy, AN 4E
|

¢z sin & Mo cos &

. Il vient alcrs dans le cas ol le domaine est le domalne supérieur

T Al
¢ o= - ag exo (- 3——2—} Ada
o ' ; 2
0 0

-~

ol Ay est la valeur de i sur le contour de lfellivse soit :

2 sin?y)
51% cos?E - 2010p cOS Yy Sin € cos £ + 0,2 sin?g

A)

L'intégration en A est immédiate et il reste :

- € soit

<y
i
NI
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J(07 400,50y ,01+7) =

ST

Et on €crira (avec wne petite modification de bornes vu gue xy7(%;

est de période 7,

avee ;
F‘(cs;,c;,tlp)vl;T 0.

I
l

1(oi0, 91, 9e7) = F (9, 05, 9i)
'Yz_\'_

_sn?d 4 €
2[o;? cos? € 0,03 sin2 § cos Y1 + G52 sin? %)

Dans le cas ou le domaine utile est le domaine inférieur, nous

2vons

o]

<01,523¢19W1+W> =1 - " (C1}529’JJ1)

car dans ce cas il faut intégrer sur £ variant de 7 3 G et 1'inté-

grale C change de signe.

L°) - Expression de la probabilité d'erreurs sur le canal

Dans le cas ol 1l'angle & ne dépasse vas %—en valeur
absolue, c'est-d-dire ol 1'effet de filtrage seul ne déforme vas la
phase au point de causer wun franchissement de la frontiére de déci-
sion en l'absence de bruit, ¥; qul est de la forme E~+ S ou %E‘+ 6
reste compris entre 0 et w et le domaine utile de 1l'ellivse est le

domaine supérieur. La probabilité d'erreur est donc donnée par

T, o 3T . .
F(OI,OZ,E+§) ou F(ol,az,zﬁ+o) sulvant Le cas.
Si 1'on remarque que la fonction F vérifie %(ci,0,,¢) = Flo),03,
7~¢) (11 suffit de faire le changement de variable de £ en - £) la

. : ki . . T .
quantité F(01,62,§ﬁ+6) s'écrit aussi F(ol,oz,ﬂ-— &)
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Les taux d'errsurs sont

0 =/e ; - /2
OTE W 5 Toavliele 4, Tag) ) il vl 5 F
‘/C.)l;,, A P(ulgﬁz,l— &) \zll,fz,u;l-o, ’L(OI’O.Z’_): ~-§) “‘(?)17J25L_ +8)

AT T Sl e T N - )
YOIE R }‘(’Jl,JQ,'E +A }(51,32,17

I
Wbl
T
~
Q
—
-
Q
N
-
==
+
(&2
”
P
e}
—
\'A
Q
[
“
i
A2

Cn obtient done le taux d'erreurs sur chacune des 2 voies

3
o
3

. 1 T m

Pa :-’-_V_ y 3(51,72,Z" ed) +E W((‘l,‘,z,g'f' £§)
cas ol cas ol
A$=0 ou T bo= * =

o1 N est le nombre de configurations (1024 dans notre cas) et ol
e vaut + 1 pour la voie A, - 1 pour la voie B. Ces deux valeurs
obtenues sont en général distinctes.

~

Remargue : Dans le cas ol l'angle § dépasse en valeur absolue

0 |

)]
pas

alors la vrobabilité d'erreur sur la configuration
1 - F(Ol,gz,%'+ £8).

C'est dans ce éas, le bruit qui peut éventuellement ame-
ner une décision correcte. Une telle situation ne se

vrésente Jemals sur un canal de transmission exploitable.
Conclusion

Cette méthode de calcul, utilisée dans un vprogramme sur

PR

calculateur, a dé8313 &té utilisée nour obtenir le taux d'erreurs
avec divers moddles de filtres (filtre gaussien sans distorsion de
temps de vrovagation de grouve). En effet, il existe un compromis

entre les effets du bruit et ceux de 1l'interférence intersymboles
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TND T oL
Do 2L LTRAY

Ty 4 s : Aarhe s o S S A Py e
Lo race s cources donngnt e taux d'erreurs en

de lag
, X 1t av o 3 : . T vy o o P A o —
Clanc 4 1Llentrée du itre dans ¥ Ln deoreda

= - k” Ne ,_7‘1
4
est cotenue = 1,10 donnons ci-desscous les

le

s

valeurs du taux d'erreurs (dans ce cas, on montre qgu'il es

.

méme vour les 2 wvoies), dans le c¢25 de la courbe théoriqgue et dans

.

d= temvns de vropagation

P . -
rA2duite 2,70, 1,10, 1,40
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ou Tehebvtcenet® ont permis des estimations théorioues afin de pré-

)

quences du systéme de transmlsc
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