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RESUME

Ce papier fait le lien entre les deux classes de modéles
de processus aléaﬁoires : modéles externes (covariance, spectre)
et modéles internes (& 1'aide d'un processus markovien auxi-
liaire).

Plus précisément, on analyse l'ensembleﬁ?des réalisations
markoviennes d'un processus gaussien stationnaire décrit par sa
covariance. C'est un ensemble convexe fermé(gpqui admet deux
points.extrémaux P¥ et Py, , dont on donne des élgorithmes de
calcul. De plus Py n'est rien d'autre que le filtre optima., ré-
sultat important pour les applications.

SUMMARY

This paper links the two kinds of stochastic models
external models (via covariance or spectrum) and internal models
(via auxiliary markovian process). ‘

e

More precisely, one analyses the set y of all markovian
realizations of a stationary gaussian process described by its
covariance. It is a close: convex sat g)which has two extremal
points P* and Py and algorithms to compute them are given. More-
over 7y 1is nothing else than the optimal filter, which appears

an important result for applications.
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! — INTRODUCTION

1.1 — Au cours des trente derniéres années, la nécessité de réa-
liser des systémes de plus en plus performants a conduit & consi-
dérer et A modéliser les signaux aléatoires ou les perturbations
aléatoires intervenant dans ces systémes.

De nouvelles disciplines comme le filtrage statistique, la

théorie de la prédiction, la théorie de la détection, la commande

ima

ct

op

i1

rales de Wiener et Kolmogorov furent considérables ({11},{14}),

b
IS

e

nans 1'approche la plus ancienne,les fonctior: aldatoires
sont décrites par leurs covariances ou leurs spectres, paramétres
qui sont le résultat brut d'une analyse statisfique d'échantil-
lons.

Le développement des calculateurs numériques et des méthodes
de variables d'éEéE_en automatique déterministe conduisit Kalman
et Bucy a développef vers 1960 une approche différente fondée
essentiellement sur une représentation par &quations différentiel-
les ou récurrentes, lindaires et stochastiques, ou encore, ce qui
est 8quivalent, par processus gaussiens-markoviens ({8} {9}). .

Kalman et Bucy appliquirent cette technique au probléme du
filtrage statistique et de la prédiction. Les représentations
gaussiennes—markoviennes s'avérent aussi trés puissantes pour le

probléme de lissage ({2}) et de la détection ({130H.

1.2 - Ce papier résume quelques travaux ({1},{3},{4},{5},{10})

faisant le lien entre les deux types de modé&les. Plus précisément
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comment obtenir & partir de la covariance d'un processus gaussien
vectoriel, une représentation markovienne ?

Un résultat mathématique connu sous le nom de,lemme positif
réel caractérise 1'ensemble S de toutes les réalisations marko-
viennes d'un processus gaussien décrit par sa covariance. Cet
ensemble s'avére &tre convexe, fermé&, borné avec deux points ex-
trémaux max et min, P* et P, . Des algorithmes permettent de
calculer effectivement ces réalisations extrémales.

De plus, 1'une des réalisations extrémales ,Py, s'avére étre

le filtre optimal.
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2 - ENSEMBLE DES REALISATIONS MARKOVIENNES D'UN

PROCESSUS STATIONNAIRE -

2.1 — Réalisations markoviennes

Nous considérerons dans la suite une &chelle de temps conti-
nue et renvoyons a {5} pour 1l'analyse dans le cas d'une échelle’
de temps discréte. Tous les processus seront supposés centrés.

La donnée du probléme considéré sera un processus gaussien

vectoriel stationnaire y(t) de dimension m de covariance connue
E {y(t+t)y" ()} = A(7) (%) (1)

et de spectre (transformée de Laplace de la covariance)
S(s) =L {A(T)} = fe-S?A(T)dr (2)

Ce processus sera dit admettre une réprésentation markovien-

ne, s'il existe un processus markovien x(t) de dimension finie n

tel que
y(t) = Hx(t) + w(t) ’ (3)

ol le terme &ventuellement présent w(t) est .un bruit blanc.

(#) La notation y' désigne le transposé de la matrice y.
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On peut montrer qu'un processus gaussien stationnaire marko-
vien vérifis nécessairement une équation différentielle linZaire
excitée par =n bruit blanc ({5}) (on voit ainsi 1'analogi: zuure
les représentations d'état et les processus markoviens), ce qui
conduit & la définition suivante

DEFINITION :

On appelle réalisation markovienne (si elle existe) d'un processus

gausgien stationnaire un modéle de la forme

x =Fx + v (4)
vy = Hx + w (5)

- Tv . o,
ol [w] est un bruit blanc de covariance

2V w1 = [3g] ses) (6)

et pour lequel les conditions suivantes sont vérifiées

F : matrice asymptotiquement stable (7)
(F,L) : complétement commandable avec Q = LL' (8)
(H,F) : complétement observable - (9)

On peut voilr que la covariance du processus y(t) ainsi re-

présenté .

It

A1) E{y(t+)y' (t)} (10)

E{[chmeFav(T—a)da + w(ri] [HfoweFBv(-B)dB+w(o)-]'}

est de la forme

A (r) = HeFTGe(T) + G'e~F'TH'€(—T) + R&(T) (i
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ol l'on a posé

G =PH" + 8 (12)
avec
P = E{x(t)x'(t)} | ‘ (13)
solution de 1'équation
FP + PF' = —Q (14)
et
0 . si <0
e(t) = 1/2 siT=20 - (15)
: 1 si 1> 0

et ol §(tr) est 1l'impulsion de Dirac.

Le spectrz de y(t), transformée de Laplace de (11) est donc

1

S(s) = R + H(sI-F) lg + g'(~s1-F") g (16)

On remarque immédiatement que S(s) est rationnel en s et

parahermitien (S(s) = S'(-s))

Ainsi, nous voyons déji apparaftre deux conditions néces-
saires (qu'on verra ultdrieurement suffisantes) pour l'existence
de réalisations markoviennes
i) la covariance A(7) doit &tre de type positif (comme toute co-
variance) ou-de fagon équivalente le spectre doit vérifier (théo-
‘réme de.Bochner) |

.S(jw) » 0 pour tout w réel (%) _ (17}
1i) le spectre doit 2tre une fonction rationnelle le la fréquence
s, ou encore la covariance A(t) doit &tre de la forme (11),

Pour les applications, la covariance A(1) vient en général
d'une estimation statistique; I1 est donc important de pouvolr

exprimer A(t) par une formule du type (11). Il s'agit en fait

(#) La notation A > O'signifie que la matrice A est non négative

définie.
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de méthodes d'approximation du type approximation de Padé, et un
algorithme utilisable pour cela et 1'algocrithme de Ho {(6)(7)(12)}
Nous supposerons donc pour la suite que les données du

probléme, a4 savoir la covariznce /¢:), sont en fait les 4 matrices

{H,F,G,R}. Les inconnues sont alors {P,Q,S}.

% o .
2.2 - Ensemble O de toutes les réalisations markoviennes

Une réalisation markovienne particuliére sera parfaitement
définie par la matrice P correspondante : en_effet les matrices
Q et S s'en déduisent par les relations (14) et (12).

On appellera.S?l'ensemble'des matrices P correspondant a
une réalisation markovienne de A(r) définie par (11).

On peut montrer que cet ensemble ﬂgest caractérisé par les

relatiocns

FP + PF' = -Q (18)

G - PH' =58 (19)
S
>0, P>0 (20)
S' R 4

Les relations (18) et (19) ont déja été vues et (20) est

évident car les matrices correspondantes sont des covariances ;

1s riciproque peut @tre démontrée {(5)}.

Ces relations (18), (19} et (20) interviennent dans un
résultat mathématique important connu sous le nom de lemme positif
réel qui est le suivant
THEOREME (lemme positif réel)

La fonction A(t) donnée par 1'expression (11) est de type

positif si, et seulement s'il existe trois matrices P,Q,S (P et

Q symétriques) vérifiant (18), (19) et (20}

La structure de 1'ensemble 67est'intéressante. Il est assez
S . "t ' B .
facile de voir que 5 est convexe fermé dans 1'espace des matrices

symétriques nxn. De plus on peut montrer ({5})que relativement &
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REALISATIONS MARKOVIENNES DE PROCESSUS STATIONNAIRES

la relation d'ordre

A< B <= B - A non négative définie, (21)

2 . . - .
Yadmet un maximum P¥* et un minimum Py , c'est & dire que

P€6> = P < P<pP¥ (22)

¥* —— _
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3 - ALGORITHMES DE CALCUL DES REALISATIONS EXTREMALES

Un résultat théorique important est la liaison existant
entre la réalisation extrémale P* et la covariance A(T), qu'on

peut exprimer ainsi

o}

00

x'P¥x = inf S

2 u'(@)A(8-0)u(B)dadg (23)
u(.)EEx)

ot l'ensemble g(x) est défini par

8o = ol x = 2 T Hu@)do) (26)

La matrice P¥ apparaissant comme infimum d'un critére
quadratique sous Contrainte linéaire, on peut montrer que P* est
la valeur limite d'une &quation de Riccati.

Dans le cas régulier (R définie positive) les algorithmes
sont les suivants
ALGORITHME

Le maximum P* s'obtient en intégrant

0]

7(0)
; F'y + 3F + (H'-3G)R | (H-G'%)

3 (25)

jusqu'd convergence vers la valeur d'équilibre I_, alors

P*¥ = % (26)
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Le minimum P, s'obtient en intégrant

§1(0)

Q

0

FQ + QF' + (G-0H)R ™ (G'-HR) (27)

jusqu'a convergence vers la valeur d'équilibre @ , alors

=Q (26)

Ces algorithmes sont stables et efficaces pour calculer des

réalisations markoviennes. Les méthodes_ initiales et plus ancien-

nes pour
idées de
scalaire

variable

nettement sur la complexi

nelles.

trouver une réalisation markovienne sont dérivées des
factorisation spectrale. Alors que pour un processus

les deux approches_sont” comparables, dans le cas multi-

les algori ue nous proposons semblent 1'emporter

,
s
o
2]

o0

& des factorisations de matrices ration-
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4 - APPLICATIONS

4,1 — Filtre statistique optimail

Rappelons que le probldme du filtrage statistique consiste

3 calculer la meilleure estimée %(t) de x(t) & partir des obser-—

vations passées y(a), o <t

2(t) = E{x(t) |y(a),a<t} (29)

Pour un modéle markovien de la forme (4) & (6), l'algo-

rithme de filtrage porte le nom de filtre de Kalman et s'écrit

PR + K[ y-HR | (30)

2
X

(z:H'+S)R'1 : (31)

et I &tant 1'unique solution dé&finie positive de 1'&quation de

avec K
Riccati stationnaire du filtre.

FS + IF' - (SH'+S)R ! (HI+S') + Q = O. (32)
Si 1'on écrit les équations (30) et (5) sous la forme

$ = FR + TW (33)
vy = HR + W (34)

on voit que le filtre est une réalisation markovienne particuliére

caractérisée par

v | W )
\ - W : (35)
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Il est possible de montrer {voir (5)} que cette réaliation .
markovienne particulidre est Py
Ainsi donc la ré@alisation markovienne minimale Py présen-

te-t—-elle la particularité d'étre le filtre de Kalman.

4.2 - Implications pratiques
Lorsqu'oﬁ se trouve devant un probléme concret de filtrage
statistique pour lequel les modéles sont mal connus, le premier
probléme est celui de les obtenir par des méthodes statistiques.
Lorsqu'on cherche 3 obtenir un mod&le markovien, deux
approches.sont utilisables
i) une approche paramdtrique : des hypothé&ses de structure et de
dimension &tant faites sur le processus, on estime au mieux les

paramétres

Vo~ nte PRSI + 1 AA e A
approcne ucti.lisant i 1S C& papier,

r

1 Ao alen
L o aigv

N

1

fedo

qui ne fait aucune autre hypothése a priori que la stationnarité
et qui consiste : ' -

- 3 estimer la covariance du procéssus par des moyens
d'analyse statistique

- & utiliser des algorithmes du type Ho,Rissanen qui
géndrent les matrices {H,F,G,R} représentant la covariance

- 4 utiliser les algorithmes présentés ci-dessus pour cal-
culer une ou deux réalisations extrémales P* ou Py , ou tdute
combinaison convexe de ces deux 13. -

Ayant ainsi obtenu une réalisation markovienne, il est
possible de calculer explicitement le filtre de Kalman.

On pouvait faire reproche a cette procédure d'avoir a
résoudre successivement deux &quations de Riccati, une pour ob-
tenir la réalisation markovienne et une autre pour le filtre.

Or il ressort du résultat nouveau cité plus haut que la
réalisation Py n'est rien d'autre que le filtre, et donc dué la
‘résolution d'une seule &quation de Riccati suffit pour résoudre le

probléme global réalisation markovienne et filtre.
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