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RESUME

Nous dérivons les équations de filtrage d'un signal
markovien modulant un processus ponctuel (sMPP) sous une forme
vraiment récursive en adaptant une méthode déja connue en
théorie du filtrage d'un signal markovien mélangé de facgon
additive & du bruit blanc (SMBE). Ces équations permettent
d'obtenir des estimations de fonctions d'une intensité alcéatoire
avec une précision arbitraire, Aussi, l'analogie formelle qui
existe entre les éguations de filtrage pour les problémes
SMPP et SMBB est expliquée,

SUMMARY

We obtain the ecuations for the filtering of a
markovian signal modulating a point process {MSPP) in a truly
recursive form by adapting a method already used to derive the
filtering equations for a markovian sigral corrupted by wnite
noise (MSWN). These equations allow us to give a procedure ta
obtain approximate estimates of functions of a random intensity

the similarity of the MSPP and MSWN filtering equations,
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FILTRAGE D'UN SIGNAL MARKOVIEN MODULANT UN
PROCESSUS PONCTUEL ET LES EQUATIONS APPROCHEES
Pierre BREMAUD

Dans cet article, nous dérivons des équations
récursives pour le filtrage des processus ponctuels dont 1l'inten-

sité est modulée par un processus markovien.

Leg équations obtenues sont formellemént semblables
aux équationsAdu filtrage d'un signél markovieh mélangé de facon
adaitive & un bruit blanc. Cette analogie formelle a été remarguée
par D.L. SNYDER [3] . Il est montré dans les pages qui'suivent que
cette analogie n'est pas fortuite : les deux théories peuvent &tre
mises en paralléle dés la formulation du probléme dans le langage

de la théorie des martingales (cf, § 7).

D'autre part, 1l'utilisation d'une pseudo-densité

'(cf, § 4) pour décrire la statistique a posteriori du processus
kmarkovien modulant l'intensité permet d'obtenir des équations

plus simples que celles obtenues dans [3] , eﬁ ce sens que l'esti-
mation de l'intensité n'intervient pas dans ie second mémbre d'une
équation précisément destinée & estimer cette intemsité

(cf. [3] p.9) ¢ la manipulation des équations de filtrage dans des
cas concrets est ainsi rendue plus facile et une méthode pour
obtenir des résultats approchés avec une précision arbitraire est
donnée, Cette méthode est implicitement décrite dans un exemple

de filtrage de variable aléatoire mélangée additivement & un bruit

blanc : elle est due,dans ce dernier cas, a E., WONG [5] .

eofoen

715



29/4

Enfin, les bases théoriques nécessaires & la

forrulation précise du probléme (existence des processus ponctuels

intensité est domnée, rapport de vraisemblance) sont

SRt

vrouvées dans [1] et rappelées dans le présent article sans

DEFINITIONS —

On se donne urn espace mesurable (), F) et un

t 2 0) satisfaisant aux conditions suivantes :

h
S
n
<l
il

process (Xt’

) - X est une fornction étagée continue & droite et prenant

ses valeurs dans N = {0,172, ...}

b)—-XO:O et X, - X, =0oul

Un tel processus est appelé processus de comptage,

Associé & un processus d'événements ponctuels sur la demi-droite

(t 20), X représente le nombre d'événements dans 1'intervalle

[0, <]

Une mesure de probabilité P étant donnée sur

(IZ, F) le doublet (X, P) est appelé processus point sur (Q,F).

ve/ene
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Exemple :
- <

On connaft l'existence de processus points (X,PO)
tels que

a) - X est, sous la mesure PO, U processus a accroissements

indépendants ;

b) - Xt - XS est une variable aléatoire poissonienne de
paramétre t - s (t - s ) 0).

Un tel processus point est appelé processuc de Poisson standard

(fin d'exemple),

Une famille de sous-tribus de F, (Ft, t » 0)

croissante (c'est-a-dire telle que t ) s Ft > FS) et telle

' que pour tout t >0, F_ contienne la tribu X: = 0'{’Xs ,0$$$t}
engendrée par les variables aléatoirés ( XS)OS SSt) repl‘“ésente
un passé du processus de comptage X, Selon cette définition

t t
(Xo ) t),O) est un passé : on dira que (Xo,f)O) est le passé

visible de X, La tribu Ft est un passé au temps t de X

't .
et )Q) est le passé visible au temps ~t.

Un processus M = (Mt’ t » 0) sur un espace de

. probabilité (£, F, P) et une famille <Ft’ t 2 0) de sous-tribus
croissante de F sont doﬁnés. Si les conditions suivantes sont
réunies ;

a) - M, est F - mesurable et E{lP4t|g<cﬂ , pour tout t » O

o/ ene
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B -tys 3> E{M/RY=M; Pps
alors on dit que M est une (P, Ft> martingale, Si b) est

remplacé par 3

B)-tys > E{M,/R}> M, Pps.

M est une (P, Ft> submartingale,

si au lieu de E {lﬁ4*l} < o= on a la condition plus forte

29 .
E {]Nhl }4(00‘/ M est appelée une (P, Ft> 1 martingale

.

(resp. wne (P, Ft) 1.2 submartingale), -

Exemple :

si (X, PO) est un processus de Poisson standard
sur (L2, F) alors (Xt -ty T2 0) est une (PO, Ft> 12 martingale,

La vérification de ce fait est laissée au lecteur (fin d'exemple),

Une famille croissante (Ft’ t > 0) de sous-tribus de

F  étant donnée, un F, - temps dlarrét est une variable aléatoire

T & valeurs dans (t ¥ 0) et telle que :

{T<tle R | , YVt o (1)

Exemple :

| si (X, P) est un processus point sur (fl, F),ia
variaﬁle aléatoire ‘I‘n définie par 3 ‘
_gﬁv&{f/)‘rm} i ft/X=mfE g (2)

roo  autrement

-

"

t -
est bien un X;- temps d'arr&t, En effet :

(Toct}={XsnYeX )

(fin d'exemple)
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" Nous dirons que le processus (X, P) est hon~exploéif

si e

m

T 1 oo | P PS ..quand nToo ‘(l"')

¢
Nous dirons que le processus M = <Mt’ t > 0) est
une (P, Ft) marti'ngale locale si, et seulement si il existe une

-suite de FJc - tvemps dtarrét (Tn, n€ N) telle que :

a) —'Tn TOOPP.S quand _n?oo

b) ”(M{ZAT/@ ;'L'>/O) est une (P, Ft) L2 martingale pour

tout n € N,

2.~ THEOREMES D'EXISTENCE -

7

Soit ({1, F) un espace mesurable et (X, PO) un
processus de Poisson standard sur (L2, F), Soit une famille

- croissante (F_, t > 0) de sous—tribus de - F telle que :

.t’

t \

b) - (X{—f)t}/O)‘ soit une (ﬁ, F{:-) Ll martingéle.

es/s 00

719




Remargue :

On sait que <X‘t - t, t »0) est une (PO, X;C) 1°

rartingale mais ceci n'assure pas que (X't -, t > 0) soit uxe

{2y l{L) 1. martingale pour toute famille croi:zzunte (rt, t 2 0)

R t
telle que FtD X 0" Par exemple, (X - t, € > 0) n'est pas une

t+h
(P" ) Xo
une famille (Ft’ t » 0) telle que pour tout t » s, X, - X_ soit

)L

t

)martingale pour h » O, Far contre, si om prend

indépendant de F_, (X - t, t » 0) reste une (P, F,

rartingale (fin de remarque ).

Soit (A{: )t>,0) un processus stochastique défini

sur (L, F, PO) tel que :

a) - A + soit Ft— resurable et non négatif pour tout t > 0

B) - (A o b > 0) soit continu a gauche - E ps.

O}
~—
1

4 At)t 2 0) soit p,s. localement borné, clest-a-dire
tel que si on appelle Sﬁ le FJC - temps d'arrét

défini par :

.

wn

¥l

_ 'i"j’*st/)(t>m} st Xt/)t}”"}i?‘ ©

+ oo autrement

alors SnTOo Po Pe5. quand n T oo

o_o/ooo
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Théoreéme 1 :_Dans ces conditions si on définit
t
I_é ~ ,ITA*:L exp § - S</\s")ds} ()
bct o

alors pour tout T 2 O,‘ le processus <L'£AT) t>o ) est une
(PO, 'Ft) martingale St EO{L-,-}z 1. On peut alors définir une

probabilité P sur (Ll , F) dont les restrictions & ({2, Ft)

sont absolument continues par rapport aux restrictions de Po’

les dérivés de RADON-NIKODYM de ces restrictions étant

Eo§‘i"- [Ff=Lr ¢)

taT -
Théoréme 2 : (XtAr"gAS d51t>0> est, pour chague T 2 0, une

(Po, Ft> martingale locale,

Remarque : Les théorémes 1 et 2 sont prouvés dans [’]J

Le théoréme 2 dit simplement que sous la mesure P, (A £ t > 0)

est 1l'intensité du processus poirit (x, P) relativement a la

famille (Ft, t 2 0). (fin de remarque).

3.— LE PROBLEME DU FILTRAGE -

e ot e e i et (e St e g s S ey o e S e e

Nous sommes maintenant en mesure de définir le
probléme du filtrage d'un processus ponctuel dont l'intensité est

modulée par un processus markovien,

oo/ eee
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50it (X, ?o) un proceszus de Petasn

défini sur (0 s F)e
On corsidérce sur (fz y Iy ?c) ur. procontun de
MARKOYV Y = <Y1’ t 2 0) & valeure dans RL/ irziectoires contlirue
e et adnettant le rnoyau de transirior//Lo(1?)$ jdz}t)

Eig00) /Y, =] = 5 4 (2) po (s, d2)t) (8)

pour toute fonction: borélierne bornée g, On dé

R

mesures}/iofﬁ)ﬁ) par :
/Lo(ﬂ)t):Po{yéEA} )

On supposera que Y est indépendant de X  sous la mesurce P
Posons @

Y= ofY, e<s<t] (10

Fl = )gf A\ Vgt D)

11 est facile de vérifier que <Xt - t, t>»0) est

une (P, Ft> martingale.

«o/ves
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Soit une forction rnon négative ,A . (X) borélienre

n

en (t, x) et continue & goucne en t pour tout x € R

f

Supposons, en outre, quc &A . (Yt), t  0) soit localement bornée
{par exerple : ¥ est localerent borné et N (x) est localement
_ ) n -
borré pour tout x € R ), On se trouve alors dans les conditions

de validité des théorérmes 1 et 2,

On peut dorc définir un processus ponctuel (X, P)
cur (L2, F) dont (] . {Yt),‘t € 0) est 1l'intensité, Pour tout

t 2,0 lz restriction de P & (fl, Fﬁ) est absclument continue

par rapport i la restriction de P _ a (L2, F ) et :
L

Eo{jg/f:t}:’—t (12)

Dans un contexte de théorie des communications, on

zppelie Y le message et (A . (Yt),‘t > 0) le signal,

Le probléme du filtrage est le suivant : pour toute

. L . n .
forction borélienne bornée f 3 R - R trouver une expression

pour f/J(?t) =E { F()i) /x:}

4, — L'EQUATION FONDAMENTALE DU FILTRAGE NON LINEAIRE -

Avant de donner 1l'équation générale du filtrage,
nous allons montrer que sous la probabilité P, Y reste un

processus de MARKOV avec les mémes probabilités de transition
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; o - . t
que sous Po : en effet, la restriction de P a ({1, Y )

. N s \ . Lt
est égale a la restriction de Po a (ﬂ , )_’O).

Démonstration : Prenons A & YO , dlapreés 1o definition de

commre dérivée de RADON-NTKODYM :

P(A) = j L, df, (13)
A

D'autre part, puisque sous PO,X et Y sont indépendants

+
o

X Yo
g Lydfi = |\ Ly dP, dP, | ()
R AxLL ’

Le théoreéme de FUBINI donne alors

+ ){,t o-t o~l:
R (P P
Arf A ‘o

Pour Yz donné, (L

t
X
(R

er £2 0) est d'aprés le théoréme 1 une

-yt
t : X,
) )(o ) martingale telle que jLé J_fz =1 .

On a donc

ot yot . ': yoi:
S[(Lkdl{]dﬁ,, \f[SdB,X]cLPo
: A

A

H

0

1

gdﬁ, - P, (A) (1)
A

(Icfn de demonst ration)

Définissons maintenant la pseudo-densité :

U (ty ;.X: ) = E, { Ly /Xot; A =“H @)

/s
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On a le résultat classiquée suivant ¢

Lemme

Soit £ wune fonction borélienne telle que :
ESIEOIT < oo (1)
“lors : ‘

o e U ) gl

FY) = ®

g Uty 2, X ) pro(d2t)
Rr‘l

Déronstration
Par définition de 1'espérance conditionnelle :

5 A - [P0 AP, Ae XS @
A A

mais, puisque : _
EL® /RT et E{2L /X EIL /X
L‘t: O{d—}; 'Ei . o d‘% o - ol =~ o)
on obtient en effeétuant le changemént de mesure P —> Po -2

(EGFOR/xEaf = (Effon/XT E{L/X34e @
A A :

‘de méme on a- 3

§ FOR 4P = § F(Y,) Ly dR @)
A A

et par définition de l'espérance conditionnelle :

[ Ly dPe on{Hn)Lt [XS de
R ' A

S
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En corbinant les équations {20), (22), (é3) et (24), on obtient

E, L FOY) /X2
Eo{ L‘):/X:}

puisque A  est arbitraire duns Xo‘

F{FD /XY = (25)

- . . [ . . -
Pour passer de l'¢quation ‘\ij) au résultat décrit dans le lemme,

1l suffit de rééerire s

E, 4L {:(Y{:)/X:}

£, Eo L e O /X Y3 /X0 }

tf

E, { FOY) E, S Lo /XE Y /X0

EfFO U Ye, XE) /X0 § @

i

Et comme sous Pl X el Y sonl indépendants

Eo { f(\jt) U(t) \/4:) X:)/X:} =

£(z) U(t,i)xf)/io(di)ﬂ 09

Rn
De méme, en faisant f (&) = 1 on obtient :

Eo { UG Y, X0) /XS ) =
(28)

t
§ U(t) S XO )/uo(dz)t) (fin de démonstration)
R"

5. — ESTIMATION RECURSIVE -

Nous allons montrer qud -la pseudo-densité satisfait
bien aux conditions de récursivité, clest-i-dire (en termes non

rigoureux) : si on pose U, () = U (t, &, X2>’ Uy L at (2)

726




déperid seulement de Uf () et de 1la nouvelle observation
Xppde = K& =d Xy

De facon plus précise, nous avons le résultat
suivant |
Théorere

a pseudo-denzité Ut (2’:) = U(t) 2) Xot)
atisfzit & 1'équatiop :
Ulz)= 4+ g[S(A () 1) U (34) pto (dg 5 2,%)] (e Xs=ks)

e (29)

ou l'intégration par rappprt a Xt - t ezt une intégration de
STIELTJESC et

Mo(Aysj2/t) = plYV,en [Yo=2}=p{Yen/Y==]

Dérmongtration @

Nous commencerons par remarquer dque
t
L, = TT )y, exp {={(2s-1)ds | od X525 (Y,)
t 4t o (31

peul s'écrire sous la forme :

t
Lo A+ { Ly Ogmn) (X5 =) e

On peut supposer gue toutes les quantités dont on
considére l'espérance conditionnelle sont intégrables : on
stoppera au besoin par Sn le premier instant ol At (Yt)

dépasse le niveau n, On a alors ¢

L] = 40 B ke D)/ W i)

° cofons ()
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£, $Le /Xy, Yo} -

(33)

s Eo’iLh_(AL‘.(Yﬂ)ﬂ)/X:,VtS
i g E5L (O 00-E Y, }ds

Dtautre part 3
E (L (3 - Y /XENY = B {Le O 00-0/%0 ) X, %]
(34)

: t . 5
mals -comme, sous' la mesure PO Xs est indépendant de Xo Vyo

S
et de Xo V\/t le premier membre de (34) est égal a :

E{ Ly (500 -1 /X, ] ()

Compte tenu de l'indépendance de Y et de X et du fait que Y

est un processus de MARKOV, pour tout s £ Tt, Yt est condition-

nellement indépendant de XDVYO étant donné Yg. Llexpression

(35) se transforme alors de la facon suivante :

E il (0 -1 /X2 Y 1 =

E, {E YL /Y Y XS0 0)-1) /Y, X} =

EE LU /Y X3P (s () -1) [ Y, X} (3.
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Comre yS =>’$_ et X::V X:-k on a:EOCLﬁ__/Y_",Xf): Ut_(Z)
ko .
d'ov f:‘nal.ement:
FOL_ (0%) -1/ Yi=2, X'} -

E; (O (Og)=1) U (%) / é;zz.xjg -

S (X, (1) -1) Uy (4) o (dy 0/ 2,2) %)

ce qui reporté dans (33) donne finalement :

Uk(z):\'l-r j[ (),(})—’4) Us_(y) fro(dy,a [2,t) J(dX,-ds)
| R™ | (=38)

o

(fin de démonstration)

6, - APPROXIMATION DES EQUATIONS DE FILTRAGE -

Une équation telle que (38) permet de calculer en
temps réel une valeur Ut () et _1_’ens‘emble des valeurs de
U, (Z) pour Z € Rn‘ permet de calculer l'estimation E{f(}'t)/x-':%
pour toute fonction borélienne £, Au po:mt de vue des calculs,
il faut donc en principe connaltre ( U (2) 2€ R ) ce qul
n'est pas praticable, sauf dans le ,cas, o Z mne prend qu'un
nombre fini de valeurs {2,,-.-. )ZB} auquel cas (Ul: (Z)).Zé Rh)

devient un vecteur ( U& (Zi)) L=Aa K}

00/000
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Cependart, L1 exizte un ¢z =irple ou f (Y‘L>
cllo—r8ue noticf 00 ure fuu o tion ricur-ive, lour tralterons cot

exerple et nous utiliseron  1'1ddée de base gqul pormet dlobienly

I'Crusuion réaoursive, Lour i

wpprochdes qui metilent er jeu £ (Y )

1tivter:&di Jire de (U\l; (2‘-)) Ze Rh)

Exerple 1 : Taux exponentiel décroissont,

Cet exemple o un anzlogue en théorie du £iltr.ge
i'un zigrel markovien mélangé de facon additive & du bruit blunc
rézolu dons ce can par B, WONG (cf, » p. 238), lous

sdgptors ol la solution domnée par E, WONG z2u probléme du

filtroge des processus ponciuels

On pren:’i>\ CZ) =exp (-7t ) et VYV, =7 ou Z
L

cot une variable aléatolre de distribution F,

Posons o

Z, - ESz /X% (39)

t

on 2 d'iprés 1'équotion fordamentale du filtrage non linéaire

A S z U () F(dz)
Z-E = e (LI'O)

JW U, (z) F(dz)

. - o

+ t '
Ué(z) = exp {—ZSSCLXS ~§(EXP (-zs) -1) ds } (&)
© e/ e
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+00 .
t
v(t,x) = exp {-Zx -f(exp (-2s)-1)ds E F(dz) (42)

et

-+ O ‘& .
K(t,x) = w': §[~2exp{—2:c~§(exp(-25)—4) ds}F(o’%)

0z ~ 0o ° (h%)
A t t
d'ov Z, = ~ R [ sd%) /v (k, (s ax,) | (1)

ce gqui ect bien une Cquation qui donne zzk er. temps réel,

Bien gque le czs d'un taux exponentiel décroissant
soit un cas intéressant en pratique, nous ne rencontrons pas une
telle =itustion idéale duns des problémes dlectimation de
vairicbles aléatoires modulant un processus porctuels, Il faudr:

alors recourir & des approximations, Ces approximations obéissent

au méme principe de bzse gue celui de l'exerple traité ci-dessus,

Exemple 2 : Filtrage approché,
Supposons que 1'intensité du processus ponciuel soit
une viriable aléatoire 2 positive, de distribution F, Soit £

ure fonction borélienne telle que @

E{lf(@2)]] ¢oe | (45)
| v ees
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et notong :

ﬂz) - E{f(z)/x f (be)

N < . . s . . e /
on a d'aprés 1l'¢quation générale du filtrage non linéaire \19) :

N Z
) - g_wﬂzwgz)m ) -
(" U,z Fldz)
t
Ut(Z) = 4.+5(Z—') Usd(z) (d Xs—ds)
= exp{X &3} —(z-0t} (48)

Jupposons que 7  ait un domaine borné dans lequel f (Z) admette

un développement

. kK n
fz) = a, + = anllgz) + roe (49

ol
[re (2) ] ¢ =, of limg, zo (50)
Koo
81 on pose ¢

+oo

v(t,x) = 5 exp [(-xtgz) ~(z-1)t ] F(d=) (51)

- oo

‘oo/ooo
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v (t, ) _ 5(-%z)nexp{—x&?f¥ —(2—4)-1:} F(dz)
dx" N (52)
alors @
5 v (L, X
/\CK) 2 ('”'l)nqn .axn} ’k) (53)

SN
approxime a & prés’ ﬂ (Z) .

7« — COMMENTAIRES ET CONCLUSTONS -

L'analogie qui existe entre le filtrage d?un signal
rarkovien mélangé de facon additive & du bruit blanc (SMBB) et le
filtrage d'un signai markovien modulant ﬁn‘processus ponctuel
(sMPP) a été remarquée au niveau de 1'équation (33) par

o, .
D.L. SNYDER dans ['3 ]. La dérivation des équations .récursives
qui est donpée dans cet article rend cette analogie formelle plur
profonde puisqu'éllé est une adaptation pure et simple de la
dérivation des équations de filtrage dans le cés SMBB[-S] « Des
analégies encore‘plus intéressantes se dégagent lorsqu'on étudie
les processus ponctuels en prenant le point de vue de la théorie
des martingales [1] « En particulier, le modéle mathématique

pour un signal () t ;LO)'modulant un processus ponctuel,est

t?

e sulivant

a./.l.
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o et un procencus de

t
cornt e X tel gue :(XL—S,stS) f}o);oIL une (P, PT> marting..le
— o

. - . B (e “ . -~ PR . s - N .
Too lo, ol [FY 2,0) et une milie crolincowmte de zouns—trlius
1

gy e ) N cit o Fo- out 1 > O,
Le modéle tLdque pour un UQJK)J, th)
&) jG o de fhgon additive 3 oun Lrultc blane oot s

t
que 1 (X, —'g A L ds, t 2_0) 0L UM mOUVement

brovrlen relstivement &4 (P, Fr) o (Ft,'t > 0) ost une £smille

© - wooursble pour toul t, Or, un théordére de KUNITA ot WATAIALE

que pouvr le procorssus contiru W

Py Ft> ~ mouvement bromicr., L1 faul ot 11 cuffit que

, U 20) et (wt - i, t »0) solent des (¥, T

N

Un théorére =ralogue. & celui de KUNITA WATANARE et

G0 2 WATALABE [Z}]est d'.illeurs valable pour les procecscus de

ce dqul renforce encore 1'za

2logie formelle, En fait,

toute une théorie peut Sire développlée et ce nouveau point de vue
conduit & un grand nombre de résultats dlintérét pratique, ’
L'exemple du filtrage montre bien que la caractérisation des

processus ponctuels en termes de martingales est trés adaptée

doi'Ctude de problémes dynomiques, par opposition du point de vue

oo/e.o
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] i est nlus sdeptée wux problémen

de 1: thdorie de 12 mesure qud

stationniires,
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