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RESUME

La modélisation de processus dynamiques soumis d des en—
trées aléatoires stationnaires et observés de fagon imparfaite con—
duit 4 définir les paramétres du processus et surtout les statis-—
tiques dee bruits. Pour les problémes traités en temps réel les al-
gorithmes d’zdentzf%eatzon stochastzque sont délicats a appliquer.
Sous certaines conditions il est possible de déterminer une borne
des covariances des erreurs d'estimation entraindes par les erreurs
de modélisation. L'étude des propriétés du processus d'innovation
permet également de développer des algorithmes assurant une conver-—
gence rapide des paramétres du modéle vers ceux du processus objet.

Une application est présentée relative aux problémes de tracking
d'un mobile manoeuvrable. :

SUMMARY

The.modeling of dynamical processes with statzonnary
random inputs and observations contaminated with notise neede to
define the parameters of the procees and the statisties of noises.
For real time problems stochastic zdenttf%catzon algorithms are
dsz%cult to use. Under some conditione it is possible to deter-
mine a bound to the covariance of the estimation errors caused
by modelisation errors. The studdy of the properties of the inno-
vation process gives algorithms assuring a fast convergence of the
model pavameters to those of the objet process. An application is
given for manned maneuvring vehicles.
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MODELISATION ET IDENTIFICATION DES
SYSTEMES LINEAIRES STOCHASTIQUES

C. BOZZ0 - W. LEGRAND

INTRODUCT ION

Quand on "applique un filtre de KALMAN-BUCY 3 un systéme
linéaire, on doit spécifier les matrices décrivant la dynamique du
modé&le (& , T' , H), les statistiques des bruits (Q , R) et les
données a priori (20 s> P(0)) . Puisque le modéle du systéme est,
en général, une approximation d'un systéme physique, les valeurs
des param@tres intervenant dans le modéle et les statistiques des
- bruits sont rarement exacts : le mod&le du systlme qui gert a &la-
borer le filfre différe du systéme réel qui génére les observatioms.
Dans certains cas, une telle approximation est volontaire. Par exem
ple, on peut désirer utiliser un modéle de plus petite dimension
que la dimension du systéme ré&el pour gagner en vitesse de calcul
et en simplicité. ‘

E Dans beaucoup de cas, lés données a priori ne sont pas
connues avec précision et sont spécififes arbitrairement pour démar-
‘rer les calculs. Aprés un nombre suffisant d'observations, les don-

nées a priori sont éventuellement oubliées.

11 est clair qu'un modéle inexact dégrade les performan-
ces du filtre et peut, &ventuellement, le faire diverger. Il est
done important, lorsqu’on &tablit un mod@le, d'é&valuer les. effets

sur les performances des différentes approximations effectuées.

Un test est proposé pour voir si les valeurs estimées de

Q et de R et donc du gain K', sont correctes.

Soit le systdme x(k+l) = & x(k) + I w(k)
‘ . (D
z(k) = H x(k) + v(k)

oi w(k) et v(k) sont des bruits blancs gaussiens non corrélés

de moyenne nulle et de variance Q(k) et R(k) respectivement.
Sbic‘ u(k) 1'erreur sur la mesure prédite que 1l'on dé-
finit ainsi :
u(k/k-1) = z(k) - H(k) R(k/k-1)

= z(k) - 2(k)
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En posant x(k) = x(k) - %(k/k-1)

on obtient u(k/k-1) = K(k) x(k) + v(k) A u(k)

ol R(k/k-1) est 1'estimBe de 1'&tat x(k) basée sur les observa-

tions 2z = 2z(1)... z(k-1)

Si 1'on considére 1'espace vectoriel A Jeprésentant
j2) rep

les informations disponibles & 1l'instant< t, fournies par les me-

k
sures z(l) .... z(k) toute estimation 1lindaire faite 3 partir de

ces mesures appartient 3 A .

‘La variable aléatoire x(k) peut etre décomposée en la
. — %
somme de sa projection orthogonale x(k) sur A et =x(k) ortho~
gonal & A , cette décomposition &tant unique dans le cas d'un f£il-

tre optimal fonctionnant sur le modéle identique & 1'objet.
La minimisation de la variance. EE%(k) - ﬁ(ki]z donne
1'estimation de x(k) égale 2 x(K) .

u{k) est une somme linéaire de variables aléatoires
gaussiennes qui est donc un bruit gaussien dont on peutcalculer la
corrélation et la variance.

. - 7y . y o~ P -
ng(k) UT(J)] = H E|x(k) Z(J)] - H E{x(k) xT(Jlrl)]HT
soit Elu(k) uT(ji] =
et Elu@) o) =P E 4R

P &tant la covariance d'erreur d'estimation optimale,

Ces résultats montrent que u(k) est un bruit blanc gaussien. Eﬂ

2. - CALCUL DES MATRICES DE COVARIANCE D'ERREUR REELLES
ET DU FILTRE SOUS-OPTIMAL

En fait, ia modélisation du systéme conduit & :
x(k+1) = ¢ (k+l,k) x(k) + T (k) w(k+l)
- c - c - _
(11
200 = H_(K) x(k) + v(k)

dans le cas tout & fait gémnéral, w(k) et v(k) &tant des bruits
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- |
blancs gaussiens non corrélés de moyenne nulle et de variance res-

pectivement Qc(k) et Rc(k) .

Si 1'on suppose qu'il n'y a des erreurs que sur les ma-
trices P(o) , R et Q , la matrice P n'es; plus la matrice de
covariance d'erreur d'estimation correspondant au filtre optimal
(modéle identique au systéme physique : objet). :

On peut crire dans le cas optimal PopttzE Q(k) gT(ki]
avee X(k) = R(k) - x(k/k-1)

l T T ~1 I T T
= - + +
Popt ¢ Popt Popt H (H Popt ! R) H Popt ¢ rqgr

— : -1
T‘ T ;
] -+ .
Kbpt Popt H |H Popt B R

Dans le cas du filtre &laboré a partir du mod&le dont

les matrices Qc at Rc sont différentes de celles du systime

physique, la matrice P est définie par :

PR = B [r0) - 20/19] [x00) - 20/0]T

soit en régime asymptotique :

T T .~ T T
Pcaé[Pc P H(EE H +R) HPC]Q +TQ T

_l
K =P HT(H P HT + R)
] c c

Pour ce filtre sous-optimal, la matrice de covariance

- d'erreur d'estimation réelle est :

P =E [x(&) - 2(&/K-1)] [x(x) ~ R/-1)]

g(k/k?l) étant 1'estimée de 1'&tat fournie par le filtre élaboré

8 partir du modéle et x(k) 1'état réel.

On montre [2] que les, équations caractérisant Pa_SOnt:

P(ks1/K) = 0 P_(k/K) 8% + (k) QU+1) T (k)
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" ,
P_(k/K) = [I-K (k) H(k)] P_(k/k-1) [1—1( (k) H(k)] K _(K) R(K) K- (K)
a c a e c c
Q et R correspondant au modéle optimal.
En régime asymptotique, on obtient 1'équation suivante :

Kz @T + T Q YT

T
P=@[1—K1ﬂP[I~Kf§®T+@KR
a . c a c [

On peut remarquer que z(k) n'est plus orthogonal &

‘z(j) et que El?(ki] n'est plus nul.

On peut calculer comme dans le cas du filtre optimal la

corrélation de la séquence u(k)

avee u(k) = H ¥(k) + v(i)

On obtient dans ce cas

EEx(k) uT(k—i)] - HE&(I - K n)]' @[Pa 5 - R (5P B o+ R):I

Elua(k) uT(ki] = B Pa HT + R
. La séquence aléatoire u(k) est stationnaire, gaussieh~

ne mais von blanche.

- 11 faut alors s'assurer qu'a un couple de valeurs [@ ,Ig

correspond un couple de valeurs unique de K et de P .

3. - RECHERCHE D'UNE BORNE POUR P_ (k/k)

On d&finit  EGe/I) A P (K/K) - P_(k/K)
EQk1/1) 8 B, (k41/K) = B_(kt1/10)

ce qui donne -

B(kt1/K) = 0 Ckt1,k) EC/K) 87 (k#1,K) + T(R) o) - o Ger1Y] 170

et

E(k/k)= E[—Kc (k)H(k)] E(k/k~1) [I—Kc (k)H(k)] Tﬂ(c (k) [ii(k) R (k)] Ki (k)
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Supposons que Q(k) < Qc(k) , R(k) < Rc(k) pour tout k.

Alors, si E(k/k-1) < o, les relations précédentes mon-

trent que E(k/k) < o, et E(k+l1/k) < o, ce qui entraine :
Théoréme 1

Si  P(o) < Pc(o) et Q(k) < Qc(k) , R(k) <« Ré(k) pour tout k ,

alots'Pa(k/k) < Pc(k/k) et Pa(k+1/k) < Pc(k+1/k) pour tout k .

Les cons@quences de ce théoréme sont les suivantes : bien

qu'on ne dispose pas des vraies valeurs P(o) , Q(k) et R(k)

. ,on peut souvent faire des estimations prudentes de ces quantités.
Dans ce cas les variances réelles d'erreurs d'estimation sont bor-
_nées par les variances calculées,@laborées comme partle de la so—-
lution du filtre sous—optimal. En fait P (k/k) peut etre calculee
a 1'avance pour déterminer si les estlmatxons,prudentes faites de

P(0) , Q(k) , R(k) donnent des performances correctes pour le fil-

tre, ou si des estimations moins prudentes sont désirables.

Corollaire:

Les hypothdses sont celles du théoréme 1. De plus, on .
suppose que le modéle du systéme est uniformément complEtement
observable,et‘uniformémenc compldtement commandable. Il existé
élprs un entier N > o tel que Pa(k/k) goit uniformément bornéA

(supérieurement) pour tout k > N.

4. - MODELISATION DU MOUVEMENT D'UN MOBILE

Considérons le probldme qui consiste 3 estimer les posi?‘
tion, vitesse et accélération d'un mobile manoeuvrable poursuivi
par radar. ’

La solution la plus simple dans le cas lindaire consiste

3 utiliser un filtre du troisidme ordre péﬁr chaque coordonnée.
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On peut alors faire 1'hypothése de découplage statistique entre

les trois coordonnées (cartésiennes dans le cas envisagé).

Le mod&éle présenté ici [3] consiste en une accéléra-
tion corrélée exponentiellement exprimée en terme de bruit blane

par la méthode de Wiener - Kolmogorov,
L'équation de mouvement peut s'écrire :
iE&(n)} - L@+ we
dt T

ol w(t) est un bruit blamc et T 1la durée de manoceuvre du

mobile ce qui donne la représentation d'état :

0o 1 o |
() =10 0 1{ X(&) +{ 0| W(e)
0 0 - 1 ’
’_X
avec X{t) = { %
| x

et l'équation de mesure 2z(k) = H X(k) + v(k) avec H = [}, 0, d}
ou vw(k) est un bruit blanc de variance R(k).
T é&tant la période d'échantiilonnage la discrétisa~-

tion de l'équation d'état précédente donne :

-y

- .
1T —%- (~14aT+e 1)
a
X(k#1) = | 0 1 1 (=D X(k) + w(k) (111)
[}
0 o o

e -

oi a = %— et w(k) wun bruit blanc de variance ZuUé.

5. - EQUATION DY FILTRE ET SENSIBILITE

Les équations du filtre de Kalman-Bucy s'écrivent Eﬂ

P(k/k-1) = &(k,k-1) P(k-1/k-1) & (k,k-1) + Q(k-1) )
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T T -1
K(k) = P(k/k-1) H(k) {:H(k) P(k/k~-1) H(k) + R(k) ] (2)
P(k/k) = P(k/k-1) - K(k) H(k) P(k/k-1) (3)

L'équation (1) donne :

5 P
K, | ={¢» !
2 21 ?,, (/1)
, R
X3 P |
h (k/k-1)

L'équation (2) donne alors :

52 P P, P P ] ;
_ 1 11z nfis 3
2
P(k/K) = P(k/k-1) = . P.P.. P P, P M
Pxx(k/k“)+°nz 21711 By 12713 *)
P _P.. Pp..P.. P2 .
_].:S i1 14 13 i3 d(k/k-1)-

. L'équation (3) domme P(k+l/k), la matrice & &tant

défine par 1'&quation II1 et si on appelle Sij les termes de la

matrice obtenue en (4) on a par exemple :

1 -aT -l
Pll(k+l/k) = s11 + T 521 + Eia[:1+aT+e ] 331 + T s]2 +T°§

2 L™ 5, oo™
+ a7 1+aT+e 832 + ) 1+aT+e

22

_l_.[; ~a?]
S13 + T Sz + g rltaTre 7] S35 +qpy

¢

2
, o - 3.3
avec qil = -%—'{}-e zaT+2mT+ 3232_ - 2¢2T2 - AaTve_a%]

a
: Le filtre est initialisé par les deux premilres mesures
z(0) et 2z(l) ce qui donne : X(1/1 = z(1)
/1 = z(l);z(o)

23 On peut alors &laborer l'erreur d'estimation qui résul-
te de l'initialisation du filtre.

e
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On obtient les termes non nuls :
P (1/1) = o2 (5)
11 R
2
°r
2 2
, 20 o} 3.3
PG/ = e 8 2 - 0% s 2 BT - pe0T - 7
22 2 4 2 3
T aT .
- 2aT e“mT:l'
2
cQ -~aT
P (/1 =2} e + aT - 1 {8)
23 2
o T -
P, (1/1) = o2 (9)
33 . Q
Les &quations (5) i (9) montrent que pour o, T,
P 1/ o2 -
GQ fixés ——5—— sont fonetion du rapport ~§, done aussi les
) GR U.R
P, (er1/k) oé
S,. initiaux et en conséquence on a N IR - T, o
ij , “é ol

6- = VERIFICATION PAR SIMULATION DU THEOREME 1

Dans le cadre du probléme de tracking, on se place en
simulation dans le cas oil Pa(o) < Pc(o) . Qa(k) < Qc(k) et
Ra(k) < gc(k).

Deux programmes ont permis d'obtenir 1'évolution de
la matrice de covariance de l'erreur d'estimation, en fonction du
temps,dans les trois cas suivants

Filtre sous optimal correspondant au modéle

Filtre réel correspondant au "systéme réel"

Filtre optimal.

La figure (1) montre l'évolution en fonction du

temps de la variance d'erreur d'estimation sur la posgition du
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mobile o By o = B [G)x(9) (x(0-x)T] ap,

Plicger °“EF [CX(k)-x‘(k)) (x(k)'~x(k))T] AP,

P11 calculs = F [(x(k)“x(k)) (x(k)~x(k))T] AP

- On constate que Pll < Plla'< Pnc et le théoreme est

donc bien vérifié.

7. - NOUVEAU TEST D'OPTIMALITE DU FILTRE DE KALMAN-BUCY

Un programme a permis d'@tudier la sensibilité de

P..(kt1/K) o :
A aux variations de Q t T f£i
5 » —5 pour o e ixes |, en
0R O'R . .

particulier la sensibilité des composantes correspondant auvgaiﬁ K
du filtre. ‘ ‘

Les courbes obtehues-sbnt représentées sur les figures
(2), (3), (4). On peut alors &tablir des tableaux du type de celui
représenté ci—dessous ot figurent une composante du gain en fonc-

tion de 02 et de 02

Q 8.0
02 .
,\’¢ 20 40 60 80 100 120
GR L. .
20 | 0,211 0,235 0,246 - 0,251 0,260 0,265

40 | 0,135 0,21 1\‘0,235\\:0,245

60 | 0,151 | o.211 . ~0.235

80 \,én

100 \,211

120 0,151 0,135 E:_li:l
LRl
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T = {0 s K

On constate qu'il existe plusieurs couples de valeurs de
q P

Og et de dé donc de R(k) et de Q(k) qui donnent la méme va-

leur de KI . De plus les valeurs de R et de Q vqui donnent les

mémes valeurs de Kl donnent aussi les mémes valeurs de K2 et de
K, .
3

o 2
. Par contre a chaque couple o donc Q et R cor-

02
T Q R
respond une valeur différente de HP H + R .
On peut modifier le test proposé par Mehra Dﬂ ; si on
appelle A 1'autocorrélation E[u(k) UT(k~i) on peut s'assurer
que les éléments diagonaux de Ao et H Po HY + Ro différent de
. . . T -
moins de * (a/vYN) mini (Ao R B Po H + Ro)ii ol Ro et Qo sont

"les derniéres estimées de R et de Q . Po la valeur de la matri-

ce de covariance d'erreur d'estimation correspondante, N le nom-
bre d'échantillons. Le test est vérifié si on utilise & la fois le
test proposé par Mehra et ce nouveau test et si le nombre d'incon-
nues dans Q est inférieur au produit de la dimension de 1'état et
de la dimension de la mesure comme le précise Mehra ; alors il y a

une transformation biunivoque entre (K, H Po HT + Ro) et (Ro, QO).
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8. - CONCLUSION

La situation dans laquelle Pa(k/k) est bornée par
Pc(k/k) est particuliérement int&ressante. Dans ce cas la minimi-
sation de Pc(k/k) entraine la minimisation de Pa(k/k) qu'il
n'est pas possible d'atteindre directement mais qui représente en
fait la covariance réelle sur 1'erreur d'estimation. Or Pc(k/k)
ne dépend que des paramétres intervenant dans le modéle (dynamique
et statistique des bruits). Poqr minimiser Pc et donc P_ , on
peut utiliser différentes méthodes et, en particulier, introduire
la notion de sensibilité qui permet de mettre en évidence les para-

métres sur lesquels il faut agir.

Outre ce test d'optimalité du filtre de KALMAN-BUCY, les

courbes de sensibilit& ont permis d'8laborer un filtre de KALMAN

adaptatif 3 gain précalculé (figure 5) ol la variance og est es-

timée en temps réel [5].
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