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RESUME

.

On rappelle les diverses possibilités de caractérisation

d'un jiltre aldatoire , d paramétres variables, liées
en particulier & ['étude de la statistique au second
ordre du " .tre. On introduit un modéle de filtre aléa-
toire ~popelé "milieu réverbérant” comme faisant corres-—
ponure au signal d'entrde une somme d Bchos, retardéds

et comprimés dans le temps,de fagon aléatoire.

Enfin own aborde le probléme de l'estimation optimale
—au sens de l'erreur quadratique moyenne - du signal

d'entrée aprés passage dans un milieu aléatoire du
type Dtudie.

SUMMARY

CHARACTERIZAICE OF A RAYNOM CHANNEL BY MEANS OF A MODEL

0 A RANDOM.,Y TIME VARTIANT FILTER.

We rvrecall dijjerent yosoibiZities of characterizing a
randow channel with varying parameters, mainly in con-—
nection with the °e=ona oraer statistics of the channel.
We bring in a mocel o] rancom filter called "reverberant
channel, 4 fjroﬁ'fo itransiorm the input sagwal into a
sum oj rannovzy delayed and time—-compressed echoes.

We then approach the problem of optzmal eotzmatﬁon - in
the sewnse of the mean square error — o] the znput signal,

ajfter crossing of a random channel of the type described
here above. :
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FPV

FAPV

NOTATIONS

quel que soilt

Produit de convolution
Transformation de FOURIER
Distribution de DIRAC
Conjugué de X

Intégrale sur l'espace réel a
Filtre a4 paramétre variable

Filtre aléatoire & paramctres
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CARACTERISATION D'UN MILIEU DIi TRANSMISSION ALEATOIRE
PAR UN MODELE DE FILTRE ALEATOIRE VARIABLLE AU COURS DU
TEMPS. -

INTRODUCTION.

I.'étude des {iltres aléatolres A paramétres

variables au cours du temps [ 1, 7, 12 ] conduit & ca-
ractériser ceux-ci par un certain nombre de réponses

(temporelleé ou fréquentielles) aléatoires et évoluant
au cours du temps ; en fait, le milieu étant aléatoire,

les fonctions de sortie seront également des fonctions

2]

aléatoires du temps et la connaissance des propriétés

Ui

ot

job}
!

. . - - 3 ~ o~ A S A+ A
tatistiques de sortie exige celle des propriétés

[9¢}

ct

istiques du milieu, i. e. celle de ses différentes
réponses. ’
Souvent on se limitera & une é€tude au second
ordre, et les renseignements sur-le milieu seront alors
la valeur moyenne et la covariance de chacune des
réponses du milieu. Etant donné la nature du milieu,

la statistique au second ordre des fonctions de sortie

n'est en fait exploitable que si 1l'on suppose un certain-

nombre de conditions sur les moments des deux premiers
ordres du milieu : ce sont alors les hypothéses connues
de "WSS channel' (milieu stationnaire au sens large)
"us chgnnel” (milieu non correlé&) et "WSSUS channel"
(milieu non corrélé et stationnaire au sens large),
dont nous mettons en évidence quelques propriétés. La
"fonction de diffusion" du milieu s'introduit alere, et
conduit 4 interpréter celui-ci comme faisant corres-
pondre au signal d'entrée une combinaison de signaux

résultant du signal d'entrée affecté en temps et en
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"fréquence'.

Ceci nous a conduits alors 4 envisager un
nouveau modcéle de svstéme aléatoire d paramétres varia-
bles au cours du temps, décrivant de facon nlus exacte
un milieu effectivement formé de beaucoup de particules
"réverbérantes'',i.e. qui renvoient le signal cen le re-
tardant et en le comprimant effectivement - donc un
modéle qui s'apparente plus a celuil de FAURE et par
ld-méme, décrivant peut €tre mieux un milicu comme le
milieu sous-marin : nous avons appelé ce modcle le
"milieu réverbérant'. On montre alors gque 1l'on peut
dgalement lui associer une fonction de diffusion et la
"mesurer'" avec les mémes techniques que dans le cas

classique.

Enfin, dans le cadre de 1'étude de la trans-
mission d'un signal dans un milieu aléatoire et a para-
métres variables, nous nous sommes posés le probléme
de la reconstitution optimale - au sens de l'erreur
moyenne quadratique - du signal original lorsqu'il

a été 'perturbé'" par le milieu.

1. DESCRIPTION ET PROPRILTES DES FILTRES ALEATOIRES A
PARAMETRES VARTABLES (FAPV).

1.1 Filtre a paramétre variable (FPV).

Un tel filtre ‘est décrit par une équation différentiel-
le a coefficients variables et peut &tre caractérisé
par une réponse impulsiennelle a deux variables t ct

£ , soit g(t, £), réponse & la date t a une impulsion
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—
émise & ‘secoﬁdes avant t : ceci signifie qu'a un
signal S(t) le filtre fait correspondre par superpo-
sition linéaire

w(t) = [sce-5) gt,0) de M

g(t,&) est la réponse bitemporelle du filtre. La nota-
tion (1) a 1'avantage de suggérer un modéle équiva-
lent du filtre FPV, dit '"modéle de ligne a retard a

pondérations variables au cours du temps'.

Le TPV peut, de fagon tout a fait Cquivalente,
8tre caractérisé par une réponse bifréquentielle, ou
encore par une réponse temps—fréduence obtenue en
prenant une transformée de FOURIER de g(t,g&) soit-
vis-i-vis d'une variable, soit de l.'autre. Des modéles
différents du FPV peuvent alors étre mis en évidence
[3]. De toute facon, chaque réponse du systeéme contient
toute l'information sur celui-ci, la connaissance de
1'une d'entre elles entraine la connaissance' de toute

autre.

Nous nous intéresserons a des FPV physiquement
réalisables, i.e. g(t,&) est réel,et nul pour £ <0 .
Supposons que g(t,g) admette une transformée de FOURIER

~vis-a-vis de t :

D) = [ TPV gree) at @
R
(1) stécrit alors, avec U(v,E) = U*(—v,g)
W(t) = JJ S(t-£) U(v,E&) eZiTwt dvdg (3)
R2 '
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La forme (3) a l'avantage de sugglrer le schéma
suivant, particuli@rement parlant lorsqu'il s'agit d'un
milieu tel que le milieu marin, ol l'on admet que la
réponse 4 un signal X(t)  est une somme d'échos &lé-
mentaires "renvovés' par tous les éléments mobiles et
immobiles du milieu. L'interprétation se fait alors en
considérant que si S(t) est le signal analytique
associ¢ a X(t), chaque élément diffusant ¢t mobile ren-
voie un écho élémentaire retardé de & et affecté
d'un "doppler" v ; le terme U(v,£) repnrésente alors
la pondération correspondant a 1'écho du type (v.&)
i.e. la "quantité de signal' affectée de retard & ct

de doppler v .

Cette interprétation permet de reprisenter le
milieu de fagon plus sensible : il ne faut toutefois pas
oublier que la formulation (3) est valable b/ S[t)’ réel
ou complexe (seule 1'interprétation donnée ci-dessus
exige que S(t) soit complexe : nous en reparlerons

au § 2.).

1.2 Filtre aléatoire a paramétres variables (FAPV).

Le filtre ci-dessus devient aléatoire lorsque
g(t,£) est une fonction aléatoire ; nous entendons par
14 une fonction de deux paramétres t et & , lice au
résultat d'une épreuve, la catégorie d'Cpreuves restant
a définir. Dans le cas du milieu marin, les paramctres
gui régissent la loi d'évolution du milieu sont telle-
ment nombreux et impossibles i connaitre narfaitement,
aue 1'on peut considérer ague d'une émission a l'autre
(d'un point de vue spatial, ou temporel, par exemple)

la configuration exacte des élémenrs Jitfusants du
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milieu a changé tout en conservant des lois générales

identiques.

Dans ces conditions, méme lorsque le signal d'en-
trée S(t) est certain, la sortie W(t) est elle-méme
‘fonction aléatoire du temps. Le filtre aléatoire FAPV
sera défini par les propriétés statistiques de ses

différentes réponses, g(t,&) ou encore U(v,§).

Il sera en général trés difficile d'atteindre la
loi N-dimensionnelle du milieu : un certain nombre
d'auteurs supposent par exemple le filtre '"gaussien"
[4#]. Ici nous ne nous intéresserons qu'aux propriétés
statistiques du second ordre des fonctions de sortie
et nous nous limiterons donc & 1'étude des propriétés
statistiques du second ordre pour g(t,&) et pour
U(v,E). |

Le milieu sera donc caractérisé par
E{U(v,8)} et E{U(v,5) U (v ,e" )}
1'espérance étant a prendre sur les diverses réalisar

tions de U au sein de la catégorie d'épreuves dont on

a parlé ci-dessus.

I1 est 3 signaler ici que souvent on néglige 1'€tu-

de du premier ordre du FAPV. Cette valeur moyenne
E{U(v,£)}= mU(v,i) est cependant tout a fait fondamen-
‘tale, comme donnant les propriétés moyennes de la
fonction de sortie et il n'y a vraisemblablemént aucune

raison pour la supposer nulle.

La relation (3) permet d'interpréter le FAPV comme
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R
la combinaison paralldéle d'un filtrage déterministe, 4a
paramétres variables et d'un filtrage aléataire du méme

type

W(t) = Wi(t) + Wo(t) = LIW(t)I+ W, (t)
ou

Wi (t) = JJS(t—é) my (v, €) 21TV guar (4)
et

Wy (t) = J'rj’:rS(_tw,) {J(‘v,?) oot duds

avec U = U—mU

LLes propriétés statistiques de la fonction de sor-

tie sont alors

E{l\](t)} = Wl (t) car E{Wp_ (t)} = O

On voit donc que, dans le cas général, W(t) n'est pas

stationnalre au premier ordre.

La covariance de la fonction de sortie est
. o . \ ¥ 41{ v, .y
lw(tvgg—h{W(tQN(tQ;= S(t;g)S(t;E)h U(v,E)u(v,8) -
4

GZiw(vt;dtgdvdvhgdé

qui est également non stationnaire dans le cas général.
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Si le signal d'entrée S(t) est lui-mémc fonction

aléatoire (4.a.) du temps, supnosé alors stationnaire,

de valeur movenne mg et de covariance ?q(r) , et
indépendant du filtre, les pronriétés statistiqgues de
W(t) correspondent aux espérances prises sur les diver-

ses réalisations du signal et du milicu

2imvt

E{W(t)} = mg (J mU(v,i) e dvdg (6)
J .

7
’ B X * 21 - ¢ o’
th(ts,t.):jl“s(t,—t;i—g)liill(\),?,)U(\)’,g')}e 1T VBV guavasds
R (7)

1.3 Etude du FAPV au premier ordre.

Un certain nombre de cas particuliers sont intéres-

sants a4 mettre en évidence

Si mU(v,E) est de la forme K,(v)S(§) , ou m_(t,§

de la forme Kk, (t)S8(%) avec K;(v)== k:(t) , aTors

S(t)

EIW(t)} = S(t) ki(t) —+—(?—>— E Wity  (8) |
ki (t)

La FAPV se comporte, en moyenne, comme un multiplieur

vis-d-vis du signal d'entrée ; le facteur de multiplica-
tion est 1l'espérance de la réponse instantanée du filtre
a 1'impulsion d'entrée (le filtre réagit et revient 2
zéro de facon trés rapide) E{W(t)} ne sera station-
naire que si .S(t) est elle-méme t.a. stationnaire et

centrée : alors W(t) sera elle-méme centrée.
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b) Filtre permancnt _cn movenne.

Si mU(v,E) est de la forme K2( &) §(v) , ou mﬁ(t,i)
de la forme K,(&) , le filtre, en moyenne, n'estbplus

A paramétres variables. On retrouve 1'¢quation de convo-
lution entre entrée et {iltre moven pour la valeur

moyvenne en sortie

S(t) BLw ()}

ELW(t) ! = (S(&) = Kz (%) )[f) LK.

(9)

D'une réalisation 4 l'autre, cette réponse peut ¢voluer
mais, en moyenne, le filtre est "homogéne'" ou ''permanent'.
E{W(t): sera stationnaire si S(t) est elle-méme f.a.

stationnaire.

c) Un cas particuller simple est le cas de b),

_______ | it hafsioa i

E{w(t)} = S(t).X

et le filtre se comporte en moyenne comme un amplifica-

teur permanent idéal de réponse impulsionnelle Ké(t).

d) Mesure de cette valeur movenne du filtre.

e e T e e D e el e ol e e e e - —— e e e et e e e —

Outre la mesure directe de mg , quasi impossible a
réaliser, on peut essayer d'atteindre cette valeur
moyenne en se basant sur le méme principe que dans lg

cas des filtres homogénes, i.e. en excitant le [iltre par-
du bruit blanc et en intercorrélant l'entrée et la sor-

tie.
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Soit donc B(t) 1le signal, f.a. stationnaire et
indépendante de U (ou de ¢ ). La covariance mutuelle

entrée-sortie du FAPY excité par B(t) est

: - | L 21nv
=L7{W(t1_)B*(t;)}=JI::1B*(t2)B(tg_—E);mU(\),é)e IS

R“r

[

S1i B(t) est centré et a corrélation microscopique,
LIB(ty) B (tz)} = Uy(t) = 0p%8 (1)

alors
+ 00

2

- 2imvt,
1WB(tl;t2) =0 B J mu(vp T~ tZ) € b “dv

-0

Si donc la covariance mutuelle FWB est stationnaire,
mU(v,g] est de la forme K?(g)é(v) , 1.e. le filtre
est homogeéne en movenne et FWB(E) donne 1'allure de
K, (&),

Si la covariance YWB est du type A(t;) §(t;-t3y),
mU(v,E) est de la forme K, (v) &(¢§), i.e. le filtre est
multiplieur en moyenne et 1'allure de A(t,) donne

celle de k;(t) & Ky(v).

1.4 Ttude du FAPV au second ordre.

L'étude au second ordre fait intervenir la covarian-
ce de g ou celle de U , aui sont a priori des

fonctions de 4 variables
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.;.9,(1»,;,’) g(t‘a:’)} :_qp(‘Lt’t,Y ) C’C')
Tt : o 3 - R cor e
E<l(v,8) U (v',gtr: = f}'(\",\" ;L8 T)

[ est agifficile d'explorter la covariance de la {onc-

¢

tion de sortle W(t) «<ans cmettre aucune “vnothese, sur

fe milicu @ deux hypothiéses sont devenues classiones,

mats 1t faut bien souiigner ici qu'elles ne nortent gue

sur LA partie centrée du {i1ltve, i.e. U = U - LU}

fou ¢ ). En général, ccla n'est pas précisé, car on
supposc souvent implicitement ague BT} = 0 = Blo"
Nous raisonrnerons donc sur les réponses centrées du

{filtre et nous dirons aue

a) le milieu est "stationnaire au sens large' ("WSS'")

$1 Lg(tyt' a(:"i:')s l;’t—tv > ésg')
ou  Tg(v,v' 5 E,E') =iy £,80)8(v=v) (10)
i.e., si les pondérations (v, £ ne sont pas corrélées

‘vis-d-vis des "dopplers™ v (ou encore que la covariance

de la réponse g est stationnaire).

b) Le milieu est "non corrélé" ("U.S™)

si
Ie(t,t! 5 £,8") = T=(t,t' ; £)8(8-8") (11)
g g
ou  Ty(v,v' 5 £,8") = T'glv,v' 5 £) 8(e-¢7)
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i.c. les pondérations U(v,£ ne sont pas corrélées

vis-d-vis des retards & .

¢) Le milieu est stationnaire au sens large ¢t non corré-

1é ("WSSUS™), si les deux conditions précédentes sont

rv(tat' 5 iaiﬁ)f T;(t—t"g) S(E_E')

o [l

ol sc(v,&) est habituellement appelée la "fonction de

diffusion" du milieu et exprime aue les pondérations
U(V,2) ne ontcorrédldes ni vis-a-vis des doppler v , ni
'3

iTe que

ent encore i ¢

] ]
B w4 ik 1< [l Li

vis-d-vis des retards 1 . Cela rev
"l'énergie" de la fonction aléatoire U se décompose
dans le plan (v,&) et gque sc(v,i) est la densité de

cette décomposition.

NB : [ 'hypothése WSSUS, par exemple, sur la fonction

aléatoire U(v,£) non centrée, se traduira alors

nar
E{U(v,5)U (v, £1)) = SC(v,é)S(v~V')6(6*6')+mu(v,€)mﬁ(5.5)
(13)

Etant donné qu'il est trés difficile d'obtenir les carac-
téristiques statistiques de W(t) sans 1'une des hypothé-
ses ci-dessus, nous supposerons désormais &tre toujours
dans le cas de (13) sauf précision. Le probléme qui
‘consiste a savoir dans quel cas on peut considérer que
(13) est vérifié a été soulevé dans [5] et on y indique

les deux types d'expérience perméttant théoriquement
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de tester !ihvpothése (12}.

n ce cas, La covariance de la [fonction de sortie (5)
devient

i‘n){(t,"tv . (.tq- ‘)S(wa)t,b(»(\)sﬁ)é(\) \))Q(‘%- C)+mu(\),€)mu(\/9t)l

R

SRR . /
e T Vta Tyt g a s dede

ja partie centrée le cette covariance s'écrit

~ . [ 2] =
Pty ,t,)= jS(tl—g)S*(tQ—g)sc(v,g)e Lrv(t, tz)dvdg.(14a)
. 1,

et est stationnaire si S(t) est f.a. stationnaire

N i

gt te) =) Tg () se(v,e) e?1TVTdudy = T (14b)
' R?

La"valcur moyenne'" a &té 2tudiée ci-dessus (1.3).

M.B. 11 peut étre intéressant de mettre en évidence

~r

quelles sont les hypothéses suffisantes sur TU

npour aue la FAPV soit cette fois-ci'dé@&mérée''en {iltrage

aldatoirc non variable au cours du temps (comme par

exemple dans 1'étude de [%5])~- au moins en ce quil concer-

ne le second ordre.

Tout d'abord, il est bien évident, aue la valeur
movenne de m doit &tre "homogéne', comme l'indique
(9). La covariance de la f.a. U(v,8) devra alors
étre choisie de telle sorte que l'action sur les "dopp-

lers' soit nulle pour toute autre valeur que v = 0 et

le "{iltre aléatoire” U{(v,§ sera stationnaire au
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second ordre si la covariance LE{l
I

vis-a-vis de &£ , i.e. : FUN: E
}
(5) devient alors

Tt te) = [S(timE) ST (tz-8) F(-8r) didg

T
¢

et si le signal S(t) est lui-méme aléatoire et station-

naire, de covariance, K Ig, on a la relation connue

feCm) = (Tg * Fyd (o

ol FU est la covariance du filtre aléatoire permanent.

d) Mesure de sc(v,&)

Nous rappelons ici simplement pour mémoire les diverses

possibilités d'atteindre la fonction de diffusion sunposée

exister. On les trouvera par exemnle dans [7], en sunpo-

sant le milieu centré

() —— —— (87 () ——

S(t) W(t) W(t) Y(t)
Si on reg¢oit le signal de sortie FAPV sur le filtre adap-
té au signal émis S(t), la sortie du filte adapté Y(t)
est la convolution entre W(t) et la copie "dopplérisée
‘de £ ; 1'énergie moyenne de Yf(t) s'exprime au moyen de
la fonction de diffusion et de la fonction d'ambiguité
(au sens de WOODWARD de S(t), soilt Ws(g,f)

BUY () ]7) = sc(v,B) » (Vg (&30 7D ¢ (15)

i.e., si le signal S(t) a une fonction d'ambiguité suf-
fisamment proche de celle donnée par Ong(g,f)
E{!Yf(t)lz} = sc(t,fo).

N.B. Si le milieu n'est pas centré, on mesure en fait,
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dans ce cas-13

H(!Yf(t)§7$ = sc(t,fo) + Im (£, t) I?
t, Ut

Un a la relation suilvante entre les fonctions d'am-

higuité (au sens de WOODWARD) de S(t) et de W(t)
PolE,F) = (e, D) L R(E, D) (16)

ot R(£,1) est la transformée bidimensionnelle de

2. MILIEU REVERBERANT.

Le modéle étudié ci-dessus de FAPV a pu s'interpré-
ter (voir § 1.1) comme représentant un milieu du type
"réverbérant’, i.e.comportant des &léments qui renvoient
le signal original en le retardant et en le "dopplerisant'.
D'une part nous avions vu que,pour que cette interpré-
tation soit correcte, il faut admettre gue le signal est
¢crit sous forme complexe (ou analvtiqgue). D'autre part,
et cela apparalt trés nettement dans les relations du
§ 1.4c, cette définition de modéle met en cause les
fonctions d'ambiguité au sens de WOODWARD du signal
d'entrée - on voit donc que le modéle lui-méme, tel
qu'il est décrit par (3) est, en ce qul concerne un
milieu représenté par des ¢léments "réverbérants', un
modéle que 1'on pourrait qualifier de "analytique" ou"a
bande étroite"(par analogie avec ce guil se passe au

niveau des fonctions d'ambiguité du signal).
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IT semble alors naturel d'essayer de décrire plus
véritablement ces retards et ces compressions de temps
que font subir au signal tous les éléments diffusants

du milieu. On rejoindra alors le modé&le de FAURE .81].

Nous allons donc étudier maintenant un modéle de
FAPV appliqué plus directement a la réverbération,
mais calquée sur le processus décrit ci-dessus. Ce
modeéle, appelé '"milieu réverbérant'" fait correspondre 2
S(t) , Z(t) tel que '

7(t) = JJS(At—E) G(X,E) drdE (17)
RZ

qui est l'analogue de la relation (3). Ici, l'interpré-
tation de G(A,£) , f.a. décrivant le milieu, comme
quantité de signal affectée d'un retard £ et d'une
tompression (ou dilatation) A est vraie, quel que soit
S(t) , réel en particulier;le modéle.convient bien au
milieu "réverbé&rant'™, mais il est bien évident que le
formalisme est tout A fait différent de celui vu ci-des-
sus. Les conditions de réalisation seront données ici -

directement sur G(A,E) : réel, nul pour & < 0

2.1 Ce modéle entre dans la catégorie des FAPV. En effet,
on peut, &tant donné 1'équation de description (17) du
modéle réverbérant, exciter celui-ci par une impulsion

de DIRAC a la date t = 6 et la réponse bitemporelle

observée est

H(t,8) = JG(A,At—e) da

513

19/1«-;;;2/



19/18

et la réponse ohservée € sccondes aprds ot
est HH(t,t-6) , solt
i [, . PR
o(t,2) = G(A, At-t+3)d2
J
I'l faut noter ici la difficulté, théorique

pratique, pour atteindre g(t,0)

cant

d partir de

s, oe(t,8y)

aque

G{A,8).

D'autre part, 1'intcégrale ci-dessus doit &tre nrisce en

moyenne quadratique.

2.2 Proprictés statistiques du milieu réverbérant au
premler ordre.

Soit mc(k,i) la valeur movenne de G(x,Z), tou-
jours prise sur les différentes rcalisations de O
L'espérance de la fonctisn de sortie W(t) est alors

e . (e v, | . . .

E{W(t) i = HS(A‘E—{) Hl(‘(/\,,t,) diadg (18)

3

Ce résultat est d comparer avec celui obtenu
L8] qui, en partant ¢galement d'un moddle de
tion linéaire d'échos retardés aléatoirement
més aléatoirement, suppose un certain nombre
sur la répartition volumique des diffuseurs,
retards et des vitesses de ceux-ci.

L'expression de la valeur movennc de la

tion est

8)

i
J

nar FAURE

SUPEIYNOS1-
et comnri-
d'hynothéses
la

lol des

réverhéra-

C{R(t) ) = (JS(u(t—G))O(O) n{a) f%c %} dadd

ot pla) est la loi de répartition des
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celle des retards, [?(8) 1la directivité de.l'émetteur.
La valecur movenne m, A,§ de (18) peut étre donnle a
priori de fagon a tenir compte de ces différents para-

metres.
On peut, comme précédemment, définir

a) un milieu réverbérant homogéne en moyenne

Si mG(A,E) est de la forme K,(&) S(x-1), la

valcur'moyenne en sortie est encore

E{W(t)} = (S(&) * Ko (%) )(ﬂ (19)

et scra stationnaire si S(t) est elle-méme f.a. sta-

tionnaire.

5) un milicu "multiplieur' en moyvenne

qui est en fait ici plus complexe : si mG(K,E) est de
la forme K,()») §(&) , en movenne le filtre multiplie
le signal comprimé de facteur A par K,(A) et somme
i une date donnée les produits correspondant a tous les
A possibles |
. +oo
B{W(t)} = J S(rt) Ky (1) dx

-0

Ce moddle est alors celui d'une ligne a4 compression
de temps dont chaque cellule comporte une sortie numéro-
tée en X . Chacune de ces sorties est multipliée de
facon instantanée par une pondération K, (A) et on

somme ces différents produits.
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P NN
e —

S{t) —— _‘"‘/LK(I;T" = E{W(t)}
&

— te e e v e —

L -

N.B. Le modcle de départ (17! correspond 2 ce wéme
schéma dans lequel, sur chacunc des sorties, on
impose un retard T, et la pondération G(ki,fi) est

aléatolre.

2.3 Propriétés statistiques du milieu réverhérant au

second ordre.

Au second ordre les propriétés statistiques du
filtre sont caractérisées nar la covariance de la f.a.
G

E{G(A,6) G(A',E)} = I (0,0 £,E

Y
—

11 sera également difficile d'exploiter les relations
entréesortie de ce filtre, si on ne suppose pas certai-
nes hypothéses sur la covariance de G . L3 encore,
nous parlerons d'hypothése WSSUS si , G étant la

f.a. centrée correspondant a G
ELG(A,8) GO LEM Y = sc(h,8) §(-1") 8(E-E')  (20)

ct la covariance centrée de la f.a.  W(t) de sortie

s'exprime dans ce cas par

E{W(t )W (t,) 1= fS(Atl—a)S*(At2~g)sc(x,g)dxdg (21)
R2

qui est a comparcr avec (14a)
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o
LA encore, la covariance en sortie ne sera station-
nalre que si la fonction d'entrée S(t) est elle-méme

f.a. stationnaire de covariance FS ; alors

]‘{(I(tl,t2) = ‘I‘S(X(tl— tz)) SC(>\,£) dAdE = FW(T) (22)

2

4 comparer avec (14b).

On peut encore chercher a retrouver l'expression
de la covariance centrée de la réverbération donnée par

FAURL, avec les mémes notations que ci-dessus en 2.2

TR (th,to)= JJQ(G)p(u)f“(c%)S(a(tl—@)S*(a(tz~6))dade

Il est bien évident, vu les hvpothcéses adoptées par
CFAURE, que 1'hypotheése WSSUS est vérifiée a fortiori,
‘puisque la loi des vitesses est indépendante de celle
des retards et que les éléments diffusants sont distri-
bués suivant une loi volumique de POISSON : ces hypo-
théses~-ci sont en fait plus sévires que celles de
"WSSUS'. On peut essayer de donner & la nouvelle fonc-
tion de diffusion une allure tenant compte des facteurs
0(8) p(a) f“(c%) (mais, en fait, ici les lois sont sé-

parées vis-a-vis des variables 6 et a ).

En particulier 1'énergie de W(t) est, 4 vartir
de (21)

ECIW(E)]?Y = 11S(t-8)12 sc(r,g) dradg

|
|
2

s

N.B. 1 : Un cas particulier de filtre réverbérant

WSSUS est celui qui donne en sortie comme
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"Gnergie " ta valeur instantanée de  S(t) -

fl

Liw(t)! ¢ Sty s1osc(

e
-
-
i
~~
>
{
-5
IR

h . 2 ¢ La encorc, con Cce gul concerne la statistiaue
du second ordre en sortie, le tiltre réverhé-
rant dégéndére en filtre aléatoire nermanent, si la

covariance de la {.a. G est du type

2.4 Mesure de sc(*,7)

On utilisera les mémes techniques cque dans (1.4¢).

Ciltre Patterie -
P, de filtres|™" Y. (1)
—»— [ réverbérant|—— —=— | lantos —-—
S(t) centré EE G I A I N -

a sit)
g* (- A )

Wlt) = CiS{rr-i)6, ) drds

P

On recgoit  W(t) sur une hatferic de (iltres adan-

~

tés A des signaux identiques A S(*) mais dilatés ou com-
primés dans toute la gamme possi "o de Ai . l.a rénonse
impulsionnelile du filtre N° 1 est & (-2.t) ot la

sortie est Y .(t) = (S*(~Ait‘) w Wit

Si on supnose, comme c¢'est le cas sur le schéma

ci-dessus, aque le {iltre réverbhiyrant est centré,
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P = 0 et E{YAi(t)} = 0

Au second ordre, la covariance de la [.a. Y\i(t) est

{

E{Y}i(r;)Y:.(t;)? = fS*Q-Aiu)SLX(tl—u)-if
” R

S(=agV)S LA (tamv=7")

ey e mE v -
CIG(GLE)GE (v, o) MdadaEdatds Tdudy

En sunposant le milieu réverbérant WSSUS, cette cova-
riance devient

M{Yxi(rl)Y;i(t;)}'= S*(—Kiu)S(—}iv)S[A(tl-u)—ij

i,
R”

*

S {a(tr-v)-E] sc(r,&)dadsdudy

ct cn ftaisant appar—alitre la fonction d'ambigulté en

compression [ | de S({t), soit

vo (2K = !S(t) S* (kt-e)dt

R*
an obtient

4

AR Y - ‘; Ge () ey eyt Xy oy A 1~
R AR S jJ.le,h)ki,HS(J Ngyh g Tve (3 AE,A/AL)deT

Suoeruaye, o st avessatt unicuement 4 ia ruissance
oone o 1
!
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{
:f 7 - 21 = ![ L~ _1 [, - A P - .
LL)XAi(L)i ¥ ¥ sc(r,9) X;T Yo (Bt XI)I drds (23)

qui est a comnarer avec (15). Ici 1l'opération qui, a
partir de WS et de sc(+,£) donne la puissance
movenne en sortie, est plus complexe qu'une convolution
bidimensionnelle, par suite de la non linéarité en
temps introduite par le mod&le réverbérant. Cependant,
il est important de noter que 1'information nécessailre
A la connaissance de E{fYXi(t)!73 est la méme que
dans le cas du FAPV et finalement les relations sont
"cohérentes'" : en effet, le moddle de FAPY, dJd'interpré-
tation donnée par (3), est, en ce qui concerne c¢ pro-
bléme de filtrage adanté, un modcle du type a '"bande
¢troite', aussi la fonctionneile du signal qui intervient
est la fonction d'ambiguité au sens de WOODWARD, ct

la réception doit se faire sur des copies '"doppl_Z2risées™

du signal. Alors qu'ici tout est transposé vis-a-vis
d'un modéle réverbérant, qui fait donc intervenir la
fonction d'ambiguité en compression de S(t) et la
réception se fait sur des copies effectivement compri-
mées de S(t).

Si le signal S(t) est encore choisi pour que
¥.(6,k) soit du type §(8) 8(k-1), alors

14

2 - &
Yxi(t)l Fo=osc(Ag,gt)

i.e. on peut encore espérer atteindre sc(r,£), en
mesurant E{!Yki(t)tz} ; on remarquera qu'on décrit la
fonction de diffusion par des coupes dans des plans
passant par l'origine des axes 0i , 0t et perpendicu-

laires au plan A0t.
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[1 est bien évident 1a encore qu'il s'agit d'étudier
la fonction d'ambiguité en compression de W(t) ; en
fait il s'agit de ca]cu]ér la valeur moyvenne de cette
fonction d'ambiguité, W(t) é&tant f.a. du temps ou
encore 1'espérance d'ambiguité, en compression, sur les
différentes réalisations du filtre réverbhérant - tou-

jours supposé centré et WSSUS.

L'espérance d'ambiguité de W(t) est

X (955) E{JW(t) W (kt-6)dt}

wn

{ *
IS t-£)ST AT (kt-B)=£"]
j . |
RS .
E{G(A,E)G (A ,E ") HdAdA TdEds !

I

S(Mt-£)ST (Akt-20-£) sc(),E)drdedt

3

o

et en faisant apparaitre la fonction d'ambiguité en

compression de S(t) , soit WS(G,k)

1
Xy (8,K) = {Sc(k,{) T Yo (A8+E-KE, k) dAdE

R*
On voit ici que cette méthode est de mise en oeuvre

beaucoup plus difficile que (16) en ce qui concerne

la mesure de sc(),&)
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S BRTIMATION OPTIMALE BE o Sty APRES FLIETRANGE

VLEATOTIRE A PARAMETRES VARIARLLES.

5.1 Positing iy yoen - lame,

A Sty un

a o vinoaue, connaissant les nronridtés statistiaues du

-
-
o

3
.

falt correspondre  W{t) et on
Tiltre, ou encore de Ta f.a. Ufv,o) , il est nossible
de connaitre celles de W(t) . Sachant que les carac-
téristidues du signal de dénart sont forcément modilides
nar le milieu, si l'on veut que, aprdés transmission

dans le milicu, le signal posséde certaines nronriétés,
une premicre facon de raisonner consiste a4 dire aue le
signal de départ doit 8tre modifid en conséquence.
Prenons !'exemple du pouvoir de résolution de S(t),
traduit par sa fonction d'ambigulité V%(E,F) {au, sens

de WOODWARMY . En fait, le signal aprés traversie du
milleu APV a un pouvoir de résolution différent

(cf (16)). On pourrait donc dire que, suivant la fonc-
tionnelle ¥ que !'on désire aprés traversée du mi-
lleu, on mettra un signal S({t) en consiquence {ceci
pose d'ailleurs un certain nombre d'autres nrohlémes que

nous ne souldéverons pnas ici).

Ine deuxiéme facon de raisonner consiste i dire,
si 1'on est maitre du signal 4 l'arrivée, i.e. anrés
traversée du milieu, que 1'on peut essaver de s’aifran-
chir des perturbations créées par le milieu sur le
signal, l.c. cssaver de 'retrouver' le signal émis avant
traversée. C'est con quelque sorte’un probldéme de {iltra-
ge inverse, que nous traiterons 1Ci avec un critére

d'erreur cuadraticue movenne minimale.
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e

Cette ¢tude rentre donc dans le cadre du nrobléme
diestimation ontinale de WIESNER pourvu gue 1'on considoe-
re gue 'c signal émis est alors lui-méne {.a. sunposée

stationnalre et centriée.

Milieu
e | FAPV — N R S P
S(t) W(t) = S({t1+RB(t) SR

On peut toujours décomposer W(t) de facon tormelle
sous la Lorme S(t) 4+ B(t), ot B(t) = Wity - S(t).

Le probldéme de reconstitution consiste i trouver le
filtre lincaire I tel auce si YV{(f) = iw{t);, llerrcur
en movenne quadratiauer E{(7(t -to)~S(t) " est mini-

nale.

I7 est hien ¢évident que te nrobléme oénéral sera
trés difficile a4 résoudre ; aussi nous nous limiterons
1ct au ¢as ot le milieu FAPV - ou wilieu réverborant -
“est tel aue la fonction aléatoirc de sortle e¢st cncore
stationnaire. Alors le filtre ¥ recherché est un fil-
tre permanent. D'autre nart, nous donnecronsla solution
formelle sans tenir comnte 2 nriori des contraintes de
réalisabilité sur F , i.e. essentiellcment sans nrendre

cn compte le fait que ¥ doit &tre causal.

P ~
7

3.2 Ustimation optimale aprdés FAPV.

Le problémé aul consiste, connaissant W(t)=$(t)+R(t ,
f.a. stationnaire, a4 estimer au mieux - au sens de
['erreur quadratique movenne -~ S{t} & la date t., A
T'aide d'un fiitre linéaire I' de rénonse imnul<ionnelle
H(t) , est résodu [ 0] depuis lonatemps; la rinonce im-

rulsionnelle de- ¥ est solution de 1'éouation intégrale
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de WIENER-UHOPF

{n(@')'rw(e—e')de' =T

gy (0-to) (24)

S1 1'on n'impose pas a 'I(6') des conditions de support,
!I"intégrale ci-dessus est a prendre entre =-» gt
Ty est la covariance propre de la [.a. stationnaire
S W(t) , soit E{W(t) W*(t—r)} et qu ©st la covariance

mutuclle de S(t) et W(t) , soit

, - [ * \
Yoy E{S(t) W (t-7)1

que 1l'on supposera également stationnaire.

Ltudions , dans le cas ou W(t) west la sortie

- sw
dtun FAPV, i.e. donné par (3)

~21TV -1
o 2imv(t

,J S (t-t-8) U (v,) Jduaz:

Po= BIS(t) j

SW
L'espérance mathématigue est 4 prendre sur les réalisa-
tions de S(t) et sur les réalisations du milieu
(U(v,&)) , aue nous supposcerons &évidemment indépendant

du signal §S(t).
On voit d'ores et déjd que, si le milieu est centré,

mU*(v,E) = 0 et TSW = 0 le probléme de WIENER n'est

pas soluble sous cette forme.

Le FAPV sera donc 1ci essentiellement non centré

la valeur movenne de U*(v,g) est mU*(v,g) £ 0.

Pour que la covariance TSW solt stationnaire, il
[y N

suffit que
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m(v,8) = Ko (€) §(v) (25)

i.e. que le TFAPV soit permanent en moyenne. Nous suppo-
serons donc étre dans ce cas, et si Fg est la cova-

riance de la {.a. stationnaire d'entrée, .alors

. % %
r T) = ’7 L) Ko (&) d& = (. % Ku), . (20)
R |
Ctudions dans ces conditions la covariance propre
‘de W(t), donnée par
+
. - o ®oaoay 2im(ut-ut) el
T“(tz,f?)=kf59(@;;)S(§;fﬁﬂ(v,?)b(u,’)o (v, 2 dudiid de s
g 5
R
[}
s * Y ’
A ’*—*+rc”\Efov,F“Ufles‘c“l"(’g—vg)fvifdfdi

JS Tt
R

e e e e e hm e e e L e o = . e ot = — e e -

Pans ces conditions la covariance de U .est donnée par

(13) dans laguelle mn est imposée (25). lLa covariance

U
de W devient

L3

/ i

"t = [rg(erse (v, e0e? M dvdre [ frg (red-n) e K dza

(27)

La formulation (27) montre que, au second ordre, le
FAPV se comporte comme une combinaison d'un filtre per-
manent, de réponse impulsionnelle K, (t) (2é&me terme
du 2éme membre de (27)) et d'un filtrage variable qui

agit sur la covariance de S(t) en multipliant celle-ci
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nar P{:) = n(v)

O T CHANE (28)
J
CE R S I CR I S S t\z*(—ﬂ(” (20)

La ftonction de ditfesion n'intervient nas cxnlicitement

scute iIntervient son intéerale vis-i-vis de la variable

0 peut donner !'e schéma éouivalent suivant, en ce

aui concerne la statistique du second ordre de la {.a.

de sortie du FAPY

filtre certain ot permanent

; L) ey My ('z):(rs*z\tz*lg*(.qﬁ) (1)
S(t) B ! .
F(J):—‘P(z)_,_ B, (t) T‘.“.’z (1) = S (7).P(7)

APV WESHUS centré

L'équation (24)est alors soluble, cn passant aux trans-

forméesde FOURIER des deux membres

Le filtre optimel ' cherché a nour gain complexe

A a
v ”(v)eLITVt»
h(v) = Gl
Yy (V)
ot Ygp (V) == Ty (1)

YW(V) = %@(T)
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Soit  kp(v) == K, (&)

Alors ysw(v) = YSGv) i

Y (V) = vg (V) Tk () 1+ (vg xop) (30)

La relation (30) est l'analogue de la relation (29)
on voit que la fonction de diffusion n'intervient npas
explicitement au niveau des propriétés statistiaques de
sortie : seul intervient l'intégrale de la fonction de
diffusion vis-a-vis de la variable "retard & " , p(v).
lLe r6le du "{filtre aldlatoire A paramltres variables”
apparait ici de facon plus explicite nar le falt que la
densité spectrale éncrgétique a 1l'entrée vs(v) est
convoluée par la fonction représéntant le milieu au
second ordre, ici, p(v) . (Remarauons gue si le signal
d'entrée est localisé en fréauence 4 Vv = Vo Dar
exemple, le spectre en soP.ie est élargi autour de Vs
par 1'action de p(v) : cela traduit bien lc nhénoméne
de non homogéncéité du FAPV). Le support fréauentiel de

W({t) est plus étendu que celui de S(t).

Dans ces conditions, le gain comnlexe du filtre

cherché est

Yg@V) k?{v) eZiﬁvto
ho({v) = — (31)

(Ys*p) (‘J)+YS (v) Ekz (v) ! 2

iXemple grossier

Supposons que la dse yg(v) est constante et A4 support

hornd.,
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Yg(.v\) = Yo I[B(\))

Supposons que la valeur movenne du milieu soit équivalen-

te 4 un {iltre passe-bas

K.(2) =1 st £ e(0,T)
= 0 S1 non.
Si l'on fixe sc(v ,&) a4 une valeur constante

SCo sur une certaine plage : + D pour Vv , R pour &

v A
Alors p(v) = sco R HD(v)
I1 est logique de npenser que
+ ::7' R = T (sinon, au delda de T
0 T R ) S )
la variance serait nulle, i.e.
le milieu serait certain.
Alors
o sinnTv _+imvT/2 2imvtoe
IYOJLB(V) —_‘———TTT\) €
ho (V) . o .5in mTv.a
SCo RYO(HB*HD) (\))*‘YOHB(\))l (mﬂT\) )

On voit comment interviennent Tes supports des diffé-
rentes fonction entrant en jeu dans l'expression de hot)

De toute facon, ho(v) est défini uniquement sur le

support B du signal et nul en dehors.

D'autre part, il faut comparer B d'une part avec

% et d'autre part avec D

Si B »> 1/T 1le produit _HB(v).kf(v) se réduit

. N * . " .
quasiment A k,(v) au numérateur comme au dénominateur
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‘et d'autre part, sur la plage intéressante, Vv < B,

Ty * HD sera peu différent de 1, sauf si- B ~ D

Tyo(sin nTv/wTVv) 6421W(v(to+T/4))
(Sin mlvye
mTv

he (\)) v
SCo RYo * Yo

Si B << 1/T <c'est la nlage du signal qui s'impose

dans le produit HB.k;(v) . Suivant que D << B ou

D >> B , le produit de convolution du dénominateur est

_HB(v) ou HD(v) donc de toute facon sur la plage

intéressante:? ' ‘
v < B , hy(v) ~ K sauf si B v D, alors le

dénominateur fera apparalitre la variation AB(V).

-l B e e e o — = —

Nous avons supposé en (27) que le FAPV est WSSUS, ce
qui permet de stationnariser la covariance de la f.a.
W(t) . En fait, cela n'est pas nécéssaire et le proble-
me de WIENER est encore soluble si le FAPV est simple-
ment WSS (cf(10)). En ce cas

~ ~t
E{U(M,E) U (v',6") = a(g,g"' ;v) §(v-v")

et

/ ‘ 3 ’ ) ’
rw(a,g)irs(ffa—a)a(g E30) e TV Tdyde dE* (T Ky K, * (2) ()
3 .

La covariance de W(t) é&tant encore stationnaire,

1'équation (24) de WIENER HOPFF est théoriquement
soluble. Les difficultés apparaissent lorsque 1l'on veut

d'une part donner 1l'expression du gain complexe ho(V)
/

et d'autre part donner 1l'allure de la fonction a(&,&;v)
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AR A

3.3 Estimatiecn optimale aprés "filtre réverbérant'.

ie probléme de l'estimation lin€aire ontimale de
S(t) 1lorsque S(t) a traversé un milieu de tvne "fil-
tre réverbérant', se nose dans des termes identiaues a

cl-dessus

veehs () (#2) =
— réverhé- | —> —— 7] —=—
S(t) rant wW(it)

Le filtre optimal est toujours solution de 1'€quation
(24) dans laquelle

(t ,t)=ES(t) S (t-)G(,)dd
R

SW

Pour les mémes raisons que ci-dessus, on impose au filtre

réverbérant de n'étre pas centré ; et si

n.( , ) est du type K ( y (- 1),

G
la covariance mutuelle gy ©st stationnaire et encore
donnée par (26)
&gy ) = (g 0
L'expression de la covariance propre est liée A

W
l'hypothése que 1'on fait sur la covariance de la f.a.

G( , ). Si le milieu est supposé WSSUS (cf (20)), alors
la covariance de W(t) est (cf(22))

fe(r) = ] Tg0nE) se0nE) drde ¢ (g x ke x KT ¢
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Encore ici on voit que ce qui intervient dans le probleé-
me d'estimation n'est mnas sc(x,g) mais son intégrale

vis-a-vis de la variable retard, soit

o) = f sc(h,8) de

fel) = [ T pO) D (g x Ke % KT () o
(32)

Ici 1'action du filtre réverbérant au second ordre est
telle que la caractéristique du milieu agit sur la co-
variance du signal de la méme facon que la f.a. milieu
sur la f.a. signal, réalisation par réalisation : la

covariance du signal est comprimée (ou dilatée), multi-

4+
[

ct

plide par une pondération{certdine) p(X) et le tou
est sommé. Le schéma que nous avons proposé en 2.2b lors
de 1'étude des valeurs moyennes, s'applique ici au

second ordre.

Cherchons 1'expression du gain complexe ho(V) du

filtre optimal F

De la méme facon que ci-dessus

- ) st(v) 21iTVto
o(_) - YW(\))
avec ygy(v) = Y &) ki(v) ke () & Kz (£)

et,

Y (V) = v:i (V) + vg (V) (k2 (0|2
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vi(v) , transformée de FOQURIER du premier terme du 2¢me
membre de (32) peut s'exprimer en fonction de la d.s.e.

du signal d'entrée
e = e vy @

2t finalement, le gain complexe du {filtre ontimal est

,YS (_\)) kzx'(\)) eZIﬂ\)tO
ho (V) = —% (33)
J 1/ ) p(k)ys(v/x)dk+ys(v)]kz(v)|2

qui est l'analogue de (31).

A A

Py I1 faudrait ici considérer que le

support de sc(),f£) est non symé-
4 R trique en : ce support s'étend
o *;‘ : par exemple de D; 4 Dy en

DL avec Da 1/]')2

CONCLUSION.

Nous avons tout d'abord ranpelé un certain nombre de
sronriérae relatives 4 1'étude des filtres aléatoires 2
naramcétres variaics ; nous avons en particulier insisté
sur le fait .que la valeur moyenne du filtre aléatoire
est vraisemhlablement non nulle dans le cas général et
que, par la méme, la fonction de diffusion habituelle
ne concerne aue la partie '"centrée" du filtre. I1 est
assez possible par exemple d'envisager de tenir compte
des "trzjets multiples'" dans le milieu, par le biais de
cette valeur moyvenne. Nous avons, grdce a une interpré-

tation commune du filtre, introduit un modc¢le de "milieu
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réverbérant' 1ié de plus prés au phénomene physique de
superposition d'échos retardés et comprimés de facon
‘aléatoire, et nous avons montré qu'il est également pos-
sible dans ce cas-14 de définir une fonction de diffu-
sion ayant le méme sens et. de la '"mesurer" dans des con-
ditions similaires. Enfin, comme aﬁplication un peu plus
spéciale, nous avons abordé le probléme de la reconsti-
tution optimale (au sens de 1l'erreur quadratique moyenne)
du sighal traversant le milieu aléatoire a4 paramétres '
variables et nous avons, dans des cas simples, trouvé

la réponse formelle du filtre optimal.

Toutes ces &tudes sont a 1'heure actuelle en cours
d'exploitation et de simulation (numérique et électro-
nique [131, afin de vérifier, ou d'étudier de-fagon plus
précise, un certain nombre de points (test de 1'hypotheé-
se WSSUS, reconstitution, etc...). Un des principaux
problémes est de savoir quelle forme on peut attribuer
de facon raisonnable, d'une part & la valeur moyenne
du filtre, et, .d'autre part, 4 la fonction de diffusion.
Des études expérimentales sur certains milieux [11]

devraient pouvoir donner quelques indications.
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[4]

[5]

[6]

[7:

(3]

(9]
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[11]

[12]
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