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RESUME : on décrit rapidement divers modeles statistiques :
modeles additifs dérivés de processus 3 accroissements indépen-~
dants et modéles markoviens. On compare la notion de mémoire et
‘celle de caractére markovien. Enfin, on aborde le problame de
savoir si une fonction de corrélation peut &tre fouction de

corrélation d'un processus de Markov stationnaire.

SUMMARY

: Various statistical models are roughly described :
additive models derived from independent increment processes

and markovian models.

The notion of memory and that of markovian

character are compared.

Finally the question of whether a correlation
function can be the correlation function of a stationary Markov
process is dealt with.
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1. INTRODUCTION. Les questions de traitement du signal ont, d'abord,

reposé essentiellement sur 13 notion de rapport Signal/Bruit, lar=

gement employée dans les problémes de transmission ou de sensibi-
lité limite., Elles ont ensuite €té rattachées 3 la théorie de

l'estimation [estimation proprement dite (de paramdtres - prévi-

sion - interpolation - ... etc.) ou tests (détection d'un signal
dans un bruit, etc,, ...)]. Simultanément, les types de bruits 3

considérer se sont révélés beaucoup plus divers : en particulier,

1'hypothése de stationnarité est apparue trop restrictive. De

méme, dans certains cas, le caractére gaussien.Des méthodes

d'estimation adaptative se sont par ailleurs développées, en

liaison avec l'automatique. Du coup, l'ensemble des modeles

statistiques employés s'est &tendu er, en tout cas, des modeles

déjd utilisés ont été considérés sous un éclairage nouveau, Dans

la premi2re période, il s'agissait essentiellement de fonctions
aléatoires (f.,a, par abréviation) X(t) définies comme sommes pon-
dérées de contributions de phénom2nes microscopiques indépendants
(modéles de type I). Actuellement, on consideére de plus en plus

des f,a. Y(t) liées 3 des systémes dont l'évolution aléatoire

résulte de la lutte entre une tendance vers i'éqpilibre (évolution

libre) et 1l'effet antagoniste de perturbations aléatoires micros-

copiques (modeles de type 11). Certaines fonctions aléatoires
appartiennent d'ailleurs aux deux types. Nous ferons ici quelques
remarques trés générales 3 propos du type 11 aprés un bref rappel

sur le type I,

I1. MODELES CE TYPE 1. 1ls sont, de fagon générale, définis par

x>

X(t) =J R(t,B) dn (§) (2.1)
— oo :

ott R(t,®) est une f.a. réelle de t et de 6 , de loi connue, et ol
n(6) est une f.a., 3 accroissements indépendants [ﬂensité f(e)},

indépendante de R [f.a. de Wiener-Levy (f.a.W.L.) ou dérivée d'une
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distribution de Poisson (f.a.P.), c'est-3-dire que dn(B) est le
nombre d'instants poissonniens sur dG] . Ces modéles ont été lar-
gement étudiés [cf, par exemple, (1), p. 143 et suiv, et (2), p. 39
et suiv.] ainsi que leurs cas d'applications. Par exemple, avec

R aléatoire, on traite les effets de scintillation et les fluctua-

tions dans l'amplification par émission secondaire ; en condition-

nant n{y), c'est-3-dire en prenant sa densité [ (©) aléatoire
(ce qui d'ailleurs déiruit le caractere 3 accroissements indépen-
dants d2 n), on a un bon modéle pour l'étude de certaines fluctua-

tions en optique (3). Sous sa forme la plus simple [R = R(t -O)certdn

et ©= ﬁ;], le modéle (2.1) est celui de 1'effet Nyquist ou de

1'effe:c de grenaille stationnaire. Ses propriétés statistiques

sont alors tr&¢s simples. On connaft 1'4tablissement du caractadre
gaussien lorsque fb ~”" + >=. On sait aussi, dans une large mesure,
suivre les transformations de X(t) 3 travers des chafnes comportant

successivement des transformations non linéaires instantanées et

des filtres linéaires [cf, par exemple, fig (2,1)}. La situation

se complique tr2s sérieusement si les transformations qui,
ci-dessus, interviennent successivement et séparément, s'interpé-
nétrent comme c'est, par exemple, le cas suggéré par la fig. (2.2)

ot la correspondance entre u(t) et v(t) est régie par

2
, v vit) : .4y, 1 dv
¢ ot R f {u(t) - v(t) - L (¢ 2 + = t) k (2.2)

v(t) apparaft alors nécessairement comme une f.,a, liée au systeme
(%, 2, R, L) (dans son ensemble) excité par X(t). Nous sommes

dans le point de vue II,

I11. MODELES DE TYPE II.

A. NOTION D'ETAT. PROCESSUS DE MARKOV. La f.a. Y(t) est

alors supposée traduire l'évolution d'un systéme?:déterministe

- plus généralement, il pourrait €tre aléatoire - excité par une
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perturbation aléatoire X(t). L'état du processus Y(t) en t, sera
défini si 1'on connaft un ensemble & (fini ou infini) de paramdtres
% l(to), ~"'§ k(to), ..., tel que la connaissance de tous ces

paramdétres entraine celle de Y(to) et telle que l'on ait

_Prob [? tol é} ‘= Prob \-_'57 to\ § . ? to ] V les événements

Gf ¢ et ??’t intéressant respectivement le futur (t >>to) et le
o o

? , 1] \
passé (t to) de Y(t) par rapport 2 t . La notion d'état est

liée 3 celle de processus de Markov. Si cela est nécessaire, nous

préciserons la nature de ce dernier en spécifiant, entre parenthé-~

ses, les paramdtres d'état § . Par exemple, nous considérerons :

a) - des processus de Markov (Y) ol 1l'état est défini par Y(t)
(n-1)
,Y

b) - des processus de Markov (Y,Y',,,, } ol l'état est

défini par Y et ses (n-1) premi2res dérivées -éventuellement

n = o

c¢) - des processus de Markcv dans lesquels 1'état en t, est

défini par la donnée de Y(t) sur bt < £y -

Nous dirons qu'il s'agit de processus de Markov de
"longueur’ A . Comme en b) pour n = o=, ces derniers mobilisent,
en général, une infinité dénombrable de paramdtres d'état :

par exemple, si 1'on veut, les coefficients de Fourier de

v(e) sur Je <A, e ]

L'évolution du systeme, & partir de £y quelconque, sera
supposée résulter des effets antagonistes de la tendance vers
1'équilibre g = %-( %Io, tys t) et de perturbations aléatoires
liées 3 une f.a. X(t) donnée indépendamment du systéme, et qui
déclanchent, continuement ou 2 des instants discrets, des change-
ments de trajectoires de retour [cf fig. (3.1)]-, les perturba-
tions intervenant entre t et t + At ne dépendant, en ce qui con-
cerne X(t), que de ses valeurs dans ce méme intervalle. Naturelle-

ment, Y sera stationnaire si g (go P tos t) = é (go’ t - to) et
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si X(t) est lui-m8me stationnaire.

Exemples - 1° - Prccessus de Markov (¥)

A )} basculeur poissonnien

) y(e) = ZIR(¢ - tj) avec {tjg poissonniens
[densité P(t) et R =exp [-(t - tj)] pour t >>tj
et R = 0 pour t <ftj. si (o) =iuo, c'est un
processus stationnaire et Y'{t} = Y{(t) - E {Y(t)}
a alors comme fonction de corrélation (f.c. par
abréviation) (f o !/ 2) o™ G

¥) Réservoir recevant une pluie poissonnienne avec

orifice au point bas [cf (1) p. 31]

2° - Processus de Markov (¥.Y'). M@me définition que

J3) ci-desus, mais avec

-B
R(E) = € sin ZJIfVOQ pour 6 >0 et 0 pour ©<0

B. NOTION DE MEMOIRE. Nous dirons qu'une f.a. Y(t) est

de mémoire limitée 3 m si, et I, étant deux intervalles quel-

1
1 2
conques, finis ou non, distants d'au moins m ch fig (3.2) ot,

3 titre d'exemple, I1 et 12 sont, l'un et 1'autre, infinis] ,

il y a, pour Y(t), indépendance entre Il et 12’ Le fait d'&tre

3 mémoire limitée donne, pour Y(t), des facilités considérables

pour établir certaines propriétés ergodiques ou certaines conver-

gences vers un régime gaussien, En effet, en ne conservant dans
£ T

1) ¥(t) dt que la contribution d'intervalles de longueur km
0

séparés par des tranches de longueur m [T = N(k+1) m:}, on met,
pour T grand, cette intégrale sous forme de la somme d'un grand
nombre de variables aléatoires indépendantes et, cependant, pour

k>’ m, on la perturbe peu en valeur relative.

Notons, tout de suite la différence qui, deés 1'abord,

existe entre un processus de Markov de longueur m et un processus
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de mémoire limitée 3 m, Dans le ler cas, il s'agit de 1'indépen-

dance de Il et 12, conditionnelle lorsque Y est connu sur tout

1'intervalle m (comme suggéré par la courbe en +++ de la figure

(3.2)). Dans le second, il s'agit d'une indépendance marginale,

c'est-3-dire lorsqu'on ne sait rien sur l'intervalle m.

Il est assez naturel de se poser la question suivante :
A quelle condition les &vénements liés aux comportements respectifs

de Y(t) dans I

p ou dans 12 peuvent-ils 8tre indépendants condition-

nellement 2 n'importe quel événement relatif 2 1'intervalle de

séparation m ‘on ne sait rien dans m, ou bien : on connatt compl&-

tement Y(t) dans m, ou bien : on n'impose a Y(t) que certaines
particularités dans m...) ? La réponse 3 cette question est la

suivante : pour cela, il faut - et ,naturellement,il suffit - que,

soit indépen~

ou bien I, soit indépendant de (m) x I,, ou bien I

dant de (m) x Il’ (4)

2

En particulier, si Y(t) est stationnaire, alors il y a indé-

pendance entre n'importe quels intervalles disjoints arbitraires,

de sorte que Jﬁt Y(t) dt est une f.a, 3 accroissements indépen-
o
dants, ce qui, en fait, revient 2 dire que Y(t) résulte de la

superposition d'une suite d'impulsions poissonniennes avec la déri-

vée (avec les précautions d'usage !) d'une f.a.W.L.,

C. EXEMPLES ILLUSTRANT 1A DIFFERENCE ENTRE LES FONCTIONS DE
MARKOV ET LES FONCTIONS A MEMOIRE LIMITEE.

A - Premier groupe d'exemples : Processus de Markov de 'longueur"A

et processus 3 mémoire limitée 3 m,

Exemple X -~ A = ¢ finis. Soient {tj} une suite stationnaire
d'instants poissonniens (densité f o) et n(m,t) le nombre de t

tombant dans 1'intervalle ]tﬂm,§l . On pose Y(t) = n(t,m) -'fo m.
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On a AY(t) =+ 1 si t est un tj et AY(t) = -1 8i t - m est un
tj [cf fig (3.3)1 . La mémoire est, évidemment, limitée 3 m,

D'autre part, le futur t >’to dépend des -, contenus sur

i

]Lo - m, tol ; 1ls sont connus si on connaft Y sur le méme inter-

valle. La f.c. du processus vaut ro [ﬁ - Yt(l pour \Cl<( m et
0 pour {Ti{%m,

.

Exempie B - A fini, m infini : X(t) = X{(t +<) (3.1

avec ¥X(t) périodique de période T et 4 équiparti sur (OT).

Exemple 8 - Ainfini, m fini. Donnons un exemple de processus

discret (que l'on pourrait, si on le désirait, rendre continu et
stationnaire)., Soit, d'abord, X(n) [n = -0, ..., =1, 0, + 1,
< +<7¢] une suite de variables aléacoires indépendantes dont
chacune vaut + 1 ou - 1 avec équiprobabilité. Nous posons Y(n) =
+1si X(n) =X(n -1) =+ 1et Y(n) =0 s'il n'en est pas ainsi
[ cf £ig (3.4)] . Les ¥(n) (n >n5_) dépendent des X(m) (m 3 ).
Les Y(n) (n ¢ n_ ) dépendent des X(m) (m < n ). La fonction ¥(n)
est donc telle que, pour elle, le futur par rapport 3 n_ est

indépendant du passé, le présent n'édtant pas pris en considération:

V{a) est de mémoire limitde 3 l'ordre 1.

Montrons que, v Xk >C, la f.a,Y(n)n'est pas de Markov de

1

"longueur" k

2) Soit la condition (C e) + Y(0) = + 1, Y(1) = Y(2) = ..,

v(EY = -1 ) N (3.2)
Posons pz = Prob LX(E) =+ 1 I(CEX} et pE = Probtz(e) = - 1} (Céﬂ
L'ensemble des situations, pour X(f) et X(£ + 1), en supposant

Cé) rempli, est résumé dans le tableau de la figure (3.5), d'od

découlent les relations :

2 . Py +Pe

+ -~

Pyl 7% - et Py gy + - (3.3)
PP+ 2pp P2+ 2pe
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L'étude de f]e = (pz / pz ) se fait commodément sur la rela-

qe+]_={1/[1+rh]} | (3.4)

f}@ converge de fagon alternée vers la llmlte{} égale 3 la

tion

racine positive de x(1 + x) = 1 soit, environ, 0,618.

b) Soit alors k > O qtelconque. Fixons Y(1) = Y(2) ... = ¥(k) = - 1

Si Y(n) était de Markov de "longueur'" k, alors, les probabiliiés

pour n > k devraient 8tre indépendantes de tout autre renseigne-

ment sur Y, relatif 3 n < 0. Ajoutons Y(0) = + 1, alors, pour

X(k), on aura des probabilités (py, py). Au lieu de Y(0) = + 1,
ajoutons Y(-1) = + 1, Y(0) = - 1, les probabilités, pour X(k),

deviendront (p ,}, différentes des précédentes. Or X(k)

-..D
k+i
influe sur Y(n) pour n = k + 1, Donc, si grand que soit k, le

processus n'est pas de Markov de "longueur' k.

Exemple -~ A et m infinis. Il suffit, partant du modéle Y,

de changer comme suit la définition de Y(n). Pour chaque n, nous
tirons au sort un entier q(n) >0, non borné, obéissant 3 une
certaine loi de probabilitééE. Nous supposons les q(n) indépen-
dants les uns des autres et nous définissons Y(n) en faisant jouer
2 X(n - q(n)) et X(n) les r8les qui, en J/, étaient- respectivement
jouds par X(n-1) et X(n). On note que Y(n) = + 1 implique

X(n) = + 1. On en déduit aisément le résultat,

B - Deuxidme groupe d'exemples - Processus de Markov (Y) de

mémoire finie ou infinie.

Exemple - mémoire m finie. {t % est une suite d'instants pois-
sonnlens (stationnaire) On se donne a > 0, A chaque t correspond
?n intervalle Ltj(t) j+1(t)] qui le contient. On pose

[ef fig (3.6)j

a) sie, (6) - e (6) Sa YD) = - v vy, (6)
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b) si t;+1(t) -t (t) >a :Y(t) = -t +t.(t) +a

sur [?j(t), tj(t) + a]

= 0 sur [%j(t) + a, tj+1(t)]

On a manifestement m = 2 a

Exemple 5 - m = o® ., Le basculeur poissonnien

IV. PROCESSUS DE MARKOV ET F.A, DU TYPE I

Il est intéressant de se demander 3 quelles conditions

une f.a. du type (2-1), avec R(t,€) certain, peut &tre de Markov

(X). Nous devrons évidemment supposer R(t,®) = 0 pour t < 6.

Posons d'autre part :

b
X () = S R(t,8) dn (&) (4.1)
ab a

Le caractere markovien (X) de X(t) implique que les dn (§) in-
' .

tervenant dans X_‘jo’ to(t), n'influencent le futur t > £y de

X(t) qu'3d travers la seule valeur X(to) =X . (to). Cela

o

veut dire que si une réalisation particuli2re des dn (§), sur

b

© < t, conduit 2 une certaine valeur de X (t ) et 2
o -00,1'.0 [o)
une évolution libre X ¢ (t) pour t > L, cette évolution
- o, -
o

libre est valable pour toute autre réalisation des dn (&), sur

4 <i to, sous la seule condition qu'elle redonne le méme

X (t ). Si, en particulier, on multiplie tous les dn (8)
oc,t o -

- »

o

(-~ <8< to) par K, on multipliera par le mé@me facteur et
. _ o

X(e ) et X_ oot () pour t » ¢t . D'od :

* "o

X___ ¢ () = x(e))cp (¢, £) £> e (4.2)

' Yo
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Soit, maintenant, tl.g t, Lt
t1<9£t2. On doit avoir :

3 éupposons tous les dn(®) nuls sur

x-oo,cl(t3) = x_oo’tl(tl) %(tytl)

et

X t(t3)=x

Toerty Tty

(ty) =X__ ,tz(t2) <f(t;yt:z)

= x-y,tl(tz)f(tytz) =X___ ,tl‘tl)?(tZ’tl)%(%'tZ)
D'olt la relation classique

%(tytl) =%7(t3,t2)§>(t2,t1) pour tlgtzg% (4._3)

De méme, soitijx(tl,tz) la covariance de X(t). On déduit immédia-

tement de ce.qui précdde que, pour t1<;t2, on a :

i (2 0=
+og(t,t,) = E {x_oc’tl(tl) X"oc:tl(tz)} =E {x (tl)} P (t,,t))

(4.4)
De méme encore, en considérant des dn(&) bloqués en t, :
Plry,e) = R (e,t) (e, >¢) (4.5)
et
AX(t) = x(t){d}(t rat,t) - 1} + an(t) (4.6)

que l'on peut écrire - en introduisant, avec les précautions

requises, les symboles X'(t) et g% , bien que ces dérivées n'exis-

tent pas en moyenne quadratique :

' = 92
X'(t) = A(t) X(t) + 3
avec . . (4.7)
2F (t,u) Qb (¢, 8)

Alt) = = - Ve {t
O t(t=u+E) Ddtd(t,s)

1291



56/12

Mod2les statistiques et traitement du signal
Mémoire et caractdre markovien
A. BIANC-LAPIERRE

Toutes ces relations reposent sur le fait que n(@) est 3 accroisse-

ments indépendants et n'impliquent pas le caractére gaussien de

X(t).

Faisons un changement d'horloge défini par

d€= - A(x) e+ (4.8)
Aloxs (4.7) devient :
0&(6,,6.) -
2’71 ! -
—2 L - _3,8) Vez >, (4.9)
36 5
D'ol o
-6, -2 ,
- . 2 1 N
%(92,@1) = e v 6"2>/5’1 (4.10)
La fonction é(tz,tl) se déduit donc de e (82 -6 par

changement d'horloge. Naturellement, la densitéi)(t) du processus
3 accroissement indépendant doit alors &tre remplacée par
F@® = f(t)-%% et X(0) ne sera stationnaire que sisb(g) est

constant,

Processus X(t) stationnaires - Le processus sera stationnaire si

A(t) et  (t) sont constants tA(t) =-a;f{(t) = ro\‘On a alors :

- - a(t2 - tl)

fl(CZ’tl) = e pour t, > t, (4.11)
Ce processus est, en faisant a = 1, celui de l’exemple/ﬁ de *
processus de Markov (Y) de la page - . C'est le seul processus
‘stacionnaire de Markov (Y) qui soit du type (2.1). Sa fonction de
corrélation est de la forme '

Cy (O {i’o / 2] e - 21T (4.12)

Il s'agit 12 d'un processus de mémoire infinie. Le cas d'un pro-

X(n-l)) se rameéne 3 celui

X(n-l)

cessus stationnaire de Markov (X, ...,
d'un processus vectoriel Z 3 n dimensions (X,... ) markovien (Z)

(+) Le signe "moins" traduit l'effet d'un amortissement.
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V. CONDITION POUR QU'UNE FONCTION DE CORRELATION (C( T ) PUISSE
ETRE F.Z. D'UNE F.A. SCAIAIRE Y MARKOVIENNE (Y)

Nous avons vu que si 1'on imposait 3 Y d'&tre du type (2.1),
il n'y avait qu'une f.c. possible : celle définie par (4.11), On

peut alors se poser la question suivante : si on renonce 2 la

condition ¥ € (2.1), alors, quelle est la condition pour qu'une

f.c. C puisse 8tre celle d'une f.a. scalaire Y markovienne (Y)?

Cette question présente de l'intér8t du point de vue mathématique
et aussi du point de vue pratique puisque les méthodes d'optimisa-
tion quadratique reposent sur 1a donnée de la f.c.. Il est donc
important de savoir si, 2 une fonction de corrélation donnée, on
peut associer un processus Y{(t) markoviesn (Y). I1 ne semble pas
que le probléme posé soit résolu actuellement. Nous nous bornerons

3 quelgques remarques :

1° - Soit Y(t) = A sin (2 )¢ y, ot +9) (4.13)

oll A et))o sont certains, & étant une v.a. équipartie entre O et
2j5t. La connaissance de Y(to) ne définit pas complétement Y(t)
pour t> t . 11 faut encore connafltre le signe de‘f(to), Y(t) est
donc markovien (Y,Y'). 11 en serait de m8@me si A était aléatoire,
indépendant ded, ou si, A étant fixé,))o était aléatoire et indé-

pendant de ¢ .

. -
2° - Il résulte du 1° que la f.c. CY(“C) = E {A gcos 2 Xvo T,
pour laquelle Y(t) est p.s. de la forme (4.13), n'est pas f.c.

d'une f.a. Y(t) markovienne (Y), Nous dirons qu'elle appartient

a Chft la remarque ci-dessus montre que Cﬂn'est pas vide.

3% = 11 résulte aussi de cette m8éme remarque qu'a toute f.c.
CY(T) on peut associer au moins une f.a, stationnaire qui n'est
pas de Markov (Y) : il suffit de prendre (4.13) oﬁ))o est une
v.a, dont la fonction de répartition est la fonction de réparti-

tion spectrale normée correspondant 3 C 'et,oﬁ on a A= CY(O) .

Y
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4° - Généralisons, Soit une f.a. strictement stationnaire telle que
X
Y(t) = Z} r, cos (27

kt+c.fk) (4.14)

oli les¥ K sont certains et ol les T et les & " sont aléatoires
(spectre de raies). Il résulte d'un théoréme sur 1l'analyse harmo-
nique des fonctions aléatoires de ce type [cf (1), p. 420 et sui-

vantes] que Y(t) dépend au moins d'un nombre de variables aléatoires

indépendantes égal 3 l'ordre p de la base de (vl,vz, ces v‘k).

p est le nombre d'éléments d'un sous ensemble (0\1,0(2, ce X p)
des Dk, tel qu'il n'existe aucun systeéme d'entiers non tous nuls
Ay ...,Ap satisfaisant 3 X, +o(2)\2 + .. o(P>\ b T 0.

Si Y(t) est de Markov, il le sera donc au moins d'ordre p. D'ol
la possibilité de construire d'autres f.c. & CM(correspondant, il
est vrai 3 des spectres de raies). On remarquera, par ailleurs,
qu'il suffit de modifier extr®mement peu Iesvk pour faire varier
p trés largement dans les limites 1{p K. On voit donc que des
modifications extr@mement faibles des propriétés du second
ordre pourront, dans le cas considéré, perturber considérablement

le caractére markovien.

5° - Enfin, on notera qu'un processus de Markov (Y) n'a pas de
dérivée 3 moins que celle-ci soit p.s. nulle. Ceci impose évidem-

ment une limitation 3 laclasse C

y
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Fig. (3-3)
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+ 1 +1 (CH'])non remplie Pr = 2—pl
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-1 -1 (CL+1) remplie Pr= 12' PE
Fig.(3-5)
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