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Paul FIL1PPI, Chargé de Recherche, C.N.R.S.- C.R.P.- Marseille.

RESUME

On propose une méthode d'inversion réelle de la trans-
formation de Laplace faisant intervenir 1'intégrale de la fonction
4 inverser : on obtient une suite convergente d'approximations. La

méthode semble trés stable. Des exemples sont donnés.

SUMMARY

A method of real inversion of the Laplace transform is
given which uses the integral of the function to be inverted : a
convergent sequence of approximations is obtained. The method

seems to be very stable. Some examples are given.
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INTRODUCFION =

Pe trds nombreux auteurs se sont penchés sur cette ques-
tion. Ils se sont toujours heurtés 2 une grande difficulté chaque
fois qu'il était impossible d'utiliser la formule complexe d'inver-
sion. Les méthodes les plus courantes (voir par exemple Bellman {1})

consistent 3 remplacer la relation intégrale
. e -pt
£(p)= rj o) e
0

‘par un systéme linéaire : pour cela on peut approcher 1'intégrale
par.une somme d'un nombre fini de termes, ou approcher {(t) par un
developpemant en série limitée. Dans tous les cas, on aboutit a des

matrlces qui sont mal condltlonnees, car une perturbation relative-

ment importante-de LP(t) entraine une perturbation relativement
faible de f(p). De ce fait, ces matrices ne peuvent plus €tre inver-
sées avec précisioh. On doit donc se contenter de systémes linéaires
ne dépassant pas 1l'ordre 15 environ, ce qui donne une précision tou-
jours trés limitée.

D'autres auteurs, partant de la formule d'inversion de
Post-Widder {2}, ont cherché des formules d'inversion approchées.
C'est le cas de Delache {3} qui aboutit 3 des expressions approchées
de tP(t) en fonction de f(p) et de ses dérivées successives: Cgtte
méthode est extrémement agréable pour les premiéres approximations,
puisqu'elle conduit 3 un procédé graphique : en tracant 3 la régle
et au compas les tangentes en différents points de la courbe repré-
sentant la fonction image on peut obtenir la premiére approximation;
en répétant le procédé on obtient les approximations suivantes. Mais
cette méthode présente le méme inconvénient que la précédente : elle
est instable, et elle est trds sensible au "bruit'" pouvant enticher
d'erreur la fonctlon f(p) a inverser [ f(p) doit tout d'abord Btre
lissé ].,

" Nous avons donc essayé de trouver une méthode ne présen-
tant pas ces inconyénients : pour que le bruit se superposant a la
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vraie valeur de f(p) perturbe le moins possible le calcul de \Fﬁt),
il est bon que 1'inversion numerlque se fasse par 1ntégrat10n (et

non par derlvatlon) de la fonctien donnée ; le probleme de la stabi-
1ité semble pouvoir &tre résolu en utilisant des transformations in-
tégrales inverses approchées dont le noyau se calcule de facon numé-
riquement stable. 11 semble que les résultats que nous avons obtenus

-~

répondent, en paftie au moins, 3 ces deux exigences.

I.- PRINCIPE DE LA METHODE -

11 est calqué sur la méthode exposée dans  3;.
Soit f(p) et P(t) reliées par :

0 g p[ etar

o
Onpose :'t=e , p=ce

et (1) devient :

(%)= KCg) 2 PleY)
K8) = |- €5}

(2)

Si f(eug) et qug) sont 3 croissance lente d 1'infini, on peut ap-
pliquer & (1) la transformation de Fourier ; en posant

?(v):j’g(e‘?), 4)0,):3?%3‘5)

il vient :
; . A
(3) ?(sb): T‘(L,eurv) LFW) v

D'ot

TU-21TTV) ¥9)
T'(A+2i10y) TU- 21w Y)

,4’.
(4) \Pb?) =
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expression qui peut encore s‘écrire :

.(5) ‘PW Tu- gm);)‘r"@ Q-»HV‘)(?-\—%\.T\'V}

en utilisant le developpement de la fonction T en prodult infini. Si

em

on tronque ce produit aux n premiers termes il:vient :

©® P =TU-2 w)ﬂ'(" S3XPHUY) By
N S

F

En prenant la transformation de Fourier inverse de (6) et en
revenant d la variable t, on obtient la formule d'1nver51on appro-

chée

1% 5 mad
‘P €) -__‘_Joe Ly () f(:hz)d'c
(7) o |
L ('6)‘ (Bm+4)! o)

w0 (nammeA) (mamm)!l Al

= polyndme de Laguerre.

Nous allons maintenmant démontrer la relation (7) ; ensuite nous
montrerons que LP (eg) converge vVers LP(eg) dans ;/ (espace des

distributions tempérées).

II.- DEMONSTRATION DE (7) ET CONVERGENCE -

En posant t = et sy T = e" (7) s'éctit :

© P >-_[exp(- &) et )™ e fT)
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R A A I R T 3 RSN TpAEs s

qui, par transformation de Fourier, devient *
P e 4
) = L, W) B9)

M ELL(&“)Y‘QMWM Liiv)

e an! -

LY

9) ,_% L%%\_(i**; \e.\)"“ﬂgmo_m-é)}jﬁ-uw) fta_.smv) ‘

Posons 2illv.= h + n h entier quelconque > n + 1 ; 1l'expression
entre crochets dans~(9) peut s'écrire (voir {4}) :

U L) Ay

F )

Or on a :

=:\_ am F‘w,zmv)wm(a -2 Tl ~4UNV)

[ é*hﬁ\’ = (QM‘,{)| :-4_(2»\4-9\,)
"

_ 5;,4 %’- Qm’\) R QV\‘)’“@\-»M)\ "
Donc :
(10) ?M‘(p)_“ (P--ﬁﬁi"{vi'ﬁ.'ﬁv'z‘
M -.

*l
pour tout v tel que

vz hem
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Donc, les polynSmes figurant dans les 2 membres de (10) sont égaux
en we infinité de points ; ils sont donc égaux partout dans le plan

complexe, sinon leur différence serait un polynSme de degré n ayant
une infinité de zé&ros. Ce qui démontre (7).

I1.2.- Démonstration de la convergence -

"M PR ‘
{%mw) :HA_"_":‘;LL (A« 2wv)
Gs): § g0

0 ‘rﬁt‘i{__

b-m+l

f<~£5')=£f: “ﬁnb/)
On peut alors écrire {%ﬁeg) sous la forme

an @ ed): R, 09)x §e*)

Or :

V)3 ﬂ'“‘“ﬁv . 5wy ) Thasiny) d.
= —>

| S M—poo
puisque

” L
£ (A-5TV) T LTV) = Rirwn P

T

Moo oy pabit Y

On en déduit que

RS —» & dom &

) |
ce qui démontre la convergence de tPn(eg) vers C{(eg) dans gf .
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[ AR T A T A S

IIT.- EXEMPLES -

Nous avons pris 2 types d'exemples. Dans le premier type
on sait calculer analytiquement 1'intégrale (7), et on a alors tracé
la courbe représentant la fonction analytique obtenue ; dans le se-
cond type on a calculé 1'intégrale par une méthode de Gauss a 144

points (cette méthode est mal adaptée a ce type d'intégrations ;

nous verrons plus loin ce que nous envisageons).

a/ ?(F):: "ali — O\ Y- o)

L'intégrale (7) donne :

M
(1) P fc)=2" ‘;::4 Gm-om) | (Ha-\"“
ea )™ N“:om‘.(m-m)! a /
On a calculé cette expression pour n allant jusqu'a 300, et a = 0.1
et 1.0. On n'a pas constaté d'instabilité comme il s'en produit en
procédant de méme avec les expressions données par Deldche. Les ré-

sultats sont donnés fig. 1.

_o2p _p
b/ Plp)z4-€  ro.le __,gE)p-yE-08)+02 -4

Cet cxemple a été pris dans {3}. Les résultats obtenus a

partir de (12) sont consignés fig. 2.

c/ Méme exemple que b/ mais 1'intégration est faite numériquement.
Nous n'avons pas dépassé 1'approximation d'ordre 20, car,au-delad,

144 points d'intégrations ne suffisent plus (fig. 3).

i/ Pp)aA-2TE o D)z A= sl
( pRau?
Cet exemple est encore tiré de {3} ; et sur la figure 4
on a tracé les approximations d'ordre 10 et 20.
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IV.- CONCLUSION -

1°/ L'expression (7) donnant une approximation.de P(t) par intégra-

tion de f(%) sera d'autant moins sensible au 'bruit'" de f(p) que
ce dernier contiendra moins de fréquences basses. I1 faut cependant
pouvoir donner l'ordre maximum d'approximation que l'on peut utili-
ser en fonction du bruit pour que le ‘Pn(t) calculé ne soit pas en-
taché d'une erreur génante par rapport 4 ce qu'on aurait si on con-
naissait f£(p) de facon parfaite.

" Une étude utile sera donc : en fonction des caractéristiques

d'un "bruit" donné f(p) et de 1l'ordre n, quelles sont les caracté-

ristiques de sa transformée inverse approchée (t) ?
q PP n

2°/ 11 semble que la méthode proposée soit tré&s stable. Le fait
qu'on ait pu atteindre 1'ordre 300 dans les cas é/ et b/ semble
le confirmer. Mais un argument plus sérieux est le fait que les po-
lynSmes de Laguerre se calculent par récurrence ; en général les
processus de récurrence sont assez stables numériquement. I1 est
donc utile de voir si la stabilité constatée lors d'intégrations
analytiques se confirme lorsqu'on fait une intégration numérique
(Jusqu'a 1'ordre 20 sur les exemples cités, la concordance entre

les 2 méthodes est parfaite).

3°/ Dans (7) on a a calculer une intégrale de la forme

J:o?(e)e't\:m ok

I1 est donc naturel d'utiliser pour un traitement numérique les 0
des polynOmes de Laguerre L (t) et les poids correspondants. On aura
alors-un résultat rigoureux chaque fois que f(p) est un polynome
d'ordre < 2j - 1. Mais il est aussi possible d'envisager un algo-
rithme permettant a'obtenir un résultat rigoureux pour d'autres ty-
pes de fonctions f(p) ; chaque probléme particulier donnera lieu a3
une étude appropri€e. De toutes facons il semble qu'on soit conduit
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3 calculer des 0 de polyndmes de Laguerre L?(t) pour n assez grand.
La littérature dans ce domaine est abondante {5}, {6}, {7}, {8},

{9}, {10} mais des tables numériques plus complétes restent a faire.
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