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RESUME

Dans cet article est abordée 1'¢tude du filirage de
signaux a représentation markovienne a l'aide de leurs moddles
différentiels stochastiques non linéaires, [.'estimateur optimal
est la moyenne conditionnelle aux ohservations. Une étude
d'observahilité éclaire sur l'existence de filtres optimaux réali-
sables. Dans d'autres cas des filtres non linéaires approchég
peuvent &ire proposés. Trois exemples de ces [iltres concernent:
des signaux de source linéaire variable, 1'estimation continue
d'une trajectoire spatiale, le tfraitement d'un signal de réacteur
nucléaire.

SUMMARY

A signal processing technique tor the liltering of
markovian partially observed processes is considered from tue
point of view of their stochastic differential non linear represcen-
tation, Conditionnal expectation upon observations is taken as

optimal estimator. Some observability concepts icad to Jeasability -

1

of finite optimal filters, otherwise approximated non linear lilters
can be proposed. Three examnmples of the latter are given : linear .
yrocess with time varying parameters, continuous re-entry
irajectory estimation and nuclear reactor =i_ial pro(:essi‘hg.
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TRAITEMENT DU SIGNAIL PAR FILTRES :
DIFFERENTIELS NON LINEAIRES ET
QUELQUES APPLICATIONS.,

J. AGUILAR-MARTIN -G. ALENGRIN- J. PAGES

DEFINITION DU PROBLEME

Que ce soit d'une fagon explicite ou implicite, toutes les
méthodes de traitement du signal, prédiction, filtrage, interpola-
tion ou détection, font appel & un modele de 1'évolution du signal
utile par rapport aux signaux parasites ou bruits.

Dans les méthodes récursives de traitement du signal,
Jqui prennent actuellement un développement important, la nécessité
dumodeéle apparaft plus impérativement, mais il ne faut pas oublier
Jque, si dans des méthodes globales, spectrales par exemple, qui’
ont déja atteint un haut degré de perfectionnement et d'utilisation,
‘e besoin de modeéle paraft se faire moins sentir, c'est qu'il est
lonné de facon implicite par le domaine étroit d'application qui est
celui des processus stationnaires markoviens au sens ¢largi et
lone représentable. par des modéles linéaires constants.

[."étude des processus de diffusion d'une part, et le calcul
lifférentiel stochastigque de lto ou de Stratonoviich, ovvre les portes
4 'analyse de processus dont le modéle est beaucoup plus général.
Nous n'exposerons ici que l'incidence de ce point de vue sur le
probléme du filtrage, mais. il faut signaler que le traitement des
problémes d'interpolation et de prédiction se déduit directement,
et que le probleme de détection se déduit en ajoutant des tests

statistiques et une fonction de vraisemblance,

MODEILE DU SIGNAL

Nous considérons le signal utile comme un processus de
diffusion donné par 1'équation (1)

dx = f (x, t) dt + o (x, t) dB (1y

IL.'observation de ce signal peut se faire de facon continue
par le processus z donné par 1'équation (2)

dz = h (x, t) dt + dz) (2)

»u de fagon discontinue par

= h , t)+V
7 T BB ) Y . 3)

Pour utiliser la théorie existante sur les processus de
diffusion, on considérera que f?» et ¥ sont des processus de Wiener
l.evy de covariances différentielles Qdt et Rdt et que Vk est ure
séguence de variables gaussiennes indépendantes,
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EVOLUTION DE (.3 DENSITE DE PROBABILITE

A 1'équation (1) est associée une équation aux dériveées
partielles de la densité de probabilité de transition.

C'est 1'¢équation de Fokker - Plank (4)

: ) [ 1y
2P (P i), 1 7 TQodii P (4)
) - 2 L o

2t oy D xi RS DX]

que l'on peut écrire a l'aide de I'opérateur direci de Kolmogorov

ap =€ p

[.2 condition initiale est 1? (x, to) = P (x (to)) . les
conditions aux limites ¢tant :

lim Pi({x.t) = 0
Yt
Si 1'observation est discontinue, donnée par 1'équation(3),
on calcule a 1'aide de (4) l'évolution entre deux instants d'observation
et lors de la nouvelle mesure Zk+l a 1'instant tk+1 la formule de
Bayes donne la densit¢ a postériori (5) ' :

> (- . ™ (< I .
Ploy x) POy b la

») . - D - . - -
f[ (Ak .\k) 1 (.\ktk eyt zo)dx

[.a densité de probabilité P (z | x ) n'est autre chose que

la valeur de la probabilité de V. au poin n ~hi(x , t ). Ta
densité de probabilité P ( x , tl IR }3 est Ld]uﬁee par
1"évolution de 1'¢guation (4) entfte tk et t) en prenant comme

kil

’ . nitiale 1 K
condition initiale 1 (Xk_1 e 1\ el 70

Si 1'observation est donnée par 1'dquation continue (2) on
montre que la densité conditionnelle instantance

perdimameece o) ]

esl donnée par 1'équation intégro-différentielle (1)

A T L A
gpdff at + (h Sy 'R T (@ - han b
ol h A b (x, t) P dx (6)
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La résolution exacte de 1'équation (6) pose de grandes dif-
ficultés et fait 1'objet de recherches dans le domaine des équations
aux dérivées partielles. Bucy [f’,]a donné un théoréme de représen-
tation de la solution de (6) qui résoud théoriquement le probleme
mais qui est d'un usage malaisé,

A partir de 1'équation (6) on peut déduire 1'équation

différentielle stochastique (7) satisfaite par 1l'espérance mathéma-
tique conditionnelle d'une fonction générale de x

N _
g =Few | 2 (1), telt ,e]]

~ - A A T -

dg : oJtg at + (gh -gﬁ) lRt l(dz _h dt ) (7)

cﬁ.désigne 1'opérateur adjoint deog ou opérateur inverse
de Kolmogorov.

A,

CHOIX DE I'ESTIMATEUR OPTIMAL

B AN Y

I.e probléme du filtrage optimal setrouve théoriquement
résolu par l'application d'une propriété caractéristique de l'espé-
rance mathématique conditionnelle par rapport aux observations,
Si 1'on prend comme critére la minimisation du critére quadratique

généralisé (8) associé & une fonctionnelle vectorielle quelconque
l(z) des observations

z () |t e [t, t]

v -EX [x-1m] )2 |20, telo, £ ] (8)

on démonire gque pour :

N\

1=x= Exl z (&), L& to, {]J
le critére V (>/<\) est minimum,

L.'équation (7) est donc directement utilisable pour
Jéduire les équations différentielles du filtre optimal.

On verra par la suite que 1'application de cette équation

” » 0 I3 - .
pour le calcul de x fait intervenir les moments d'ordre croissant
e, preut entrafner un systéme différentiel d'ordre infini,

1155



49/6

R mErmaRy

OBSERVABILTTE DU SIGNAT,

Pour que le filire soit réalisable et convergent, il faut que
log équations (1) et (2) définigsent un systéme stochastiquement
observable, c'esi-a-dire que l'observation 2 (t) contient une infor-
mation sur toutes les composantes de x (k)

Sila séquence infinie -(9)

h(,\',t),(ﬁlh(x,t), cﬁlzh(x,-f), ..... (9)
O ¢ 9] O O @]

considérée comme une tonction vectorielle de x  est une bijection,

I"¢rat x  est observable., A partir de la séquenc% (9) on peut faire

Te ohangemont de base [2] de l'espace d'état du systéme (1), (2)

d'aprés les relations

Y, = Cjof)i—lh(x,t)

1
i=[1, 2.0 [

on aura alors un systéme (10) & dynamique linéaire mais d'ordre
infini et non linéaire quant aux perturbations :

by, =yp g db+ e (x, b)) df
i= [1,2.............. C (10)
dz:yl dt+dy

Sila séquence (9) est telle que pour n > M on a
M- 1 i

ATr = ¥ A onx b
’ ' 1

on aura un systéme d'ordre fini, Pour que ce systéme soit complé-
tement linéaire, il faut que lesx, (x, t) ne dépendent pas de x,
dans ce cas, sous réserve de considérer la condition initiale non
gaussicnne x (to) comme une combinaison de variables gaussiennes,
le filtre optimal de ce signal est donné par le filtre linéaire de
Kalman Bucy.
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L
PRINCIPALES APPROXIMATIONS

Dans les cas ol l'on ne peut réduire le probléme a un fil-
tre linéaire avéc distribution & priori non-gaussienne, une méthode
géncérale consiste a ¢tudier l'évolution des différents moments de
la distribution de probabilité conditionnelle, les moments du pre-
mier ordre étant les estimateurs cherchés. Mais on est aussi
conduit a une infinité d'équations différentielles couplées et des
approximations sont nécessaires pour clore la suite des moments.

Une premiére méthode d'approximation consiste a dévelop-
per en série de Taylor les fonctions vectorielles non-linéaires
f (x) et h (x) (et d'une maniére générale toute autre fonction non-
1inéaire6€2) autour de la valeur de l'estimateur X et de limiter le
développement au second ordre. On a ainsi pour l'espérance
mathématique conditionnelle de la idme composante du vecteur
f(x)

2 A

fo(x) = ¢ (2) - 1 Z O fi(x) ik

; £ EE L2
2 g,k oxj] oxk

le filtre non-lin€aire obtenu par cette méthode est d'une mise en
oeuvre relativement aisée dans les cas multidimensionnels‘:3], E‘]

Ce filtre est limité a la connaissance des moments des
deux premiers ordres comme le filtre linéaire optimal de Kalman-
'}%ucy, 'approximation envisagée consiste donc a anuuler les mo-
ments centrés d'ordres supérieurs a 2, Il faut remarquer que,
contrairement au cas du filtre linéaire, les équations donnant les
moments du second ordre contiennent en général les moments du
premier ordre et I'on ne peut les intégrer séparément,

D'autre méthodes d'approsximation ont éié envisagées,
faisant principalement apparaftre des développements de polyndmes
orthogonaux pour la densité de probabilité conditionnelle, Dans le
cas du développement en polyndmes d'Hermite multidimensionnels
les coefficients des polyndmes correspondanis, appelés quasi-
moments par Stratonovich 5 Tpeuvent étre déduits de la connaissan-
ce des moments centrés[ii . N

P.es approximations usuelles consistent a négliger les
quasi-moments a partir d'un certain ordre.
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FIVTRE LINEAIRE ADAPTATIE

On a étudié le cas de 'estimation d'un signal provenant
d'un systétme de structure connue mais de paramotres inconous,
[.'éguation stochasiique pour le signal x est

dx, = ax, dt +bu dt o, d [3) (11)
dans laquelle a et b sont des parametres {ives a déterminer, ﬁos
R T e o L L I s Pa T T e St D B E TSNS S ettt A e v Al ot by
trr P N S FE R . L N L P AN LoD DL»{QJ{ LRV N T W e ) LR L LD Ll Lk ™

U | . J
tion & priori gaussienne et est indépendant de [5

lLe processus gaussien NMarkovien est observeé imparfai-
tement sous la {forime

VAR Ny Ay + T, d'?

ot le bruit d'observation ¢st suppos¢ indépendant du bruit de la
dynamique,

Fn considérant les parametres a eth comme de nouvelles
variables d'état du svetéme, 'éguation (11) s'¢oerit
(T X, X +X, wdt + & df&
dx, Xy Xp dt 3 A
dx, =
2 0
dx, = ¢
3 0

L.es équations du filtre corresgspondant 1imit¢ au sccond
ordre s'¢écrivent

~ AN FAN ”~ N\
. - . P ) . P . . . ;
dx1 (x4 Xy + },12 +ox, w)oodrot Py (dro- X dt)
N . ~ a7
dx, - Paa  (dz - X1 t)
.

A o, Ga N
(1x.3 = _},,_Lz?,.,“ (v - X dt)

Gz ,

) ~ B é\ ~ A A ) ~
(12) d‘\;i, = 9, ( x3 Xy + 1712 + Xg W ) dt + P4 (dv - X, dt )
)
avec 2
-~ VAN
Pij = 12 [(X'L/ - x-L) (\J - \J)l Ot]

on remarque que '¢volution des param<dtres inconnus est dictée
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par le processus d'innovation dz - 32‘ dt

différence entre la valeur prédite et la valeur réellement observée.
Les termes de la- matrice de covariance sont donnés par les
équations :

~
ClPL‘i: 0_1281';34 At_*.(‘,‘ (/)2,‘ P?_L"'xap‘i +LLP3b>C\t
(13) A ~ B. P
+ 31-1.(‘)(4 Pzi_(.xzp,‘j + W P3J)ét_ 4;24‘) C\t
2

ol & est le ‘symbole de Kronecker.

Sur la figure (1) on a représenté le systéme correspon-
dant a 1'équation (11) et le filtre du second ordre. On peut g\ons}\dérer
le filtre comme un systéme adaptatif dont les parametres a et b sont
corrigés de la maniére continue par le processus d'innovation.

Dans le cas ou 1'on veut étudier d'autres méthodes

t, o Uy
d'approximation pour le filtre, il faut faire intervenir les moments

d'ordres supérieurs, 1'équation (12) donnant les moments du
premier ordre est une équation exacte, les modifications portent
seulement sur les ¢quations (13), ainsi le bloc-diagramme de la
figure (1) représente encore le filtre,. seuls les coefficients de
pondération '\ sont modifiés
o
T.es ¢quations exactes pour l'ordre 2 sont :

4 R L) 28 ‘S\ dt* 4.}(;1P2.L+?(?- Prorw By + Py ) dt
3, (X4 B4 X, P Pyi + Pppi) dt
+ 4L(X1 2+ X2 TR I 12.J>
R T NPT S (dz - x, dt)
g2 g =

2 2

Ces équations font intervenir les moments d'ordre 3
dont les équations exactes d'évolution sont données ci-dessous :

dPlik= 54LLPﬂzjﬁva«PzﬁJr’?aPan‘“P\';k»,s P Py ] at

+ 815 EP*\Z'L&?,+X4P2L§{+X L%,+U.P &,3‘ P EL]
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- ~
‘*”Sﬂfz[ﬁlzdj** X,y v Xe By Puys - Py Py ] de

PR g . PPk a4 L BL Pie g
g*s G‘; } 0"2?:

dz _Qﬁc\t)

+[P-1L\S?~2, - PL.\S P/{(QJ— PLQQ_ P’)\j-‘ P\)&_ P‘(L,]G_z
2

Diverses approximations pourront &tre appliquées a ces
dernieres ¢quations qui font apparaiire les moments d'ordre 2 en
fonction des moments d'ordre 4.

On peut en particulier faire l'approximation gaussienne
pour les moments d'ordre 4 et les exprimer en fonction des moments
du second ordre ( ce qui est  équivalent & 1'annulation des quasi-
moments d'ordre 4).

Dans le cas ou les paramétres du systéme générateur du
signal varicent lentement avec le temps, le filtre ¢tudié ci-dessus
veut suivre cen variations movennant des hypothises supplémentaires.

Dans la figure (2) on a.-représenté la variation de la
constante de temps d'un systéime du premier ordre
dx“: X,\det+cdt+d/?>1

pour renir compte des variations du paramdétre x, on a supposé qu'il

yoavait un bruil fletit dans la dynamique de x
dx, = d ﬁa
brolt dont Lo varinncee est choisie de telle facon qu'elle puisse ren-

dre compie des changements dans Ja \dleur de x

l.a figure {2) monotre 'allure de variation de 1 es%lmateur de X5

lne choix de la variance du bruit semble asser critigue pumque“pour-
une variance trop faible, 1'estimatieur xo ne p veut pas suivre x

AU contraire, pour une variance trop (\10\( e \ -aura des variations
de grande amplilude autour de la valeur ex due X oo

2

APPLICATION A TN PROBLEME DB LRI ENTRE

D

-
Pour démontrer les possibilités d'application du Tiltrage
non lincaire, nous avons utilisé un exemple donné par WHISHNER et
. o . . .
al_LT]. T g'agitdun mobile retombant verticalement dans 'atmos-
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phere ; x_et X, étant respectivement la position et la vitesse
¢quations d'élat sont :

, les

dX4- ""XZ dt

-~k Xy
dxp,= - K, € X, X5 dt
cdxy= O

x,. ¢tant un coefficient mal connu de Kl et dont on veut estimer la
f’\'gleur en méme tempsqle x. et Xy ’

[L'observation de la position est faite par un radar avec
des mesures entachées de bruit et dans un des casg envisagées par
les autleurs, on suppoée que l'observation est linéaire et de la
forme

dz = x4c\t+o\~7

can 2
avec e Tda2ls o dt
. ™ r/ 1= v O e

Dans ce cas, l'application d'un filtre non linéaire du
second ordre donne les résultats suivants

d%, = - Xpdt ¢ T (dz %, dt)
~ _&,22 0-5/\ ' A
cdx, =-Ky [Xaxs-\——& ><2>< P,\_Zkzxzx_,) P2
/\2
-R, X3 By +><3 Poa +2%; st] At .
P ~

+_%2_(dz_x1 dt)
o\;_% :_E%(c\z_;., c\h),

(\'

les termes de la ma‘rrloe de covariance sont donnés par l'equatlon
matricielle ( cf ["])

dp.p2t P Ryde o 28 (%) ) Pat P[M R gﬁ (R)] P.dt
ou R est dans le cas general la matrice de covamance du bruit
d'observ@.vtion et dans ce cas se réduit a la valeur scalaire g2 .

'bf-‘/ Ox. est ici la matrice 3 x 3 contenant les derlvees du vecteur
£ (x) par rapport aux composantes du vecteur x.
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LPRACE DU SIGNAL D'ON REACTEUR \[ CLENRE

T.es ¢équations locales correspondantes du réacteur nuclé-
aire thermique ¢tudié soni, dans 1'hyvpothése de la théorie d'un

grouvne ,
dn_ _PLE n o+ AC
p*

!

at »
_dE: in-?\C
dt p* :

dans lesauelles ﬁ’ représente 1a fraction de neutrons retardés
A constante de désintégration des précurseurs de
neutrons retardés
P réactivité que 1'on fait varier en fonction du temps
P* temps de génération des neutrons -instantanés
C concentration de précurseurs
v corcentration de neutrons

le gsignal obgervé est proportionnel au nombre de neutrons et est
dans ce cas fortement bruité, '

4 ' I.e probléme posé est d'estimer n, C et aussi le parame-
tre —dont la valeur est mal connue. '
g?ﬁ

En désienant par x,, x_ et X zes quancités, on a
3 = ] 9 3 E

Zz« (p-P) X« Xy 4 MXa
dxz = P x4 x5 X,

c\><3 _ 0

dt

1'équation d'observation étant
dz, = X,‘ adt + d’v

P . . - .
on désignera par a?la vartance du bruit d'observation.
les équations exactes des moments des deux premiers ordres sont :

dx‘l”[gh,? +F%3) (32 —&L)(P ;5214[5?43—?\/22)]&3
+ _%_L_‘_ (dz.__/;,i dt)
0-2.
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dP= p(¥) 8, [ %, Py 4 X Py + P«aﬂ Jt
| ) X
+p(E) SU‘[M Bt Xy Pros Puay] dt
2 B2 B[P %s P pra Pajs o Ry - AR CE

(325 - SPIER, P s B X Pols PRy AR

Pii (dz%,dt) - Piv Piy ae
.0-2 ‘ ! 0“2

Le filtre du second ordre déduit de ces relations a été utilisé
a partir de données provenant d'une simulation numérique -
le signal de sortie correspondant & des observations accumulées
les conditions initiales sur x, et x_ ont été prises en supposant
que 1l'on connaissait les valeurs de ces parametres avec une

erreur de 10 % .

La figure (3) montre l'amélioration de la connaissance des

valeurs des parametres X, et Xq en fonction des observations.

La figure (4) donne les variations des covariances des
erreurs d'estimation sur les valeurs de Xy X et XS
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dxq=xq xpdt+cdt+dps
dz = X4 n__....n__V
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~__ Figure 4 _
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